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УДК 517.9

Г. Я. Семчишин (Ужгородський нац. ун-т)

РОЗВ’ЯЗНIСТЬ ЗАДАЧI КОШI ДЛЯ ВИРОДЖЕНИХ СИСТЕМ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

We obtain necessary and sufficient conditions for existence of solution of initial value problem for
a degenerate system of differential equations.

Одержано необхiднi та достатнi умови iснування розв’язку задачi Кошi для вироджених си-
стем диференцiальних рiвнянь.

Пiд час розв’язання рiзноманiтних задач, що виникають в таких прикла-
дних галузях, як математична економiка, робототехнiка, обробка цифрових зо-
бражень, теорiя керування, теорiя електронних схем та електричних кiл, радiо-
фiзика, хiмiчна та бiологiчна кiнетики тощо [1,2], дослiдники стикаються з ви-
родженими системами диференцiальних рiвнянь. Такi системи розглядаються
як українськими [3, 4] та росiйськими [6, 7] вченими, так i закордонними [8,9].

У данiй роботi дослiджуються виродженi системи диференцiальних рiвнянь
у випадку, коли при похiднiй шуканої функцiї знаходиться блочно-дiагональна
матриця, одним з блокiв якої є нiльпотентний блок Жордана. Для задачi Кошi
для таких вироджених систем одержано необхiднi та достатнi умови iснування
розв’язку.

1. Постановка задачi. Розглянемо для виродженої системи диференцiаль-
них рiвнянь

B0(t)
dz

dt
= A0(t)z(t) + f(t), t ∈ [a, b], (1)

задачу Кошi з початковою умовою

z(t0) = z0, t0 ∈ [a, b], (2)

де rankB0(t) = n +m − 1 ∀t ∈ [a, b], A0(t), B0(t) – ((n +m) × (n +m))-вимiрнi
матрицi, J – (m × m)-вимiрна стала матриця, f(t) – (n + m)-вимiрна вектор-
функцiя, якi мають наступну структуру:

B0(t) =

[
B1(t) 0
0 J

]
, A0(t) =

[
A1(t) 0
0 A2(t)

]
, f(t) =

[
f (1)(t)
f (2)(t)

]
,

J =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

 ,

A1(t), B1(t)– (n×n)-вимiрнi, A2(t)– (m×m)-вимiрна матрицi, компоненти яких є
дiйсними неперервними на [a, b] функцiями: A1(t), A2(t), B1(t)∈C[a, b]; detB1(t)̸=
0; f (1)(t) –n-вимiрна, f (2)(t) –m-вимiрна вектор-функцiї iз простору C[a, b].

Пiд розв’язком задачi Кошi (1),(2) будемо розумiти неперервно диференцi-
йовну на [a, b] (n+m)-вимiрну вектор-функцiю

z(t) =

[
x(t)
y(t)

]
,
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146 Г. Я. СЕМЧИШИН

де x(t) ∈ Rn, y(t) ∈ Rm, яка задовольняє систему (1) та початкову умову (2).
У просторi неперервно диференцiйовних (n +m)-вимiрних вектор-функцiй

C1[a, b] розглянемо оператор L та спряжений до нього оператор L⊤:

L(t) = A0(t)−B0(t)
d

dt
, L⊤(t) = A⊤

0 (t) +
d

dt
B⊤

0 (t).

2. Структура загального розв’язку вироджених систем диферен-
цiальних рiвнянь. Враховуючи структуру матриць A0(t), B0(t) та вектор-
функцiї f(t), вироджена система диференцiальних рiвнянь (1) розщеплюється
на двi незалежнi одна вiд одної системи рiвнянь

dx

dt
= B−1

1 (t)A1(t)x(t) +B−1
1 (t)f (1)(t); (3)

J
dy

dt
= A2(t)y(t) + f (2)(t). (4)

Загальний розв’язок невиродженої диференцiальної системи (3) має вигляд

x(t) = X(t)c̄+ x̃(t), (5)

де X(t) – (n × n)-вимiрна фундаментальна матриця вiдповiдної (3) однорiдної
системи рiвнянь

dx

dt
= B−1

1 (t)A1(t)x(t), (6)

а X(t, s), X(s, s) = En – матрицант системи (6), c̄ ∈ Rn – вектор довiльних
сталих, x̃(t) – деякий частинний розв’язок неоднорiдної системи рiвняння (3).

Представимо матрицю A2(t) наступним чином

A2(t) =

[
D1(t) D2(t)

a
(2)
m,1(t) D3(t)

]
,

де D1(t) – ((m − 1) × 1)-вимiрна, D2(t) – ((m − 1) × (m − 1))-вимiрна, D3(t) –
(1× (m− 1))-вимiрна матрицi. Нехай

y(t) = col [y1(t), v(t)] , f (2)(t) = col
[
p(t), f (2)

m (t)
]
,

де v(t)=col(y2(t), . . . , ym(t)), p(t)=col(f
(2)
1 (t), . . . , f

(2)
m−1(t)) – (m−1)-вимiрнi вектор-

функцiї. Тодi вироджену систему (4) можна записати наступним чином

dv

dt
= D1(t)y1(t) +D2(t)v(t) + p(t), (7)

0 = a
(2)
m,1(t)y1(t) +D3(t)v(t) + f (2)

m (t), (8)

де (7) – це (m−1)- вимiрна система звичайних диференцiальних рiвнянь, (8) –
алгебраїчне рiвняння.

Структура розв’язку виродженої системи диференцiальних рiвнянь (1) за-
лежить вiд значення a

(2)
m,1(t). Розглянемо випадок, коли a

(2)
m,1(t) ̸= 0 ∀t ∈ [a, b].

Виразимо y1(t) з (8)

y1(t) = − 1

a
(2)
m,1(t)

(
D3(t)v(t) + f (2)

m (t)
)
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i пiдставимо його в систему (7):

dv

dt
=

(
D2(t)−

1

a
(2)
m,1(t)

D1(t)D3(t)

)
v(t)+

(
J1 −

1

a
(2)
m,1(t)

D1(t)J2

)
f (2)(t), (9)

де J1 – ((m− 1)×m)-вимiрна матриця, J2 – m-вимiрний вектор-рядок вигляду

J1 = [Em−1, 0m−1,1], J2 = [01,m−1, 1],

Em−1 – ((m − 1) × (m − 1))-вимiрна одинична матриця, а через 0i,j будемо по-
значати (i× j)-вимiрну нульову матрицю.

Загальний розв’язок системи рiвнянь (9) має вигляд

v(t) = V (t)c̃+ ṽ(t), (10)

де V (t) – ((m− 1)× (m− 1))-вимiрна фундаментальна матриця вiдповiдної (9)
однорiдної системи рiвнянь

dv

dt
=

(
D2(t)−

1

a
(2)
m,1(t)

D1(t)D3(t)

)
v(t), (11)

а V (t, s), V (s, s)=Em−1 – матрицант системи (11), c̃∈Rm−1 – вектор довiльних
сталих, ṽ(t) – деякий частинний розв’язок неоднорiдної системи рiвняння (9).

Таким чином, можемо записати:

y1(t) = − 1

a
(2)
m,1(t)

D3(t)V (t)c̃− 1

a
(2)
m,1(t)

D3(t)ṽ(t)−
1

a
(2)
m,1(t)

f (2)
m (t). (12)

Об’єднуючи (10) i (12) одержимо загальний розв’язок виродженої системи
диференцiальних рiвнянь (4):

y(t) = Y (t)c̃+K(t)ṽ(t) +W1(t)f
(2)(t), (13)

де Y (t) – (m×(m−1))-вимiрна матриця, яка складається з m− 1 лiнiйно незал-
жних розв’язкiв вiдповiдної (4) однорiдної виродженої системи: Y (t)=K(t)V (t);
K(t) – (m× (m− 1))-вимiрна, W1(t) – (m×m)-вимiрна матрицi вигляду

K(t) =

 − 1

a
(2)
m,1(t)

D3(t)

Em−1

 , W1(t) =

 01,m−1 − 1

a
(2)
m,1(t)

0m−1,m−1 0m−1,1

 .
Таким чином, враховуючи структуру розв’язкiв x(t) i y(t) вигляду (5) i (13)

вiдповiдно, загальний розв’язок виродженої системи диференцiальних рiвнянь
(1) можемо записати у виглядi

z(t) =

[
X(t) 0
0 Y (t)

]
c+

[
x̃(t)

K(t)ṽ(t) +W1(t)f
(2)(t)

]
,

або
z(t) = Z(t)c+ z̃(t), (14)
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де Z(t) – ((n + m) × (n + m − 1))-вимiрна блочно-дiагональна матриця, яка
складається з n+m−1 лiнiйно-незалежних розв’язкiв вiдповiдної (1) однорiдної
виродженої системи

B0(t)
dz

dt
= A0(t)z(t), t ∈ [a, b], (15)

c ∈ Rn+m−1, c = col(c̄, c̃) – вектор довiльних сталих, z̃(t) – деякий частинний
розв’язок неоднорiдної виродженої системи рiвняння (1).

Теорема 1. Нехай для виродженої системи диференцiальних рiвнянь (1)
виконується умова: a(2)m,1(t) ̸= 0 ∀t ∈ [a, b]. Тодi вироджена система диференцi-
альних рiвнянь (1) має (n+m−1)-параметричну сiм’ю розв’язкiв вигляду (14).

Зауваження 1. Якщо rankB0(t) ̸= 0 ∀t ∈ [a, b], то формула (14) спiв-
падає з формулою загального розв’язку звичайної системи диференцiальних
рiвнянь. В цьому випадку, як вiдомо, частинний розв’язок z̃(t) неоднорiдної
системи можна знайти методом варiацiї довiльних сталих, виходячи з за-
гального розв’язку вiдповiдної однорiдної системи.

Для знаходження частинного розв’язку z̃(t) виродженої системи диференцi-
альних рiвнянь (1) застосуємо метод запропонований в [3]. Цей метод є деякою
модифiкацiєю методу варiацiї довiльних сталих.

3. Спряженi системи диференцiальних рiвнянь. Поряд iз однорiдною
виродженою системою (15) розглянемо вiдповiдну їй спряжену систему

d

dt

(
B⊤

0 (t)z̄(t)
)
= −A⊤

0 (t)z̄(t), t ∈ [a, b]. (16)

Загальний розв’язок цiєї системи має таку ж структуру, що й загальний
розв’язок однорiдної виродженої системи (15), а саме:

z̄(t) = Z̄(t)d,

де Z̄(t) – ((n+m)×(n+m−1))-вимiрна матриця, яка складається з (n+m−1) лi-
нiйно незалежних розв’язкiв однорiдної виродженої системи (16) i має наступну
блочно-дiагональну структуру:

Z̄(t) =

[
X̄(t) 0
0 Ȳ (t)

]
,

X̄(t) – (n × n)-вимiрна фундаментальна матриця системи звичайних диферен-
цiальних рiвнянь

d

dt

(
B⊤

1 (t)x̄(t)
)
= −A⊤

1 (t)x̄(t),

X̄(t, s), X̄(s, s) = En – матрицант цiєї системи, Ȳ (t) – (m× (m− 1))-вимiрна ма-
триця, яка складається з m− 1 лiнiйно незалежних розв’язкiв наступної одно-
рiдних систем рiвнянь

J⊤dȳ

dt
= −A⊤

2 (t)ȳ(t),
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причому Ȳ (t) = K1(t)U(t), K1(t) – (m× (m− 1))-вимiрна матриця вигляду

K1(t) =

 Em−1

− 1

a
(2)
m,1(t)

D⊤
1 (t)

 ,
U(t) – ((m−1)×(m−1))-вимiрна фундаментальна матриця наступної однорiдної
системи звичайних диференцiальних рiвнянь

du

dt
=

(
−D⊤

2 (t) +
1

a
(2)
m,1(t)

D⊤
3 (t)D

⊤
1 (t)

)
u(t),

Ū(t, s), Ū(s, s) = Em−1 – матрицант цiєї системи.

Залежнiсть мiж розв’язками виродженої системи (15) та розв’язками спря-
женої до неї системи (16), встановлює наступна лема.

Лема 1. Нехай z(t) – розв’язок системи (15), а z̃(t) – розв’язок системи
(16). Тодi виконується рiвнiсть

⟨B0(t)z(t), z̄(t)⟩ = const ∀t ∈ [a, b].

Доведення. Оскiльки B0(t)
dz

dt
=A0(t)z(t) i

d

dt

(
B⊤

0 (t)z̄(t)
)
=−A⊤

0 (t)z̄(t), то

d

dt
⟨B0(t)z(t), z̄(t)⟩=

d

dt
⟨z(t), B⊤

0 (t)z̄(t)⟩=⟨dz(t)
dt

, B⊤
0 (t)z̄(t)⟩+⟨z(t),

d

dt

(
B⊤

0 (t)z̄(t)
)
⟩=

=⟨B0(t)
dz(t)

dt
, z̄(t)⟩+⟨z(t), d

dt

(
B⊤

0 (t)z̄(t)
)
⟩=⟨A0(t)z(t), z̄(t)⟩+⟨z(t),−A⊤

0 (t)z̄(t)⟩=0,

звiдки i випливає твердження леми.

Означення 1. Матрицi Z(t) та Z̄(t), складенi з n+m− 1 лiнiйно незале-
жних розв’язкiв систем (15) i (16) вiдповiдно, називатимемо фундаменталь-
ними матрицями цих систем.

Лема 2. Фундаментальнi матрицi Z(t) i Z̄(t) вiдповiдних однорiдних ви-
роджених систем (15) i (16) задовольняють спiввiдношення

Z̄⊤(t)B0(t)Z(t) = C, (17)

де C – невироджена квадратна (n+m− 1)-вимiрна стала матриця.

Доведення. Сталiсть матрицi C випливає з попередньої леми. Покажемо,
що C є неособливою матрицею. Врахувавши структуру фундаментальних ма-
триць Z(t) i Z̄(t) та матрицi B0(t), одержимо

Z̄⊤(t)B0(t)Z(t) =

[
X̄⊤(t) 0

0 Ȳ ⊤(t)

][
B1(t) 0
0 J

][
X(t) 0
0 Y (t)

]
=

=

[
X̄⊤(t)B1(t)X(t) 0

0 Ȳ ⊤(t)JY (t)

]
.
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Звiдси det Z̄⊤(t)B0(t)Z(t) = det X̄⊤(t)B1(t)X(t) det Ȳ ⊤(t)JY (t). Очевидно, що
det X̄⊤(t)B1(t)X(t) ̸= 0 ∀t ∈ [a, b]. Крiм того, взявши до уваги вигляд матриць
Y (t) та Ȳ (t), матимемо

Ȳ ⊤(t)JY (t) = (K1(t)U(t))
⊤ JK(t)V (t) = U⊤(t)K⊤

1 (t)JK(t)V (t) =

=U⊤(t)

[
Em−1,−

1

a
(2)
m,1(t)

D1(t)

][
0 Em−1

0 0

] − 1

a
(2)
m,1(t)

D3(t)

Em−1

V (t)=U⊤(t)V (t).

Оскiльки detU⊤(t) ̸= 0 i detV (t) ̸= 0 ∀t ∈ [a, b], то й det Ȳ ⊤(t)JY (t) ̸= 0. Лема
доведена.

Виходячи з (17), фундаментальнi матрицi Z(t) i Z̄(t) систем (15) i (16) зав-
жди можна визначити так, щоб виконувалась рiвнiсть

Z̄⊤(t)B0(t)Z(t) = En+m−1, (18)

крiм того
X̄⊤(t)B1(t)X(t) = En, Ȳ ⊤(t)JY (t) = Em−1.

4. Побудова розв’язкiв вироджених лiнiйних неоднорiдних систем
диференцiальних рiвнянь. Перейдемо до безпосередньої побудови загально-
го розв’язку лiнiйної неоднорiдної виродженої системи (1).

Позначимо через Φ i Ψ – базиси ядра Ker(B0(t)) i ядра Ker(B⊤
0 (t)) [10]

вiдповiдно:

Φ =

[
0
Φ1

]
, Ψ =

[
0
Ψ1

]
,

де Φ1 i Ψ1 – базиси ядра Ker(J) i ядра Ker(J⊤):

Φ1 = col(1, 0, . . . , 0)⊤, Ψ1 = col(0, . . . , 0, 1)⊤.

Теорема 2. Нехай для виродженої системи диференцiальних рiвнянь (1)
виконується умова: a(2)m,1(t) ̸= 0 ∀t ∈ [a, b]. Крiм того, знайдено такi фундамен-
тальнi матрицi Z(t), Z̄(t) однорiдної виродженої системи (15) та вiдповiдної
спряженої системи (16), що виконується умова (18). Тодi загальний розв’язок
лiнiйної неоднорiдної виродженої системи (1) визначається згiдно формули

z(t) = Z(t)c+ Z(t)

t∫
t0

Z̄⊤(s)f(s)ds− ΦR(t)Ψ⊤f(t). (19)

Доведення. Побудуємо ((n+m)× (n+m))-вимiрнi матрицi

P (t) = [Z(t),Φ(t)] , Q(t) =
[
Z̄(t),Ψ(t)

]⊤
,

якi будуть неособливими для ∀t ∈ [a, b]. Дiйсно, враховуючи структуру фунда-
ментальної матрицi Z(t) та вигляд матрицi Y (t), матимемо

P (t)=

[
X(t) 0 0
0 Y (t) Φ1

]
=

[
X(t) 0 0
0 K(t)V (t) Φ1

]
=


X(t) 0 0

0 − 1

a
(2)
m,1(t)

D3(t)V (t) 1

0 V (t) 0

.
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Звiдси detP (t) = detX(t) detV (t), а оскiльки detX(t) ̸= 0 i detV (t) ̸= 0 ∀t∈
[a, b], то маємо, що й detP (t) ̸=0 ∀t∈ [a, b]. Аналогiчно доводиться неособливiсть
матрицi Q(t).

Загальний розв’язок лiнiйної неоднорiдної виродженої системи (1) будемо
шукати у виглядi

z(t) = P (t)z̄(t). (20)

Пiдставимо (20) у неоднорiдну вироджену систему (1) i помножимо одержа-
ну рiвнiсть злiва на матрицю Q(t). Матимемо

Q(t)B0(t)P (t)
dz̄

dt
= Q(t)L(t)P (t)z̄(t) +Q(t)f(t). (21)

Враховуючи структуру матриць P (t) i Q(t), запишемо наступнi матрицi у
такому виглядi

Q(t)B0(t)P (t) =

[
Z̄⊤(t)B0(t)Z(t) Z̄⊤(t)B0(t)Φ
Ψ⊤B0(t)Z(t) Ψ⊤B0(t)Φ

]
,

Q(t)L(t)P (t) =

[
0 Z̄⊤(t)L(t)Φ
0 Ψ⊤L(t)Φ

]
.

Очевидно, що Z̄⊤(t)B0(t)Φ = 0. Крiм того, неважко переконатися в справе-
дливостi наступних рiвностей

Ψ⊤B0(t)Z(t) = 0, Ψ⊤B0(t)Φ = 0,

Z̄⊤(t)L(t)Φ = 0.

Покажемо, що detΨ⊤L(t)Φ ̸= 0 ∀t ∈ [a, b]. Дiйсно

Ψ⊤L(t)Φ = Ψ⊤A0(t)Φ =
[
0, Ψ⊤

1

] [ A1(t) 0
0 A2(t)

] [
0
Φ1

]
=

= Ψ⊤
1 A2(t)Φ1 = a

(2)
m,1(t) ̸= 0.

Помноживши (21) на матрицю diag{En+m−1, R(t)}, де

R(t) =
[
Ψ⊤L(t)Φ

]−1
,

i врахувавши (18), матимемо[
En+m−1 0

0 0

]
dz̄

dt
=

[
0 0
0 1

]
z̄(t) +

[
Z̃⊤(t)f(t)
R(t)Ψ⊤f(t)

]
.

Ця система розпадається таким чином, що ми одержимо (n+m−1)-вимiрну
систему звичайних диференцiальних рiвнянь

dz̄1
dt

= Z̄⊤(t)f(t),

розв’язком якої є

z̄1(t) =

t∫
t0

Z̄⊤(s)f(s)ds+ c,
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де c – (n+m− 1)-вимiрний вектор довiльних сталих, та рiвнiсть

z̄2(t) = −R(t)Ψ⊤f(t).

Повернувшись до початкової змiнної згiдно з (20), одержимо загальний роз-
в’язок виродженої системи (1) вигляду (19). Теорему доведено.

5. Розв’язнiсть задачi Кошi для вироджених систем диференцiаль-
них рiвнянь. Для задачi Кошi (1), (2) справедливою є наступна теорема.

Теорема 3. Нехай для виродженої системи диференцiальних рiвнянь (1)
виконується умова: a(2)m,1(t) ̸=0 ∀t∈ [a, b]. Тодi для того, щоб задача Кошi (1),
(2) мала розв’язок, необхiдно i достатньо, щоб вектор z0 задовольняв умову

⟨A0(t0)z0 + f(t0),Ψ⟩ = 0. (22)

При цьому, розв’язок задачi Кошi (1), (2) єдиний i має наступний вигляд

z(t)=Z(t)Z̄⊤(t0)B0(t0)z0 + Z(t)

t∫
t0

Z̄⊤(s)f(s)ds− ΦR(t)Ψ⊤f(t). (23)

Доведення. Як показано в [3], умова (22) є необхiдною i достатньою умовою
iснування розв’язку задачi Кошi (1), (2).

Покажемо, що якщо умова (22) виконується, то розв’язок задачi Кошi (1), (2)
єдиний i має вигляд (23). Пiдставимо загальний розв’язок виродженої системи
(1) вигляду (19) в початкову умову (2) i помножимо одержану рiвнiсть злiва на
P−1(t0). Врахувавши, що

P−1(t0)Z(t0) = col[En+m−1, 0], P−1(t0)Φ = col[0, 1],

одержимо [
P−1(t0)z0

]
1
= c,[

P−1(t0)z0
]
2
+R(t0)Ψ

⊤f(t0) = 0, (24)

де [P−1(t0)z0]1 – (n+m−1)-вимiрний вектор, координатами якого є першi n+
m−1 координат вектора P−1(t0)z0, а [P−1(t0)z0]2 – (n+m) координата вектора
P−1(t0)z0. Перша з цих рiвностей дає значення (n +m − 1)-вимiрного вектора
сталих c. А друга рiвнiсть еквiвалентна умовi (22). Дiйсно, з доведення теореми
2 випливає, що

diag{En+m−1, R(t)}Q(t)B0(t)P (t) = diag{En+m−1, 0},

diag{En+m−1, R(t)}Q(t)L(t)P (t) = diag{0, 1}.
(25)

Продиференцiюємо першу тотожнiсть. Дiстанемо

diag{En+m−1, R(t)}Q(t)B0(t)P
′(t) =

= −diag{0, R′(t)}Q(t)B0(t)P (t)−diag{En+m−1, R(t)} (Q(t)B0(t))
′ P (t).
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Пiдставимо одержаний вираз в другу тотожнiсть (25), матимемо

diag{En+m−1, R(t)}Q(t)A0(t)P (t) + diag{0, R′(t)}Q(t)B0(t)P (t)+

+diag{En+m−1, R(t)} (Q(t)B0(t))
′ P (t) = diag{0, 1}.

Покладемо в останню рiвнiсть значення t = t0 i помножимо її справа на
P−1(t0)z0, одержимо

[P−1(t0)z0]2 = R(t0) [Q(t0)A0(t0)z0]2 +R′(t0) [Q(t0)B0(t0)z0]2+

+R(t0)

[
d

dt
(Q(t0)B0(t0)) z0

]
2

,

звiдки, вiдповiдно до структури матрицi Q(t), можемо записати

[P−1(t0)z0]2 = R(t0)Ψ
⊤A0(t0)z0 +

d

dt

[
R(t0)Ψ

⊤B0(t0)
]
z0.

Пiдставивши цей вираз в (24), одержимо рiвнiсть

R(t0)Ψ
⊤A0(t0)z0 +

d

dt

[
R(t0)Ψ

⊤B0(t0)
]
z0 +R(t0)Ψ

⊤f(t0) = 0,

яка, як неважко переконатися, еквiвалентна умовi (22). З першої тотожностi
(25), можемо знайти:[

P−1(t0)z0
]
1
= [Q(t0)B0(t0)z0]1 = Z̄⊤(t0)B0(t0)z0,

отже, c = Z̄⊤(t0)B0(t0)z0. Тодi, пiдставляючи в (19) знайдене значення вектора
c, одержимо розв’язок задачi Кошi (1), (2) вигляду (23). Теорему доведено.
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