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КОНФОРМНА IНВАРIАНТНIСТЬ КВАЗIЛIНIЙНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З ЧАСТИННИМИ
ПОХIДНИМИ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

The article presents all possible representations of the Poincare algebra, extended Poincare algebra
and conformal algebra, under which quasi-linear differential equations with the second-order partial
derivatives are invariant in the case of two independent variables. The obtained results of the
classification have been applied for studying the symmetry properties of the quasi-linear differential
equation with the second-order partial derivatives.

Описано всi можливi зображення алгебр Пуанкаре, розширеної алгебри Пуанкаре та конфор-
мної алгебри, вiдносно яких iнварiантнi квазiлiнiйнi диференцiальнi рiвняння з частиними
похiдними другого порядку у випадку двох незалежних змiнних. Одержанi результати кла-
сифiкацiї застосовано для дослiдження симетрiйних властивостей квазiлiнiйного диферцiаль-
ного рiвняння з частиними похiдними другого порядку.

Вступ. У сучасних дослiдженнях багатьох фiзичних процесiв важливу роль
вiдiграє принцип симетрiї [1,2]. Це пов’язано з тим, що основнi фiзичнi закони,
рiвняння руху, рiзнi математичнi моделi володiють явною або неявною, гео-
метричною або негеометричною, локальною або нелокальною симетрiями. Всi
основнi рiвняння математичної фiзики — Нютона, Лапласа, Д’Аламбера, Шре-
дiнгера, Максвела i т. д. — володiють широкими симетрiйними властивостями.

1. Постановка задачi та позначення. Квазiлiнiйнi хвильовi рiвняння є
цiкавим об’єктом дослiдження внаслiдок свого широкого застосування.

Найбiльш загальний клас квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними другого порядку можна записати у виглядi
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рiвняння Лiувiлля
2u+ λeu = 0 (5)
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та багато iнших. У формулах (2)–(5) 2u = ∂00 − △ , uµ = gµνuν , gµν — ме-
тричний тензор з сiгнатурою (+,−, ...,−), F , G — довiльнi гладкi функцiї, λ —
довiльна стала. Рiвняння (2) є одним з основних рiвнянь геометричної оптики.
Його симетрiйнi властивостi прокласифiкованi в [2]; нелiнiйне хвильове рiвня-
ння (3) широко застосовується при описаннi рiзноманiтних фiзичних проце-
сiв. Iнварiантнiсть рiвняння (3) вiдносно алгебр Пуанкаре, розширеної алгебри
Пуанкаре та конформної алгебри дослiджена в роботi [2]; piвняння (4) в ев-
клiдовому просторi узагальнює на n-вимiрний випадок рiвняння мiнiмальних
поверхонь вперше одержане Лагранжем iз варiацiйного принципу Ейлера-Ла-
гранжа. Симетрiйнi властивостi та деякi точнi розв’язки рiвняння (4) знайденi в
роботах [2–4]. Рiвняння Лiувiлля виникає у задачах диференцiальної геометрiї,
теорiї нелiнiйних хвиль, у квантовiй теорiї поля (див., наприклад, [5]).

Рiвняння (2)–(5) володiють широкими симетрiями Лi. Вони iнварiантнi вiд-
носно алгебр Пуанкаре, розширеної алгебри Пуанкаре, конформної алгебри.

Оскiльки характерна особливiсть сучасного математичного опису реальних
процесiв полягає в тому, що рiвняння руху для частинок, хвиль, полiв є скла-
дними нелiнiйними системами диференцiальних i iнтегро-диференцiальних рiв-
нянь, то постає питання як будувати такi рiвняння? Як розв’язувати i дослi-
джувати такi системи? Очевидно, що пiдхiд Лагранжа–Ейлера (механiчний у
своїй основi) до побудови рiвняння руху у багатьох випадках є обмеженим. До-
сить нагадати, що в рамках класичного методу Лагранжа–Ейлера неможливо
одержати без переходу до потенцiалiв рiвняння Максвела для електромагнiтних
хвиль. Ми ж пропонуємо нелагранжевий пiдхiд для побудови i класифiкацiї
рiвнянь руху. В основi цього пiдходу лежить принцип вiдносностi Лоренца–
Пуанкаре–Енштейна [6].

Розглянемо симетрiйнi властивостi лiнiйного рiвняння Д’Аламбера

2u = 0,

яке в одновимiрному випадку називається також рiвнянням коливання струни.
Вiдомо, що в цьому випадку рiвняння Д’Аламбера є iнварiантним вiдносно ал-
гебри Пуанкаре AP (1, 1), базиснi оператори якої мають вигляд

∂0, ∂1, J01 = x1∂0 + x0∂1, (6)

розширеної операторами масштабних

D = x0∂0 + x1∂1 (7)

та конформних
Kµ = 2xµD − x2∂µ (8)

перетворень, де x2 = x20−x21 . Оператори (6)–(7) утворюють розширену алгебру
Пуанкаре, яку будемо позначати AP1(1, 1), а оператори (6)–(8) — конформну
алгебру, яка в лiтературi позначається AC(1, 1).

Комутацiйнi спiввiдношення мiж операторами цих алгебр мають вигляд

[∂0, ∂1] = 0, [∂0, J01] = ∂1, [∂1, J01] = ∂0; (9)

[∂0, D] = ∂0, [∂1, D] = ∂1, [J01, D] = 0; (10)
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[∂0, K0] = 2D, [∂1, K0] = 2J01, [D,K0] = K0; (11)

[∂0, K1] = 2J01, [∂1, K1] = 2D, [D,K1] = K1; (12)

[J01, K0] = K1, [J01, K1] = K0, [K0, K1] = 0. (13)

Опишемо всi можливi зображення алгебр Пуанкаре та конформної алгебри,
вiдноcно яких можуть бути iнварiантнi квазiлiнiйнi диференцiальнi рiвняння з
частиними похiдними другого порядку (1). Iншими словами опишемо алгебри
диференцiальних операторiв першого порядку

AP (1, 1) =< Q1, Q2, Q3 >,

AP1(1, 1) =< Q1, Q2, Q3, Q4 >,

AC(1, 1) =< Q1, Q2, Q3, Q4, Q5, Q6 >,

базовi генератори яких задовольняють комутацiйним спiввiдношенням (9)–(13).
Зазначимо, що у роботi [7] розглянута задача iнварiантностi загального рiв-

няння другого порядку вiдносно алгебри Пуанкаре та деяких її розширень. У
роботi [9] дана задача розглянута повнiстю для одновимiрного рiвняння (1), але
для вужчого класу алгебр, а саме у випадку, коли алгебра Пуанкаре AP (1, 1)
має базовi генератори вигляду (6).

2. Зображення алгебр Пуанкаре та конформної алгебри. Встановимо
загальний вигляд операторiв Q1, Q2, Q3, якi утворюють алгебру Пуанкаре(9),
тобто задовольняють наступним комутацiйним спiввiдношенням

[Q1, Q2] = 0, [Q1, Q3] = Q2, [Q2, Q3] = Q1. (14)

Оскiльки у випадку x = (x0, x1) рiвняння (1) при довiльних функцiях F µν ,
G iнварiантне вiдносно операторiв зсувiв по незалежних змiнних, то в якостi
Q1, Q2 виберемо оператори ∂0, ∂1. Нехай зображення оператора Q3 має cамий
загальний вигляд

Q3 = ξ0(x0, x1, u)∂0 + ξ1(x0, x1, u)∂1 + η(x0, x1, u)∂u, (15)

де функцiї ξ0, ξ1, η пiдлягають уточненню. Вимагаючи виконання умов кому-
тування (14), одержимо:

[Q1, Q2] = [∂0, ∂1] = 0,
[Q1, Q3] = [∂0, Q3] = ξ00∂0 + ξ10∂1 + η0∂u = ∂1,
[Q2, Q3] = [∂1, Q3] = ξ01∂0 + ξ11∂1 + η1∂u = ∂0,

звiдки

ξµν =

{
0, µ = ν,
1, µ ̸= ν,

ηµ = 0, µ, ν = 0, 1. (16)

Проiнтегрувавши рiвняння (16) та пiдставивши одержаний розв’язок в (15),
одержимо

Q3 = J01 = (x1 + a(u))∂0 + (x0 + b(u))∂1 + c(u)∂u,

де a(u), b(u), c(u) — довiльнi гладкi функцiї.
Таким чином самий загальний вигляд базисних генераторiв алгебри Пуан-

каре AP (1, 1) для рiвняння (1) наступний

∂0, ∂1, J01 = (x1 + a(u))∂0 + (x0 + b(u))∂1 + c(u)∂u. (17)
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Доповнимо алгебру (17) оператором

Q4 = A(x0, x1, u)∂0 +B(x0, x1, u)∂1 +H(x0, x1, u)∂u, (18)

i всановимо вигляд функцiй A(x0, x1, u), B(x0, x1, u), H(x0, x1, u) при яких опе-
ратори (17)—(18) утворюють розширену алгебру Пуанкаре AP1(1, 1). Для цього
необхiдно виконання умов комутування (10), врахувавши якi, одержимо:

[∂0, Q4] = A0∂0 +B0∂1 +H0∂u = ∂0,

[∂1, Q4] = α1∂0 +B1∂1 +H1∂u = ∂1,

звiдки A0 = 1, B0 = 0, H0 = 0, A1 = 0, B1 = 1, H1 = 0. З одержаних рiвностей
знаходимо

A = x0 + α(u), B = x1 + β(u), H = H(u),

де α(u), β(u), H(u) — довiльнi гладкi функцiї.

Q4 = D = (x0 + α(u))∂0 + (x1 + β(u))∂1 +H(u)∂u.

З умови [J01, D] = 0 одержуємо зв’язок мiж функцiями α(u), β(u), H(u) та
a(u), b(u), c(u):

c(u)α̇(u)−H(u)ȧ(u) + a(u)− β(u) = 0,

c(u)β̇(u)−H(u)ḃ(u) + b(u)− α(u) = 0,

c(u)Ḣ(u)−H(u)ċ(u) = 0,

або
H(u) = λc(u) (λ− const),
c(u)α̇(u)− λc(u)ȧ(u) + a(u)− β(u) = 0,

c(u)β̇(u)− λc(u)ḃ(u) + b(u)− α(u) = 0.
(19)

Отже, загальний вигляд базисних елементiв розширеної алгебри Пуанкаре
AP1(1, 1) наступний

∂0, ∂1, J01 = (x1 + a(u))∂0 + (x0 + b(u))∂1 + c(u)∂u,
D = (x0 + α(u))∂0 + (x1 + β(u))∂1 + λc(u)∂u,

(20)

де функцiї a(u), b(u), c(u), α(u), β(u) задовольняють умови (19), λ — довiльна
стала.

Доповнимо алгебру (20) операторами конформних перетворень

Kµ = αµν(x, u)∂ν + βµ(x, u)∂u, µ, ν = 0, 1 (21)

i встановимо вигляд функцiй αµν(x, u), βµ(x, u) при яких оператори (20)-(21)
утворюють конформну алгебру AC(1, 1). З умов (11) маємо

α00
0 = 2(x0 + α), α01

0 = 2(x1 + β), β0
0 = 2λc,

α00
1 = 2(x1 + a), α01

1 = 2(x0 + b), β0
1 = 2c,

(22)

(x0 + α)α00
0 + (x1 + β)α00

1 + λcα00
u − 2α00 − β0αu = 0,

(x0 + α)α01
0 + (x1 + β)α01

1 + λcα01
u − 2α01 − β0βu = 0,

(x0 + α)β0
0 + (x1 + β)β0

1 + λcβ0
u − λċβ0 − β0 = 0.

(23)
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Загальним розв’язком системи (22) є функцiї

α00 = x20 + x21 + 2(x0α + x1a) + h00,
α01 = 2x0x1 + 2(x0β + x1b) + h01,
β0 = 2λcx0 + 2cx1 + h0.

(24)

Пiдставивши функцiї (24) у систему рiвнянь (23), одержуємо наступну систему
рiвнянь для визначення функцiй a(u), b(u), c(u), α(u), β(u), h0(u), h00(u), h01(u),
h10(u), h11(u):

λcḣ00 − 2h00 = h0α̇− 2α2 − 2aβ,

λcḣ01 − 2h01 = h0β̇ − 2bβ − 2αβ,

λcḣ0 − (λċ+ 1)h0 + 2c(λα + β) = 0.

(25)

Iз перших двох умов (12) отримаємо

α10
0 = 2(x1 + a), α11

0 = 2(x0 + b), β1
0 = 2c,

α10
1 = 2(x0 + α), α11

1 = 2(x1 + β), β1
1 = 2λc.

(26)

Загальним розв’язком системи (26) є функцiї

α10 = 2x0x1 + 2x0a+ 2x1α+ h10,
α11 = x20 + x21 + 2x0b+ 2x1β + h11,
β1 = 2x0c+ 2λx1c+ h1.

З умови [D,K1] = K1, одержимо

λcḣ10 − 2h10 = h1α̇− 2(aα+ αβ),

λcḣ11 − 2h11 = h1β̇ − 2(β2 + αb),

λcḣ1 − (λċ+ 1)h1 + 2c(α + λβ) = 0.

(27)

З перших двох умов (13) маємо

cḣ0 − ċh0 = h1 − 2c(λa+ b),

cḣ00 − h0ȧ+ 2a(α+ b) = h10 + h01,

cḣ01 − h0ḃ+ 2(aβ + b2) = h00 + h11;

(28)

cḣ1 − ċh1 = h0 − 2c(a+ λb),

cḣ11 − h1ḃ+ 2b(a+ β) = h10 + h01,

cḣ10 − h1ȧ+ 2(bα + a2) = h00 + h11;

(29)

вимагаючи виконання комутацiйного спiввiдношення [K0, K1] = 0, знаходимо
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наступну систему рiвнянь

λ(cḣ1 − ċh1) + ċh0 − cḣ0 + 2λc(β − a) + 2c(α− b) = 0,

λ(cḣ0 − ċh0) + ċh1 − cḣ1 + 2λc(b− α) + 2c(a− β) = 0,

h0ḣ1 − ḣ0h1 + 2c(h00 − h11) + 2λc(h01 − h10) = 0,

h0ḣ10 − h1ḣ00 + 2a(h00 − h11) + 2α(h01 − h10) = 0,

h0ḣ11 − h1ḣ01 + 2b(h00 − h11) + 2β(h01 − h10) = 0,

c(λḣ10 − ḣ00) + ȧh0 − α̇h1 + h01 − h10 + 2(αβ − ab) = 0,

c(ḣ10 − λḣ00) + α̇h0 − ȧh1 + h00 − h11 + 2(a2 − α2 + αb− aβ) = 0,

c(λḣ11 − ḣ01) + ḃh0 − β̇h1 + h00 − h11 + 2(αb+ β2 − aβ − b2) = 0,

c(ḣ11 − λḣ01) + β̇h0 − ḃh1 + h01 − h10 + 2(ab− αβ) = 0.

(30)

Таким чином ми отримали зображення базисних генераторiв конформної
алгебри AC(1, 1)

∂0, ∂1, J01 = (x1 + a))∂0 + (x0 + b)∂1 + c)∂u,
D = (x0 + α)∂0 + (x1 + β)∂1 + λc)∂u,
K0 = 2x0D − x2∂0 + 2x1(a∂0 + b∂1 + c∂u) + h00∂0 + h01∂1 + h0∂u,
K1 = 2x1D + x2∂1 + 2x0(a∂0 + b∂1 + c∂u) + h10∂0 + h11∂1 + h1∂u,

(31)

де функцiї a(u), b(u), c(u), α(u), β(u), hµν(u), hµ(u), µ, ν = 0, 1 задовольняють
умови (19), (25), (27)–(30).

Для того, щоб спростити вигляд базових генераторiв алгебр (17), (20), (31),
знайдемо деякi перетворення еквiвалентностi рiвняння (1).

Справедливi наступнi твердження.

Лема 1. Перетворення

x′µ = xµ + aµ(u), u′ = Φ(u), (32)

при довiльних гладких функцiях Φ = Φ(u), aµ = aµ(u) є перетворенням еквiва-
лентностi рiвняння(1).

Лема доводиться за допомогою безпосередньої пiдстановки формул (32) у
рiвняння (1).

Теорема 1. Якщо рiвнянння (1) iнварiантне вiдносно алгебри Пуанкаре
AP (1, 1), то її базиснi елементи з точнiстю до перетворень еквiвалентностi
(32) мають вигляд

∂0, ∂1, J01 = x1∂0 + x0∂1 + æu∂u, (33)

де æ = 0; 1.

Зауваження 1. Зазначимо, що у роботах [8,9] розглянута задача класифi-
кацiї зображень алгебр Пуанкаре та конформної алгебри при æ = 0 та описано
всi квазiлiнiйнi рiвняня з частинними похiдними другого порядку вигляду (1)
iнварiантнi вiдносно цих алгебр, тому надалi будемо розгядати лише æ = 1.
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Теорема 2. Якщо рiвнянння (1) iнварiантне вiдносно розширеної алгебри
Пуанкаре AP1(1, 1), то її базиснi елементи з точнiстю до перетворень еквi-
валентностi (32) у випадку æ = 1 мають вигляд

∂0, ∂1, J01 = x1∂0 + x0∂1 + u∂u, D = x0∂0 + x1∂1 + ku∂u, (34)

де k2 ̸= 1;

∂0, ∂1, J01 = x1∂0 + x0∂1 + u∂u, D = (x0 + k1u)∂0 + (x1 + k1u)∂1 + u∂u; (35)

∂0, ∂1, J01 = x1∂0 + x0∂1 + u∂u, D = (x0 +
k2
u
)∂0 + (x1 − k2

u
)∂1 − u∂u. (36)

де k, ki — довiльнi сталi, i = 1, 2.

Теорема 3. Якщо рiвнянння (1) iнварiантне вiдносно конформної алгеб-
ри AC(1, 1), то її базиснi елементи з точнiстю до перетворень еквiвалентно-
стi (32) у випадку æ = 1 мають вигляд

∂0, ∂1, J01 = x1∂0 + x0∂1 + u∂u, D = x0∂0 + x1∂1 + ku∂u,
K0 = 2x0D − x2∂0 + 2x1u∂u, K1 = 2x1D + x2∂1 + 2x0u∂u,

(37)

де k2 ̸= 1;

∂0, ∂1, J01 = x1∂0 + x0∂1 + u∂u, D = x0∂0 + x1∂1 + u∂u,
K0 = 2x0D − x2∂0 + 2x1u∂u + pu2(∂0 + ∂1) +m∂u,
K1 = 2x1D + x2∂1 + 2x0u∂u + pu2(∂0 + ∂1) +m∂u;

(38)

∂0, ∂1, J01 = x1∂0 + x0∂1 + u∂u, D = x0∂0 + x1∂1 − u∂u,
K0 = 2x0D − x2∂0 + 2x1u∂u + pu−2(∂0 − ∂1) +m∂u,
K1 = 2x1D + x2∂1 + 2x0u∂u − pu−2(∂0 − ∂1)−m∂u.

(39)

Доведення теорем 1, 2, 3 можна провести, застосувавши перетворення еквi-
валентностi (32) до алгебр (17), (20) та (31).

Таким чином у випадку æ = 1 з точнiстю до перетворень еквiвалентностi
(32) ми описали всi можливi реалiзацiї алгебр Пуанкаре та конформної алгебри,
вiдносно яких iнварiантнi двохвимiрнi квазiлiнiйнi рiвняння з частинними по-
хiдними другого порядку вигляду (1). Теореми 1-3 є лише необхiдною умовою
iнварiантностi рiвняння (1) вiдносно алгебр Пуанкаре та конформної алгебри,
оскiльки в них одержано лише зображення даних алгебр, але не вказано вигляд
функцiй F µν , G.

3. Iнварiантнiсть вiдносно алгебри Пуанкаре, розширеної алгебри
Пуанкаре та конформної алгебри. Дослiдимо при яких функцiях F µν , G
одновимiрне рiвняння (1) є iнварiантним вiдносно алгебри Пуанкаре, розшире-
ної алгебри Пуанкаре та конформної алгебри. Результатом цих дослiджень є
наступнi твердження.

Теорема 4. Рiвнянння (1) iнварiантне вiдносно алгебри Пуанкаре (33), при
æ = 1, тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд:

u4φ1(u00 + 2u01 + u11) + φ2(u00 − 2u01 + u11) + u2φ32u+ u3φ4 = 0, (40)

де φi = φi(ω1, ω2) — довiльнi гладкi функцiї, i = 1, 4, ω1 = u0 + u1, ω2 =
u20−u21
u2

.
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Доведення. Для доведення теореми використаємо алгоритм Лi (див., на-
приклад, [1, 10, 11]). Iнфiнiтезимальний оператор алгебри iнварiантностi рiвня-
ння (1) має вигляд

X = ξ0(x0, x1, u)∂0 + ξ1(x0, x1, u)∂1 + η(x0, x1, u)∂u. (41)

З умови iнварiантностi
X̃S = ΛS, (42)

де X̃ — продовження оператора X, S — лiва частина рiвняння (1), Λ — деяка
функцiя, одержуємо систему визначальних рiвнянь для визначення координат
оператора (41) та функцiй F µν , G, Λ:

LF 00 + (ηu − 2(ξ00 + u0ξ
0
u)− utξ

t
u − Λ)F 00 = 2(ξ01 + u1ξ

0
u)F

01,
LF 11 + (ηu − 2(ξ11 + u0ξ

1
u)− utξ

t
u − Λ)F 11 = 2(ξ10 + u0ξ

1
u)F

01,
LF 01 + (ηu − ξ00 − ξ11 − 2utξ

t
u − Λ)F 01 = (ξ10 + u0ξ

1
u)F

00 + (ξ01 + u1ξ
0
u)F

11,
(ηµν + uνηµu − ut(ξ

t
µν + uνξ

t
µu) + uµ(ηνu + uνηuu − ut(ξ

t
νu + uνξ

t
uu)))F

µν+
+(uαηu − utξ

t
α − uαutξ

t
u + ηα)Guα + ηGu = ΛG,

(43)

де L = (uαηu − utξ
t
α − uαutξ

t
u + ηα)∂uα + η∂u.

Координати ξµ, η iнфiнiтезимального оператора алгебри Пуанкаре AP (1, 1)
мають вигляд

ξ0 = x1, ξ1 = x0, η = u. (44)

а) Розглянемо випадок F 01 = 0. Не втрачаючи загальностi, будемо вважати
F 00 = 1. У цьому випадку рiвняння (1) має вигляд

u00 + F 11u11 +G = 0. (45)

Згiдно критерiю Лi, дiючи другим продовженням iнфiнiтезимального оператора
на рiвняння (45), пiсля розщеплення по похiдних отримаємо:

(u0 − u1)Gu0 − (u0 − u1)Gu1 + uGu = G,
F 11 = −1,
Λ = 1.

(46)

Звiдки G = uφ4(ω1, ω2). Таким чином одержимо рiвняння (40) при φ1 = φ2 = 0,
φ3 = 1.

б) Розглянемо випадок F 01 ̸= 0. Тодi, не втрачаючи загальностi, можна вва-
жати F 01 = 1. Пiдставивши координати iнфiнiтезимального оператора (44) в
систему визначальних рiвнянь (43), одержимо наступну систему рiвнянь для
визначення функцiй F 00, F 11, G:

LF 00 = 2− F 00(F 00 + F 11),
LF 11 = 2− F 11(F 00 + F 11),
LG = (1− F 00 − F 11)G,
Λ = 1− F 00 − F 11,

(47)

де L = (u0 − u1)∂u0 − (u0 − u1)∂u1 + ∂u. Загальним розв’язком рiвнянь (47) є
функцiї

F 00 = u4φ1+u2φ3+1
u4φ1−1

, F 11 = u4φ1−u2φ3+1
u4φ1−1

, G = u3φ4

u4φ1−1
, (48)

де φi = φi(ω1, ω2) — довiльнi гладкi функцiї, i = 1, 4, ω1 = u0 + u1, ω2 =
u20−u21
u2

.
Таким чином одержимо рiвняння (40) при φ2 = 1. Теорему доведено.
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Теорема 5. Рiвнянння (1) iнварiантне вiдносно розширеної алгебри Пуан-
каре (34), тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд:

u4ω2kψ1(u00+2u01+u11)+ψ
2(u00−2u01+u11)+u

2ωk2ψ
32u+ u3ωk+1

2 φ4 = 0, (49)

де ψi = ψi(ω) — довiльнi гладкi функцiї, i = 1, 4, k — довiльна стала.

Доведення. Визначимо, коли рiвняння (1) буде iнварiантне вiдносно роз-
ширеної алгебри Пуанкаре AP1(1, 1). З теореми 2 випливає, що, якщо рiвня-
ння (1) iнварiантне вiдносно розширеної алгебри Пуанкаре, то її базиснi еле-
менти з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (32) мають вигляд (34)–(36).
Оскiльки розширена алгебра Пуанкаре AP1(1, 1) мiстить у собi алгебру Пуан-
каре AP (1, 1), то використаємо результат теореми 4. Рiвняння (1) iнварiантне
вiдносно алгебри Пуанкаре, якщо воно має вигляд (40).

Визначимо вигляд функцiї φi, при якому рiвняння (40) буде iнварiантним
вiдносно алгебри (34). Пiдставивши координати iнфiнiтезимального оператора

ξ0 = x0, ξ1 = x1, η = ku

у систему визначальних рiвнянь, пiсля спрощень отримаємо

((k − 1)ω1∂ω1 − 2ω2∂ω2)φ
1 = −4kφ1,

((k − 1)ω1∂ω1 − 2ω2∂ω2)φ
2 = 0,

((k − 1)ω1∂ω1 − 2ω2∂ω2)φ
3 = −2kφ3,

((k − 1)ω1∂ω1 − 2ω2∂ω2)φ
4 = −2(k + 1)φ4.

(50)

Загальним розв’язком рiвнянь (50) є функцiї

φ1 = ω2k
2 ψ

1, φ2 = ψ2, φ3 = ωk2ψ
3, φ4 = ωk+1

2 ψ4,

ψi = ψi(ω) — довiльнi гладкi функцiї, ω = ω2
1ω

k−1
2 . Таким чином одержали

рiвняння (49).
Якщо базиснi елементи розширеної алгебри Пуанкаре мають вигляд (35) та

(36), то пiсля пiдстановки координат iнфiнiтезимальних операторiв, що вiдпо-
вiдають даним алгебрам, у систему визначальних рiвнянь (43), одержуємо вiд-
повiдно k1 = 0 та k2 = 0. Таким чином вигляд базисних операторiв алгебр (35),
(36) спiвпадає з виглядом базисних операторiв розширеної алгебри Пуанкаре
(34) при k = 1 та k = −1. Теорему доведено.

Теорема 6. Рiвнянння (1) iнварiантне вiдносно конформної алгебри

∂0, ∂1, J01 = x1∂0 + x0∂1 + u∂u, D = x0∂0 + x1∂1,
K0 = 2x0D − x2∂0 + 2x1u∂u, K1 = 2x1D + x2∂1 + 2x0u∂u

тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд:

2u− u20 − u21
u

= 0, (51)

u00 + 2u01 + u11 = 0;
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рiвнянння (1) iнварiантне вiдносно конформної алгебри

∂0, ∂1, J01 = x1∂0 + x0∂1 + u∂u, D = x0∂0 + x1∂1 + u∂u,
K0 = 2x0D − x2∂0 + 2x1u∂u, K1 = 2x1D + x2∂1 + 2x0u∂u

тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд:

2u− u20 − u21
u

(1− λ

u0 + u1
) = 0, (52)

u00 − 2u01 + u11 = 0, (53)

де λ — довiльна стала;
рiвнянння (1) iнварiантне вiдносно конформної алгебри

∂0, ∂1, J01 = x1∂0 + x0∂1 + u∂u, D = x0∂0 + x1∂1 + u∂u,
K0 = 2x0D − x2∂0 + 2x1u∂u + 2u2∂u, K1 = 2x1D + x2∂1 + 2x0u∂u + 2u2∂u

тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд:

2u− 2
u0 − u1

u
(u0 + u1 + 1 + λ

√
u0 + u1 + 1) = 0; (54)

рiвнянння (1) iнварiантне вiдносно конформної алгебри

∂0, ∂1, J01 = x1∂0 + x0∂1 + u∂u, D = x0∂0 + x1∂1 − u∂u,
K0 = 2x0D − x2∂0 + 2x1u∂u, K1 = 2x1D + x2∂1 + 2x0u∂u

тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд:

2u+
u20 − u21

u
(

λu2

u0 − u1
− 1) = 0; (55)

u00 − 2u01 + u11 = λu3 +
3

2

(u0 − u1)
2

u
; (56)

рiвнянння (1) iнварiантне вiдносно конформної алгебри

∂0, ∂1, J01 = x1∂0 + x0∂1 + u∂u, D = x0∂0 + x1∂1 − u∂u,
K0 = 2x0D − x2∂0 + 2x1u∂u + 2∂u, K1 = 2x1D + x2∂1 + 2x0u∂u − 2∂u

тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд:

2u+ 2(u0 + u1)(u+ λ
√
u0 − u1 + u2) = 0, (57)

u00 − 2u01 + u11 = λ(u0 − u1 + u2)
3
2 − 6(u0 − u1 + u2) + 2u3. (58)

Доведення. Якщо рiвняння (1) iнварiантне вiдносно конформної алгебри,
то як показано в теоремi 3, базиснi елементи даної алгебри з точнiстю до пере-
творень еквiвалентностi (32) мають вигляд (37)–(39). Для кожного з отриманих
у теоремi 3 зображень конформної алгебри знайдемо функцiї F µν , G при яких
рiвняння (1) буде iнварiантним вiдносно даної алгебри.

Оскiльки конформна алгебра AC(1, 1) мiстить у собi розширену алгебру Пу-
анкаре AP1(1, 1), то, як випливає iз теореми 5, рiвняння (1) має вигляд (49).
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Знайдемо вигляд функцiй ψi, при якому рiвняння (49) буде iнварiантним
вiдносно алгебри AC(1, 1).

Доведення теореми проведемо лише для випадку F 01 = 0, тобто для ψ1 =
ψ2 = 0. Рiвняння (49) у цьому випадку еквiвалентне рiвнянню

2u+ uω2ψ
4(ω) = 0. (59)

а) Розглянемо зображення конформної алгебри (59). Застосувавши критерiй
iнварiантностi до рiвняння (37), отримаємо

ψ4 = −1.

Таким чином рiвняння (49) iнварiантне вiдносно конформної алгебри, базиснi
елементи якої задаються операторами (37), тодi i тiльки тодi, коли воно має
вигляд (51).

б) У випадку зображення конформної алгебри (38) координати iнфiнiтези-
мального оператора мають вигляд

ξ0 = 2bxx0 − b0x
2 + (b0 − b1)pu

2,
ξ1 = 2bxx1 − b1x

2 + (b0 − b1)pu
2,

η = 2(bx+ b0x1 − b1x0)u+ (b0 − b1)mu
2.

Пiдставивши функцiї ξ0, ξ1, η, F µν , G у систему визначальних рiвнянь (43),
одержимо

Λ = 2(−bx+ b0x1 − b1x0) + 2(b0 − b1)(m− 3pu0 − pu1)u,
Λ = 2(−bx+ b0x1 − b1x0) + 2(b0 − b1)(m− pu0 − 3pu1)u,

(60)

2(mω2 + 2ω)ψ̇4 + (mω + 4)ψ4 + 2(mω + 2) = 0. (61)

Iз (60) випливає, що
p = 0.

Iз рiвняння (61) одержимо: якщо m = 0, то ψ4 = λ
ω
− 1; у випадку m ̸= 0 маємо

ψ4 = λ
√
mω+2
ω

− 2(mω+2)
mω

, де λ — довiльна стала. Таким чином одержали рiвняння
(52) та (54) теореми.

в) Розглянемо зображення конформної алгебри (39). Пiдставивши коорди-
нати iнфiнiтезимального оператора

ξ0 = 2bxx0 − b0x
2 + (b0 + b1)

p
u2
,

ξ1 = 2bxx1 − b1x
2 − (b0 + b1)

p
u2
,

η = 2(−bx+ b0x1 − b1x0)u+m(b0 + b1)

у систему визначальних рiвнянь (43), знаходимо, що

p = 0,

2(2ω +m)ψ̇4 − 4ω +m

ω
ψ4 = 4.

Звiдки при m=0 одержимо ψ4= λu2

u0−u1 −1; при m ̸=0 ψ4(ω)= 4ω
m
+λ
√
ω(2ω+m),

де λ — довiльна стала. Отже, маємо рiвняння (55), (57) теореми.
Аналогiчно проводиться доведення теореми при F 01 ̸= 0.
Теорему 6 доведено.
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Висновки. Таким чином серед класу квазiлiнiйних диференцiальних рiв-
нянь з частинними похiдними другого порядку вiдiбрано тi, що є iнварiантни-
ми вiдносно алгебр Пуанкаре та конформної алгебри. Оскiльки рiвняння (57),
(58) задовольняють принципу вiдносностi Пуанкаре-Енштейна, то вони прете-
ндують на опис реальних фiзичних процесiв.
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