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The article reviews the competitive placement problems with complete distribution of the market
and incomplete distribution of the market in the case of two firms. The mathematical models of
these problems are constructed. There is the generalization to the case of k firms.

У статтi розглядаються конкурентнi задачi розмiщення з повним та неповним розподiлом
ринку у випадку наявностi на ньому двох фiрм. Побудованi їх математичнi моделi. Робиться
узагальнення для k фiрм.

Виникнення дискретних задач розмiщення i першi спроби їх вирiшення при-
писують французьким та iталiйським математикам XVII столiття. По-справж-
ньому бурхливий розвиток моделi розмiщення отримали з народженням обчи-
слювальної технiки. Лiнiйнi моделi, моделi частково-цiлочислового програмува-
ння, статистичнi та динамiчнi моделi розмiщення, а також моделi з нелiнiйними
цiльовими функцiями виникали при реалiзацiї програм розмiщення нафтових i
газових станцiй, пiдприємств, станцiй метро, полiцейських та пожежних дiль-
ниць та iн. [5]. Проте цi задачi часто фiгурують у зовсiм iнших галузях, зокрема,
при вирiшеннi завдань унiфiкацiї та стандартизацiї, коли вибирається склад си-
стеми технiчних засобiв, призначених для виконання заданого списку робiт [4].

Розглянемо найпростiшу задачу розмiщення. Дослiдимо ринок однiєї
послуги. На ньому присутня множина клiєнтiв J = {1, . . . , n}, що мають пев-
нi потреби в обслуговуваннi. Також вiдома множина пунктiв I = {1, . . . ,m},
де можуть бути вiдкритi пiдприємства для обслуговування клiєнтiв. Вважає-
ться, що пiдприємство задовольняє всi потреби клiєнта, що обслуговується на
ньому, тобто, клiєнт повнiстю обслуговується на одному пiдприємствi. Однак,
на одному пiдприємствi може обслуговуватись декiлька клiєнтiв. Також вiдомi
виробничо-транспортнi витрати cij, що потрiбнi для обслуговування j-го клi-
єнта на пiдприємствi, якщо воно буде вiдкрите в i-ому пунктi. Всi множини
вважаються скiнченними. Для кожного пункту i ∈ I вiдома вартiсть fi > 0
вiдкриття пiдприємства в цьому пунктi.

Нехай iснує одна особа, яка приймає рiшення (ОПР), наприклад, керiвник
фiрми. Його задача полягає у виборi такої пiдмножини S ⊂ I пунктiв розмi-
щення виробництва, яка дозволяє обслуговувати всiх клiєнтiв з мiнiмальними
сумарними затратами, тобто знайти:

min
S⊂I

{∑
i∈S

fi +
∑
j∈J

min
i∈S

cij

}
.

Найпростiша задача розмiщення є NP-складною [2].
У цiй моделi передбачено, що рiшення приймає одна особа, що стоїть на

вищому рiвнi iєрархiї. Це спирчинене тим, що класичнi задачi розмiщення ви-
никли в перiод централiзованого управлiння в економiцi. Однак у ринкових
умовах клiєнт має можливiсть сам вибирати, в якому пунктi будуть його об-
слуговувати, виходячи з власних уподобань. Вiн не зобов’язаний мiнiмiзувати
витрати фiрми. Крiм того, на ринку можуть дiяти декiлька конкуруючих фiрм.
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Спочатку розглянемо конкурентну задачу розмiщення з повним роз-
подiлом ринку. Нехай на ринок виходить перша фiрма (Лiдер) i вiдкриває
свою множину пiдприємств S0 ⊂ I. Потiм, знаючи це рiшення, конкуруюча
фiрма (Конкурент) вiдкриває власнi пiдприємства S1 ⊂ I. Вважається, що
S0
∩
S1 = Ø. Кожен клiєнт вибирає з множини вiдкритих пiдприємств одне.

Лiдер вiдкриває p пiдприємств, а Конкурент – r пiдприємств. Залежно вiд роз-
мiщення цих пiдприємств, ринок (множина клiєнтiв) буде якось розподiлено
мiж цими фiрмами. Деяких клiєнтiв буде обслуговувати Лiдер, решту – Кон-
курент. Обслуговування j-ого клiєнта приносить прибуток uj. Кожна фiрма
прагне максимiзувати прибуток i, вiдповiдно, свою частку ринку [1,5].

Враховуючи значну обчислювальну складнiсть розв’язання даного класу за-
дач, часто розглядається випадок, коли Конкурент вiдкриває єдине пiдприєм-
ство, тобто r = 1 [3].

Для визначення уподобань клiєнтiв введемо до розгляду матрицю переваг
G. Якщо glj < gkj, то j-овий клiєнт вiддає перевагу пункту l перед пунктом k.
При цьому клiєнту байдуже, кому належить пiдприємство, вiдкрите в даному
пунктi. Будемо вважати, що всi glj, l ∈ I рiзнi при кожному фiксованому j, тоб-
то, переваги кожного клiєнта є строго проранжованими. Частковим випадком,
що дозволяє краще зрозумiти змiст матрицi переваг, є матриця вiдстаней: ве-
личина gil є вiдстанню мiж клiєнтом i вiдповiдним пунктом обслуговування, а
клiєнта завжди обслувує найближче iз дiючих пiдприємств. Варто зазначити,
що нам неважливi числовi значення gij, а важливе тiльки їх спiввiдношення,
тому можна вважати, що стовпцi матрицi є перестановками чисел 1,m.

Введемо змiннi:

xi =

{
1, якщо Лiдер вiдкриває пiдприємство в пунктi i;
0, якщо Лiдер не вiдкриває пiдприємство в пунктi i.

yi =

{
1, якщо Конкурент вiдкриває пiдприємство в пунктi i;
0, якщо Конкурент не вiдкриває пiдприємство в пунктi i.

ui =

{
1, якщо клiєнта обслуговує Лiдер;
0, якщо клiєнта обслуговує Конкурент.

Тепер ми можемо записати конкурентну задачу розмiщення з повним розподi-
лом ринку таким чином:

z0 =
∑
j∈J

wjuj → max; (1)

z1 =
∑
j∈J

wj(1− uj) → max; (2)

при умовах
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∑
i∈I

xi = p;
∑
i∈I

yi = r; (3)

xi + yi 6 1, i ∈ I; (4)
xi ∈ {0, 1}, yi ∈ {0, 1}, i ∈ I; (5)

uj =

1, min
k

{gkj|xk = 1} 6 min
k

{gkj|yk = 1}

0, min
k

{gkj|xk = 1} > min
k

{gkj|yk = 1}
, j ∈ J. (6)

Множина захоплення Ij(x) = {i ∈ I|gij < min
l∈I

{glj|xl = 1}}, j ∈ J – це множи-
на пунктiв, що є кращими з точки зору j-го клiєнта, нiж пункти, в яких вже
є вiдкритi пiдприємства. В разi вiдкриття пiдприємства в одному з них клiєнт
змiнить фiрму i його буде обслуговувати не Лiдер, а Конкурент. Конкуренту є
сенс вiдкривати пiдприємства тiльки в пунктах, що належать однiй iз множин
захоплення, тобто yl = 0, якщо l ̸∈

∪
j

Ij(x).

Теорема 1. Для конкурентної задачi розмiщення з повним розподiлом рин-
ку (1)-(6) умова (6) еквiвалентна таким умовам:

1− uj 6
∑
i∈Ij(x)

yi; j ∈ J ; (7)

uj ∈ {0, 1}, j ∈ J ;

Доведення. Нехай u∗ – розв’язок задачi (1)-(6).
Булевiсть змiнних u∗j випливає безпосередньо з умови (6).
Доведемо, що u∗j задовольняє умову (7).
Якщо u∗j = 1, тодi умова (7) еквiвалентна 0 6

∑
i∈Ij(x)

yi. Її виконання випливає

iз булевостi змiнних yj.
Якщо u∗j = 0, то min

k
{gkj|xk = 1} > min

k
{gkj|yk = 1}, звiдки випливає, що ∃l

таке, що glj < min
k

{gkj|xk = 1}, тобто, l ∈ Ij(x) ̸= Ø та yl = 1, отже,
∑

i∈Ij(x)
yi > yl,

а yl = 1 = 1− u∗j i тому умова (7) виконується.
Нехай u∗ – розв’язок задачi (1-5,7).
Доведемо виконання умови (6).
Якщо min

k
{gkj|xk = 1} 6 min

k
{gkj|yk = 1}, тодi ∀l таких, що yl = 1 викону-

ється нерiвнiсть glj > min
k

{gkj|yk = 1} > min
k

{gkj|xk = 1}, а отже yl ̸∈ Ij(x).
Очевидно, що yl = 0,∀l ∈ Ij(x), тому

∑
i∈Ij(x)

yi = 0. З умови (7) отримуємо, що

1 − u∗j 6 0, а, враховуючи булевiсть u∗j , це можливо тодi i тiльки тодi, коли
u∗j = 1, тобто клiєнта обслуговує Лiдер.

Якщо min
k

{gkj|xk = 1} > min
k

{gkj|yk = 1}, тодi ∃l таке, що yl = 1 та glj <

min
k

{gkj|xk = 1}, звiдки випливає, що
∑

i∈Ij(x)
yi > 1. Тому умова (7) виконується

для будь-яких u∗j . Враховуючи оптимальнiсть u∗j i невiд’ємнiсть wj, з (2) отри-
маємо, що u∗j = 0, а отже, клiєнта обслуговує Конкурент.

Еквiвалентнiсть доведено.
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Враховуючи, що кожного клiєнта обслуговує одна iз фiрм, неважко помiти-
ти, що сумарний дохiд Лiдера i Конкурента є сталою величиною. Вiн рiвний
сумi доходiв, отриманих вiд обслуговування всiх клiєнтiв, тобто z0+z1 =

∑
j∈J

wj.

Можна виразити одну з цiльових функцiй через iншу та отримати однокрите-
рiальну задачу.

Iнодi нема таких жорстких обмежень на кiлькiсть вiдкриттiв пiдприємств.
Натомiсть, керiвник фiрми Лiдера володiє певною кiлькiстю коштiв, якi назвемо
бюджетом i позначимо B0. Також вiдома вартiсть вiдкриття пiдприємства в
кожному з пунктiв fi. В такому випадку, замiсть умови (3) треба використати
таке обмеження:

∑
i∈I
fixi 6 B0. Аналогiчне обмеження, замiсть умови (3), можна

записати i для Конкурента, якщо вiн володiє бюджетом B1:
∑
i∈I
fiyi 6 B1.

У розглянутiй задачi передбачається, що не можна вiдкривати пiдприємства
в тих мiсцях, де вже є пiдприємства Лiдера, тобто S0

∩
S1 = Ø . Вiд цiєї умови

можна вiдмовитися. Залежно вiд поведiнки клiєнтiв отримаємо рiзнi випадки.
У випадку консервативних клiєнтiв, тобто клiєнтiв, що змiнюють пiдприємство
тiльки тодi, коли нове пропонує кращi умови, видалення обмеження (4) iз за-
дачi не змiнює оптимального рiшення Конкурента. Йому невигiдно вiдкривати
пiдприємства в тому мiсцi, де вже є пiдприємство Лiдера. Це не призводить до
обслуговування нових клiєнтiв. Однак ситуацiя може змiнитися, якщо покласти
Ij(x) = {i ∈ I|gij 6 min

l∈I
{glj|xl = 1}}, j ∈ J . У цьому випадку Лiдер втрачатиме

клiєнта тодi, коли Конкурент вiдкриває пiдприємство з такою ж привабливi-
стю, як i Лiдер. Таким чином, отримуємо модель з допитливими клiєнтами, якi
за iнших рiвних умов тягнуться до нового пiдприємства. Даний випадок тривi-
альний: Конкурент може вiдкрити пiдприємства в тих же пунктах, що i Лiдер,
та захопити весь ринок.

Також можливий випадок, коли при вiдкриттi пiдприємств в одному пунктi
i Лiдером i Конкурентом прибуток вiд обслуговування клiєнта у цьому пунктi
розподiляється в певнiй пропорцiї мiж ними. Нехай Лiдер отримує прибуток,
рiвний αwj, а Конкурент (1− α)wj, де 0 6 α 6 1 – коефiцiєнт розподiлу прибу-
тку. Якщо α = 1, то отримуємо модель з консервативними клiєнтами, якщо ж
α = 0 – з допитливими. Зазвичай вибирається α = 1/2.

Бiльш детально рiзнi варiанти поведiнки клiєнтiв розглядаються в роботi
Дрезнера [1].

Розглянемо конкурентну задачу розмiщення з неповним розподiлом
ринку. Для цього введемо поняття граничної переваги g0j. Якщо gkj > g0j, то
клiєнт j не вибере пiдприємство вiдкрите в пунктi k, за жодних умов. Може
трапитись так, що клiєнт не вибере жодного пiдприємства i взагалi нiде не бу-
де обслуговуватись (наприклад, якщо у Вашому мiстi нема супермаркетiв, але
вони є в iншому мiстi, то Ви не будете купувати товари в жодному з супермар-
кетiв, а пiдете на ринок чи до крамницi).

Позначимо:

uij =

{
1, якщо клiєнта j обслуговує пiдприємство, вiдкрите в пунктi i;
0, якщо клiєнта j не обслуговує пiдприємство, вiдкрите в пунктi i,

i ∈ I, j ∈ J.
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Тепер конкурентну задачу розмiщення з неповним розподiлом ринку ми можемо
записати так:

z0 =
∑
i∈I

∑
j∈J

wjxiuij → max; z1 =
∑
i∈I

∑
j∈J

wjyiuij → max; (8)

при умовах∑
i∈I

fixi 6 B0;
∑
i∈I

fiyi 6 B1; (9)

xi ∈ {0, 1}, yi ∈ {0, 1}, i ∈ I; (10)

uij =

1, gij = min
k

{gkj|xk + yk > 0, gkj 6 g0j}

0, gij ̸= min
k

{gkj|xk + yk > 0, gkj 6 g0j}
, i ∈ I, j ∈ J. (11)

Отримана задача є малодослiдженою. В конкурентнiй задачi розмiщення з
неповним розподiлом ринку сумарний дохiд, отриманий Лiдером i Конкурен-
том, не є сталою величиною. Вiн тiльки обмежений зверху сумою доходiв вiд
усiх клiєнтiв: z0 + z1 6

∑
j∈J

wj.

Розглянемо множини захоплення Sij = {q ∈ I|gqj < min{gij}, gqj 6 g0j}.
Теорема 2. Для конкурентної задачi розмiщення з неповним розподiлом

ринку (8)-(11), якщо для кожно j ∈ J iснує gqj 6 g0j, q ∈ I, то умова (11)
еквiвалентна таким умовам:

∑
i∈I

uij 6 1, j ∈ J ; (12)

uij 6 xi + yi, i ∈ I, j ∈ J ; (13)

uij +
∑
q∈Sij

uqj =
∑
q∈Sij

max{xq, yq}+max{xi, yi}, i ∈ I, j ∈ J ; (14)

uij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J. (15)

Доведення. Нехай u∗ – розв’язок задачi (8)-(11).
З умови (11) випливає, що u∗ij – булевi змiннi, i для кожного j ∈ J iснує не

бiльше однiєї змiнної: u∗ij = 1. Виконання умов (12) та (15) очевидне.
Якщо u∗ij = 0, тодi виконання умови (13) очевидне.
Нехай u∗ij = 1, тодi згiдно з (11): xi + yi > 0. Врахувавши булевiсть змiнних

xi, yi та u∗ij, отримуємо: u∗ij 6 1 6 xi + yi. Виконання умови (13) доведено.
Перенумеруємо gi,j в порядку зростання для кожного фiксованого j, тобто

g1j < g2j < . . . < gmj.
Очевидно, що S1j = Ø, а

∑
q∈S1j

u∗qj =
∑
q∈S1j

max{xq, yq} = 0. Згiдно умови (11),

якщо u1j = 1, то x1 + y1 > 0 i max{x1, y1} = 1. Якщо u1j = 0, то, врахувавши
iснування gqj 6 g0j, отримаємо, що g1j 6 g0j, отже, x1+ y1 = 0 i max{x1, y1} = 0.

Нехай умова (14) виконується для l < m: u∗lj +
∑
q∈Slj

u∗qj =
∑
q∈Slj

max{xq, yq} +

max{xl, yl}. Доведемо її виконання для l + 1:

u∗l+1j +
∑

q∈Sl+1j

u∗qj =
∑

q∈Sl+1j

max{xq, yq}+max{xl+1, yl+1}. (16)
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Якщо u∗l+1j = 1, то xl+1 + yl+1 > 0 i max{xl+1, yl+1} = 1. Якщо u∗l+1j = 0,
то xl+1 + yl+1 = 0 або gl+1j > g0j. Виконання умови (16) очевидне. Отже u∗ –
розв’язок задачi (8-10,12-15). Необхiднiсть доведено.

Нехай u∗ – розв’язок задачi (8-10,12-15).
Якщо gij = min

k
{gkj|xk + yk > 0, gkj 6 g0j}, то очевидно, що xi + yi > 0 та

∀q ∈ I такого, що xq + yq > 0, виконується умова gij < gqj. Отже, Sij = Ø, а∑
q∈Sij

uqj = 0. З умови (14) випливає, що u∗ij = 1.

Нехай gij ̸= min
k

{gkj|xk + yk > 0, gkj 6 g0j}.
Якщо xi + yi = 0, тодi з умови (13) випливає, що u∗ij 6 0, а згiдно умови

булевостi (15), u∗ij = 0.
Нехай xi+ yi ̸= 0. Тодi ∃q ∈ Sij ̸= Ø, а отже,

∑
q∈Sij

u∗qj > 0. Очевидно, що u∗ij +∑
q∈Sij

u∗qj 6
∑
i∈I
u∗ij, а згiдно умови (12), u∗ij +

∑
q∈Sij

u∗qj 6 1, тобто, u∗ij 6 1−
∑
q∈Sij

u∗qj.

Враховуючи умову булевостi (15), це можливо тодi i тiльки тодi, коли u∗ij = 0,
а
∑
q∈Sij

u∗qj = 1. Виконання умови (11) доведено. u∗ – розв’язок задачi (8-11).

Еквiвалентнiсть доведено.

Узагальнимо модель розподiлу ринку на випадок, коли на ринку є бiльше,
нiж двi фiрми.

Нехай:
I = {1, . . . ,m} – множина пунктiв, де можна вiдкрити пiдприємства для

обслуговування клiєнтiв;
J = {1, . . . , n} – множина клiєнтiв, яких можна обслуговувати;
L = {1, . . . , k} – множина фiрм, що вiдкривають пiдприємства;
fi > 0, i ∈ I – вартiсть вiдкриття пiдприємства в i-ому пунктi;
wj > 0, j ∈ J – прибуток, що приносить обслуговування j-ого клiєнта;
Bl > 0, l ∈ L – стартовий капiтал l-ої фiрми;
αli > 0, l ∈ L,

∑
l∈L

αli = 1, i ∈ I – коефiцiєнт розподiлу прибутку;

G – матриця переваг клiєнтiв;
g0j – гранична перевага j-ого клiєнта.
Позначимо:

xli =

{
1, якщо фiрма l вiдкриває пiдприємство в пунктi i;
0, якщо фiрма l не вiдкриває пiдприємство в пунктi i,

i ∈ I;

uij =

{
1, якщо клiєнта j обслуговує пiдприємство, вiдкрите в пунктi i;
0, якщо клiєнта j не обслуговує пiдприємство, вiдкрите в пунктi i,

i ∈ I, j ∈ J.

Нехай Wi – сумарний прибуток, отриманий вiд обслуговування клiєнтiв в
i-ому пунктi. У разi вiдкриття всiма фiрмами пiдприємств в i-ому пунктi,
l-ова фiрма отримає прибуток, рiвний αliWi. Якщо пiдприємства в i-ому пунктi
вiдкривають тiльки деякi фiрми l ∈ Li = {i ∈ I|

∑
q∈L

xqi = 1}, Li ⊂ L, то l-ова
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фiрма отримає прибуток, рiвний αli∑
q∈Li

αqi
Wi.

Необхiдно знайти такi множини пунктiв Sl = {q ∈ I|xlq = 1}, Sl ⊂ I, вiдкри-
ття пiдприємств у яких максимiзує прибуток кожної з фiрм.

Нехай ε > 0 – деяке мале число, таке, що ε < min
l∈L,i∈I

{αli|αli ̸= 0}.
Тодi задачу можна формально записати так:

zl =
∑
i∈I

∑
j∈J

αliwjx
l
iuij

max {
∑
q∈L

αqix
q
i ; ε}

→ max, l ∈ L;

при умовах∑
i∈I

fix
l
i 6 Bl, l ∈ L;

ui,j =


1, i = min

p
{gpj|

∑
q∈L

xqp > 0, gpj 6 g0j}

0, i ̸= min
p

{gpj|
∑
q∈L

xqp > 0, gpj 6 g0j}
, i ∈ I, j ∈ J ;

xli ∈ {0, 1}, i ∈ I, l ∈ L.

Висновки. У роботi розглянуто кiлька варiантiв конкурентної моделi роз-
подiлу ринку для двох фiрм. Зроблено узагальнення для випадку k фiрм. Побу-
довано математичнi моделi наведених задач. У результатi отримано багатокри-
терiальнi моделi булевого програмування. Хоча цiльовi функцiї i частина обме-
жень в деяких моделях є лiнiйними, проте безпосереднє розв’язання отриманих
задач класичними методами є неефективним через значну кiлькiсть дискретних
змiнних та обмежень. Це пiдштовхує до побудови спецiальних алгоритмiв, що
враховують специфiку задач i будуть наведенi в наступних роботах. Також до-
ведено еквiвалентнiсть деяких обмежень, що дозволяє спростити розв’язання
вiдповiдних задач.
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