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АПАРАТ НЕКЛАСИЧНИХ МIНОРАНТ НЬЮТОНА ТА ЙОГО
ВИКОРИСТАННЯ

Consider the construction of the apparatus of non-classical Newtonian minorants and their dia-
grams of functions of one real variable, given in tabular form.

Розглянуто побудову апарату некласичних мiнорант Ньютона та їхнiх дiаграм функцiй однiєї
дiйсної змiнної, заданих таблично.

Вступ. В [1] розроблено апарат некласичних мажорант i дiаграм Ньютона для
функцiй однiєї дiйсної змiнної. В роботi розглянемо побудову апарату некласи-
чних мiнорант Ньютона та їхнiх дiаграм функцiй однiєї дiйсної змiнної, заданих
таблично, встановимо необхiднi та достатнi умови iснування мiноранти Ньюто-
на; вивчимо властивостi мiноранти Ньютона та її дiаграми; введемо основнi
характеристики мiноранти Ньютона та її дiаграми; побудуємо алгоритми для
їхнього вiдшукання.

Як застосування, побудований апарат можна буде використати для розробки
алгоритмiв оптимiзацiї як негладких логарифмiчно опуклих функцiй однiєї та
багатьох дiйсних змiнних, так i для довiльних функцiй.

1. Поняття некласичної мiноранти Ньютона та її дiаграми функцiї,
заданої таблично. Розглянемо функцiю дiйсної змiнної y = f (x), задану сво-
їми значеннями в деяких точках xi, i = 0, 1, . . . , n:

f (xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n. (1)

Нехай
|yi| = ai, 0 < ai ≤M, i = 0, 1, . . . , n, (2)

де M - деяка стала.

Означення 1. Точку Pi (xi, − ln ai) з координатами x = ai, y = − ln ai у
площинi xy назвемо точкою зображення значення функцiї y = f (x) у точцi
x = xi.

Припустимо, що точки зображення Pi значень функцiї y = f (x) у точках xi,
i = 0, 1, . . . , n, в площинi xy побудованi. З кожної точки Pi проведемо пiвпряму
у вiд’ємному напрямi осi Oy перпендикулярно до осi Ox. Множину точок цих
пiвпрямих позначимо через S, а її опуклу оболонку – через C (S). Для кожного
x ∈ [x0, xn] визначимо точку Dx (x, χx), де

χx = sup
(x,y)∈C(S)

y.

Множина точок Dx (x, χx), x ∈ [x0, xn], утворює лiнiю δf , яка обмежує C (S)
зверху. Ця лiнiя є неперервною, вгнутою ламаною лiнiєю i її рiвняння має вигляд

y = χ (x) , x ∈ [x0, xn] ,
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де χ (x) = χx.
Позначимо

mf (x) = exp(−χ (x)), x ∈ [x0, xn] .

Тодi для кожного xi, i = 1, 2, . . . , n, виконується нерiвнiсть

mf (xi) ≤ |f (xi)| = ai.

Справдi, з побудови δf випливає, що

− ln |f (xi)| ≤ χ (xi) ,

або

|f (xi)| ≥ exp (−χ (xi)) = mf (xi) .

Крiм того, mf (x0) = |f (x0)|, mf (xn) = |f (xn)|.
Означення 2. Функцiю y = mf (x), визначену на промiжку [x0, xn], назве-

мо некласичною мiнорантою Ньютона функцiї y = f (x) на цьому промiжку,
а ламану лiнiю δf - її дiаграмою.

На рис.1 побудована дiаграма мiноранти Ньютона функцiї, заданої в дев’я-
тьох точках.

Рис. 1

Дiаграма δf мiноранти Ньютона функцiї y = f (x) має такi властивостi:

• кожна вершина δf розмiщена в однiй iз точок зображення Pi значення
функцiї y = f (x) у точцi xi, i = 0, 1, . . . , n;

• кожна точка зображення Pi, i = 0, 1, . . . , n, розмiщена на δf або нижче неї.

Нехай

mf (xi) = ti, i = 0, 1, . . . , n.
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Означення 3. Величини

ri =

(
ti−1

ti

) 1
xi−xi−1

(i = 1, 2, . . . , n)

i

di =
ri+1

ri
(i = 1, 2, . . . , n− 1)

назвемо вiдповiдно i – м числовим нахилом та i – м вiдхиленням дiаграми δf
мiноранти Ньютона.

Означення 4. Якщо точка зображення Pi, i = 0, 1, . . . , n, знаходиться
у вершинi δf , то iндекс i назвемо вершинним iндексом, якщо ж на δf , то
дiаграмним iндексом δf . Iндекси i = 0 та i = n вiднесемо до вершинних iндексiв.

Множину всiх вершинних iндексiв позначимо через I, а множину дiаграмних
iндексiв – через G. Очевидно, I ⊆ G i ti = ai для всiх i ∈ G.

Нехай φi – кут мiж вiдрiзком Dxi−1
Dxi дiаграми δf i додатним напрямом осi

абсцис. Тодi кутовий коефiцiєнт ki вiдрiзка Dxi−1
Dxi визначиться за формулою

ki =
χxi − χxi−1

xi − xi−1

=
− ln ti + ln ti−1

xi − xi−1

= ln

(
ti−1

ti

) 1
xi−xi−1

.

Тому
ki = ln ri.

Звiдси випливає, що

ri = exp (tgφi) , di = exp (tgφi+1 − tgφi) .

Якщо {ik} (k = 0, 1, . . . , s; s ≤ n) – послiдовнiсть вершинних iндексiв δf , то

ri1 > ri2 > · · · > ris ;

rik+1 = rik+2 = · · · = rik+1
, k = 0, 1, . . . , s− 1;

di ≤ 1, i = 1, 2, . . . , n− 1;

dik < 1, k = 1, 2, . . . , s− 1.

Нехай p i q – два послiдовнi вершиннi iндекси δf , iндекс i задовольняє умову
p < i < q. Розглянемо вiдрiзок DxpDxq дiаграми δf (рис. 2).

Тодi
χxq − χxp
xq − xp

=
χxi − χxp
xi − xp

,

або
− ln aq + ln ap

xq − xp
=

− ln ti + ln ap
xi − xp

.

Звiдси
ti =

(
axq−xip axi−xpq

) 1
xq−xp .
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Рис. 2

Аналогiчно одержуємо формулу для мiноранти Ньютона mf (x) на промiжку
[xp, xq]

mf (x) =
(
axq−xp ax−xpq

) 1
xq−xp .

2. Властивостi мiноранти Ньютона та її дiаграми. Якщо рiвняння
вiдрiзка DxpDxq дiаграми δf має вигляд y = kx+ b, x ∈ [xp, xq], то

mf (x) = exp (−kx− b) , x ∈ [xp, xq] .

Звiдси випливає таке твердження.

Твердження 1.

• Якщо k ̸= 0, то мiноранта Ньютона mf (x) на промiжку [xp, xq] є строго
опуклою функцiєю; якщо k = 0, то mf (x) на цьому промiжку є вiдрiзком,
паралельним осi абсцис.

• Якщо f (x) = A exp (kx+ b), то mf (x) = |f (x)|.

З побудови δf випливають наступнi твердження.

Твердження 2.

• Мiноранта Ньютона mf (x), x ∈ [x0, xn], складається з (s− 1) – ї опуклих
дуг, де s – кiлькiсть вершинних iндексiв δf .

• Якщо функцiя є логарифмiчно опуклою, то mf (x) ≥ f (x) для всiх
x ∈ [x0, xn]; якщо є логарифмiчно вгнутою, то mf (x) ≤ f (x) для всiх
x ∈ [x0, xn].

Твердження 3. Для того, щоб для функцiї f (x), заданої таблицею зна-
чень (1), iснувала дiаграма δf , визначена на промiжку [x0, xn], необхiдно i до-
сить, щоб для неї виконувалась умова (2).

Твердження 4. Мiноранта Ньютона mf (x) функцiї y = f (x), заданої та-
блицею значень (1), є неперервною i логарифмiчно опуклою функцiєю на про-
мiжку [x0, xn].
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Твердження 5. Якщо для функцiї y = f (x), заданої таблицею значень
(1), виконуються умови (2), то

min
1<i≤n

|f (xi)| = min
x∈[x0,xn]

mf (x) .

При цьому, якщо

min
1<i≤n

|f (xi)| = |f (xs)| ,

то

min
x∈[x0,xn]

mf (x) = mf (xs) = ts,

де s ∈ G.

3. Алгоритм вiдшукання зростаючої послiдовностi вершинних iнде-
ксiв i спадної послiдовностi числових нахилiв. Цей алгоритм складається
з низки крокiв. На першому кроцi покладаємо i0 = 0, знаходимо

r = max
i0<i≤n

(
a0
ai

) 1
xi−x0

, (3)

визначаємо iндекс i, для якого в (3) досягається максимум, i позначаємо його
через i1. Якщо максимум в (3) досягається для декiлькох iндексiв i01, i02, . . . , i0s0 ,
то через i1 позначаємо бiльший з них:

i1 = max
1≤j≤s0

i0j.

Iндекси i0j, j = 1, 2, . . . , s0, будуть дiаграмними iндексами δf . Тодi поклада-
ємо ri1 = r.

Припустимо, що за допомогою k крокiв вже знайденi послiдовнi вершиннi
iндекси i1, i2, . . . , ik, де i0 < i1 < . . . < ik, i числовi нахили ri1 , ri2 , . . . , rik , де
ri1 > ri2 > . . . > rik . Тодi на (k + 1) – му кроцi для визначення наступного
вершинного iндексу ik+1 i числового нахилу rik+1

поступаємо так.
1. Визначаємо

r = max
ik<i≤n

(
aik
ai

) 1
xi−xik (4)

2. Визначаємо iндекс i, для якого в (4) досягається максимум, i позначає-
мо його через ik+1. Якщо максимум в (4) досягається для декiлькох iндексiв
ik1, ik2, . . . , iksk , то через ik+1 позначаємо бiльший з них

ik+1 = max
1≤j≤sk

ikj.

Iндекси ikj, j = 1, 2, . . . , sk, будуть дiаграмними iндексами δf .
3. Покладаємо

rik+1
= r.

4. Алгоритм вiдшукання спадної послiдовностi вершинних iндексiв
i зростаючої послiдовностi числових нахилiв. На першому кроцi прийма-
ємо j1 = n, знаходимо

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2013, вип. 24 , N 1



АПАРАТ НЕКЛАСИЧНИХ МIНОРАНТ НЬЮТОНА . . . 21

r = min
0≤j<n

(
aj
an

) 1
xn−xj

, (5)

визначаємо iндекс j, для якого в (5) досягається мiнiмум, i позначаємо його
через j2. Якщо мiнiмум в (5) досягається для декiлькох iндексiв jn1, jn2, . . . , jnrn ,
то через j2 позначаємо менший з них:

j2 = min
1≤s≤rn

jns.

Iндекси jns, s = 1, 2, . . . , rn, будуть дiаграмними iндексами δf . Тодi поклада-
ємо rj1 = rn = r.

Припустимо, що за допомогою k крокiв вже знайденi послiдовнi вершиннi
iндекси j1, j2, . . . , jk, де n = j1 > i2 > . . . > jk, i числовi нахили rj1 , rj2 , . . . , rjk−1

,
де rj1 < rj2 < . . . < rjk−1

. Тодi на (k + 1) – му кроцi для визначення наступного
вершинного iндексу jk+1 i числового нахилу rjk поступаємо так.

1. Визначаємо

r = min
0≤j<jk

(
aj
ajk

) 1
xjk

−xj
(6)

2. Визначаємо iндекс j, для якого в (6) досягається мiнiмум, i позначає-
мо його через jk+1. Якщо мiнiмум в (6) досягається для декiлькох iндексiв
jk1, jk2, . . . , jkrk , то через jk+1 позначаємо менший з них:

jk+1 = min
1≤s≤rk

jks.

Iндекси jks, s = 1, 2, . . . , rk, будуть дiаграмними iндексами δf .
3.Покладаємо

rjk = r.
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