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IСНУВАННЯ ПЕРIОДИЧНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ IМПУЛЬСНИХ
СИСТЕМ З ВИРОДЖЕННЯМИ

We obtain a criterion for existence of periodical solutions of a degenerate system of ordinary
differential equations with impulse effect of general form in case when singular system of differential
equations can be reduced to central canonical form.

Одержано критерiй iснування перiодичних розв’язкiв вироджених диференцiальних систем з
iмпульсною дiєю загального вигляду у припущеннi, що вироджена диференцiальна система
зводиться до центральної канонiчної форми.

1. Постановка задачi. Розглянемо питання iснування перiодичних розв’яз-
кiв T -перiодичної виродженої системи з iмпульсною дiєю

B(t)
dx

dt
= A(t)x(t) + f(t), t ̸= τi, x, f ∈ Rn, t, τi ∈ R, (1)

Mix(τi + 0) +Nix(τi − 0) = αi, (2)

де rankB(t) = n− r = const ∀t ∈ R, r > 0; вектор-функцiя f(t) i (n×n)-матрицi
A(t), B(t) є перiодичними по t зi спiльним перiодом T i достатньо гладкими:
f(t) ∈ Ck

T (R,Rn), A(t), B(t) ∈ Ck
T (R,Rn×n), k – деяке натуральне число; сталi

прямокутнi (mi × n)-вимiрнi дiйснi матрицi Ni, Mi, сталi вектори αi ∈ Rmi ,
1 ≤ mi ≤ n i моменти t = τi iмпульсного збурення такi, що iснує натуральне
число p таке, що ∀i ∈ Z

Mi+p =Mi, Ni+p = Ni, αi+p = αi,

τ0 < 0 ≤ τ1 < τ2 < · · · < τp < T ≤ τp+1 < . . . , τi+p = τi + T.

Пiд T -перiодичним розв’язком задачi (1), (2) будемо розумiти кусково непе-
рервно диференцiйовну на R\{τi} T -перiодичну з розривами першого роду в
точках t = τi функцiю x(t) ∈ C1

loc,T (R\{τi},Rn):

x(t) = xi(t) при t ∈ (τi, τi+1], xi+p(t+ T ) = xi(t), (3)

яка задовольняє систему (1) та iмпульснi умови (2).
Будемо вважати функцiї xj(t) визначеними i неперервними на вiдповiдних

замкнених iнтервалах xj(t) ∈ C[τj, τj+1], j ∈R, xj(τj) = xj(τj+0)= lim
t→τj+0

xj(t), i

що розв’язок є неперервним злiва, тобто

x(τi)=x(τi−0)=xi−1(τi)= lim
t→τi−0

xi−1(t).

Мають мiсце наступнi твердження.
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Теорема 1 ([7]). Нехай виконуються умови:
1) rankB(t) = n− r = const ∀t ∈ R;
2) матриця B(t) має при всiх t ∈ R повний жорданiв набiр векторiв φ(j)

i (t),
i = 1, r, j = 1, si вiдносно оператора L(t) = A(t)−B(t) d

dt
, який складається з r

жорданових ланцюжкiв завдовжки si, i = 1, r;
3) A(t), B(t) ∈ Cq−1(R,Rn), де q = max si.
Тодi iснують неособливi при всiх t∈R (n×n)-матрицi P (t), Q(t)∈Cq−1(R,Rn)

такi, що в результатi множення рiвняння (1) злiва на P (t) i замiни

x = Q(t)u

вироджена система (1) зводиться до системи в центральнiй канонiчнiй формi[
En−s 0

0 I

]
du

dt
=

[
M(t) 0

0 Es

]
u+ g(t),

де
g(t)=P (t)f(t), g(t)=col(g̃(t), ĝ(t)), g̃∈Rn−s, ĝ∈Rs,

s = s1+. . .+sr, I = diag{I1, . . . , Ir}, Ij — нiльпотентнi блоки Жордана порядку
sj (j = 1, r), M(t) ∈ Cq−1(R,Rn).

2. Побудова розв’язкiв. Припустимо, що виконуються умови теореми 1,
тобто за допомогою невиродженого лiнiйного перетворення система (1) може
бути приведена до центральної канонiчної форми.

Позначимо через Ωx(t) фундаментальну ((n−s)×(n−s))- вимiрну матрицю
однорiдної невиродженої диференцiальної системи

dũ

dt
=M(t)ũ, ũ ∈ Rn−s, (4)

а через Xn−s(t) – фундаментальну (n×(n−s))-вимiрну матрицю, стовпцi якої є
розв’язками однорiдної виродженої системи

B(t)
dx

dt
= A(t)x(t), (5)

Ωx(t, σ)=Ωx(t)Ω
−1
x (σ), Ωx(σ, σ)=En−s, σ≤ t, ci – (n−s)-вимiрнi вектор-стовпчики

довiльних сталих,

Xn−s(t, σ)=Q(t)

[
Ωx(t, σ)

0

]
, Xn−s(t, σ)=Q(t)

[
Ωx(t, σ)

0

]
, r̂(t)=Q(t)

 0

s−1∑
k=0

Ik d
k

dtk
ĝ(t)

.
Тодi розв’язок сингулярної системи (1) на iнтервалi t∈ [0, τ1] має вигляд [7,9]:

x(t, c0) = x0(t, c0) = Xn−s(t)c0 +

t∫
0

Xn−s(t, σ)g̃(σ)dσ − r̂(t). (6)
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Пiсля дiї iмпульсного збурення в точцi t = τ1 продовжимо розв’язок x(t) =
x0(t, c0) вигляду (6) з iнтервалу t ∈ [τ0, τ1] на (n − s)-параметричний розв’язок
x1(t):

x1(t) = x1(t, c1) = Xn−s(t)c1 +
t∫
τ1

Xn−s(t, σ)ĝ(σ)dσ − r̂(t), c1∈Rn−s, (7)

який визначений на iнтервалi [τ1, τ2]. Зв’язок мiж ними визначається умовою
(2) при i = 1. Беручи до уваги неперервнiсть функцiї x1(t) = x1(t, c1) в точцi
t = τ1, можемо записати умову (2) в цiй точцi наступним чином:

M1x1(τi) +N1x0(τi) = α1. (8)

Пiдставляючи (6), (7) в (8), одержимо лiнiйне неоднорiдне матричне рiвняння

M̃1c1 + Ñ1c0 = α1 + (M1 +N1)r̂(τ1)−N1h1,

де через M̃i, Ñi для кожного i ∈ Z будемо позначати (mi × (n − s))-вимiрнi
матрицi, а через hi – n-вимiрнi вектори:

M̃1 =M1Xn−s(τi, 0), Ñ1 = N1Xn−s(τ1, 0), h1 =

τ1∫
0

Xn−s(τi, σ)g̃(σ)dσ,

M̃i =MiXn−s(τi, τi−1), Ñi = NiXn−s(τi, τi−1), hi =

τi∫
τi−1

Xn−s(τi, σ)g̃(σ)dσ.

Оскiльки на кожному з iнтервалiв t∈(τi, τi+1] розв’язок визначається за форму-
лою

x(t) = xi(t, ci) = Xn−s(t)ci +

t∫
τi

Xn−s(t, σ)f(σ)dσ − r̂(t), (9)

ci ∈ Rn, то аналогiчним чином одержимо, що в кожнiй точцi iмпульсу t = τi
вiдповiднi (n−s)-вимiрнi вектори довiльних сталих ci−1, ci повиннi задовольняти
рiвняння

M̃ici + Ñici−1 = αi + (Mi +Ni)r̂(τi)−Nihi. (10)

Пiдставляючи розв’язки x0(t), xp(t) у перiодичну крайову умову

x(0) = x(T ),

одержимо:

Xn−s(0)c0 −Xn−s(T )cp =

T∫
τp−1

Xn−s(T, σ)g̃(σ)dσ − r̂(T ). (11)
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Об’єднуючи (11) з (8) i (10) при всiх i = 1, p, одержимо систему матричних
алгебраїчних рiвнянь

Xn−s(0)c0 −Xn−s(T )cp =
T∫

τp−1

Xn−s(T, σ)g̃(σ)dσ − r̂(T ),

M̃1c1 + Ñ1c0 = α1 + (M1 +N1)r̂(τ1)−N1h1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

M̃pcp + Ñicp−1 = αp + (Mp +Np)r̂(τp)−Nphp,

яку можемо записати у виглядi

Dc = β, (12)

де D –
(
m×(p+1)(n−s)

)
-вимiрна матриця, m = n+

p∑
j=1

mj, а c, α i β – m-вимiрнi

стовпцi:

D =



Xn−s(0) 0 0 · · · 0 Xn−s(T )

Ñ1 M̃1 0 · · · 0 0

0 Ñ2 M̃2 · · · 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 · · · Ñp M̃p


,

c=


c0
c1
· · ·
cp

, β=



T∫
τp−1

Xn−s(T, σ)g̃(σ)dσ + r̂(T )

α1 + (M1 +N1)r̂(τ1)−N1h1

· · ·

αp + (Mp +Np)r̂(τp)−Nphp


.

Вiдомо [8], що необхiдною i достатньою умовою сумiсностi лiнiйної неодно-
рiдної алгебраїчної системи (12) є умова ортогональностi

PD⊤
v
β = 0, (13)

i у випадку її виконання розв’язки системи (12) мають вигляд

c∗ = c∗(ξ) = PDuξ +D+β, ξ ∈ Ru,

де c∗=col(c∗0(ξ), · · ·, c∗p(ξ))∈R(p+1)(n−s), а через PDu позначено
(
(p+1)(n− s)× u

)
-

вимiрну матрицю, u = (p+1)(n−s)−r, r = rankD ≤ min
(
(p+1)(n−s),m

)
, яка

складається з лiнiйно незалежних стовпцiв
(
(p+1)(n−s)×(p+1)(n−s)

)
-вимiрної

матрицi PD, яка є ортопроектором з простору R(p+1)(n−s)на нуль простiр Ker(D)
матрицi D:

PD :R(p+1)(n−s)→Ker(D), Ker(D)=PDR
(p+1)(n−s),
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причому стовпцi матрицi PDu утворюють повний базис ядра Ker(D). Через PD⊤
v

будемо позначати (v ×m)-вимiрну матрицю, v = m− r, рядками якої є лiнiйно
незалежнi рядки матрицi PD⊤ , яка, в свою чергу, є ортопроектором з простору
Rm на нуль простiр Ker(D⊤) матрицi D⊤:

PD⊤ :Rm→Ker(D⊤), Ker(D⊤)=PD⊤Rm,

причому рядки матрицi PD⊤
v

утворюють повний базис ядра матрицi D⊤.
Таким чином, можемо сформулювати основний результат.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1. Вироджена система
(1) з iмпульсною дiєю (2), має T -перiодичнi розв’язки тодi i тiльки тодi, коли
виконується умова (13). При цьому вони утворюють u-параметричну сiм’ю:

x(t) = x(t, ξ) =

 x0(t, c
∗
0(ξ)), t ∈ [τ0, τ1],

xi(t, c
∗
i (ξ)), t ∈ (τi, τi+1],

(14)

де i=1, p, c∗j(ξ)∈Rn−s, ξ ∈ Ru, j = 0, p,

xj(t, ξ) = Xn−s(t)c
∗
j(ξ) +

t∫
τj

Xn−s(t, σ)g̃(σ)dσ − r̂(t). (15)

Зауваження 1. У некритичному випадку [8] – коли PD⊤ = 0, тобто вiд-
повiдна однорiдна iмпульсна система має тiльки тривiальний T -перiодичний
розв’язок, тодi при довiльних значеннях f(t), αj, j = 0, p система (1), (2) має
u-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних T -перiодичних розв’язкiв вигляду
(14), (15).

Приклад 1. Знайти розв’язок виродженої системи диференцiальних рiв-
нянь 

1 3 1

2 7 3

1 4 2

 dx

dt
=


2 3 2

3 4 5

5 7 1

 x+


sin(t)

0

0

 , (16)

з iмпульсним збуренням вигляду(
1 0 0

0 1 0

)
x(π + 0) +

(
1 0 0

0 1 0

)
x(π − 0) =

(
5

−3

)
, (17)

та перiодичною умовою
x(0) = x(2π). (18)

Помноживши систему (16) злiва на матрицю

P =


11
2

−3
2

−3
2

2 −1
3

−2
3

1
6

−1
6

1
6
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i виконавши замiну x(t) = Qy(t), де матриця Q має вигляд

Q =


5
3

2 0

−1 −1 1

1
3

1 0


зводимо систему (16) до центральної канонiчної форми:

1 0 0

0 0 1

0 0 0

 dy

dt
=


−1 0 0

0 1 0

0 0 1

 y +


11
2
sin(t)

2 sin(t)

1
6
sin(t)

 .

Згiдно (6), (6), на iнтервалах t∈ [0, π] i t∈ [π, 2π] розв’язок має вигляд вiдпо-
вiдно

x(t)=x0(t, c0)=


5
3
e−t

−e−t
1
3
e−t

c0+
t∫

0


5
3
e−t

−e−t
1
3
e−t

( 5
3
eσ eσ 1

3
eσ
)

11
2
sin σ

2 sin σ

1
6
sinσ

dσ−


4 sin(t)

−11
6
sin(t)

2 sin(t)

,

x(t)=x1(t, c1)=


5
3
e−t

−e−t
1
3
e−t

c1+
t∫

π


5
3
e−t

−e−t
1
3
e−t

( 5
3
eσ eσ 1

3
eσ
)

11
2
sinσ

2 sin σ

1
6
sin σ

dσ−


4 sin(t)

−11
6
sin(t)

2 sin(t)

.
При цьому система (12) має вигляд

5 −5e−2∗π

−3 3e−2∗π

1 −e−2∗π

5e−π 5e−π

−3e−π −3e−π


(
c1

c2

)
=



−25
6

(1 + eπ) e−π

5
2
(1 + eπ) e−π

−5
6
(1 + eπ) e−π

15− 25
6
(1 + eπ) e−π

−9 + 5
2
(1 + eπ) e−π


. (19)

Тут rankD = 2,

D+=
1

(1+e2π)

(
3e2π

7
−9e2π

35
3e2π

35
15epi

34
−9eπ

34

−3e2π

7
9e2π

35
−3e2π

35
15e3π

34
−9e3π

34

)
, PD=

(
0 0

0 0

)
,

PD⊤ =
1

25



14 21 −7 0 0

21 34 −3 0 0

−7 −3 26 0 0

0 0 0 306
25

102
5

0 0 0 102
5

34


.
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Перевiрка показує, що умова (13) виконується, тобто система (19) є су-
мiсною. Розв’язуючи її i пiдставляючи одержане значення c1, c2 в (14), (15)
одержимо розв’язок крайової задачi (16)-(18):

x(t) = x0(t) =
−1

18(1 + e2π)


−40eπ−t + (25 cos(t)− 7 sin(t))(1 + e2π)

24eπ−t − 15 (cos(t)− sin(t)) (1 + e2π)

−8eπ−t + 5 (cos(t)− sin(t)) (1 + e2π)


при t∈ [−π + 2πk, π + 2πk], i

x(t) = x1(t) =
−1

18(1 + e2π)


−40e3π−t + (25 cos(t)− 7 sin(t)) (1 + e2π)

−24e3π−t + 15 (cos(t)− sin(t)) (1 + e2π)

−8e3π−t + 5 (cos(t)− sin(t)) (1 + e2π)


при t∈ [π + 2πk, π + 2π(k + 1)].
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