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ЗВIДНIСТЬ МАТРИЦЬ M(t, n− 4, n) НАД ЛОКАЛЬНИМИ
КIЛЬЦЯМИ ГОЛОВНИХ IДЕАЛIВ ДОВЖИНИ 2

It has been shown that a matrix M(t, n−4, n) is reducible over a local principle ideal ring of length

two if n > 5. Here M(t, k, n) = Φ
(

Ik 0
0 tIn−k

)
, where Φ is the companion matrix for λn − 1, t is a

generator of the Jacobson radical, Ik is the identity k × k-matrix.

Показано, що матриця M(t, n− 4, n) є звiдною над локальним кiльцем головних iдеалiв дов-
жини два, якщо n > 5. Тут M(t, k, n) = Φ

(
Ik 0
0 tIn−k

)
, дe Φ – супровiдна матриця для λn − 1,

t — твiрний елемент радикала Джекобсона, Ik – одинична k × k-матриця.

1. Вступ. Перенесення поняття подiбностi матриць з полiв на довiльнi кому-
тативнi кiльця (з одиницею) сильно ускладнює задачу їх класифiкацiї [1]. Вона
розв’язана лише над деякими кiльцями головних iдеалiв для матриць малих
порядкiв (див., напр., [1]– [3]). Важливу роль при описаннi (з точнiстю до по-
дiбностi) матриць над комутативними кiльцями вiдiграють незвiднi матрицi,
задача описання яких також далека вiд розв’язання. Як випливає з вигляду
загальної канонiчної форми квадратної матрицi над полем [4], вона незвiдна
тодi i тiльки тодi, коли її характеристичний многочлен незвiдний. Незвiднiсть
характеристичного многочлена квадратної матрицi є достатньою, але не обо-
в’язково необхiдною умовою незвiдностi матрицi над комутативним кiльцем з
одиницею.

В роботi розглядаються питання звiдностi матриць вигляду

M(t, k, n) =



k︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0
1 . . . 0
... . . . ...
0 . . . 1
0 . . . 0
... . . . ...
0 . . . 0

0 . . . 0 t
0 . . . 0 0
... . . . ...

...
0 . . . 0 0
t . . . 0 0
... . . . ...

...
0 . . . t 0


,

над комутативним кiльцем K з одиницею, де n, k — натуральнi числа, k < n, i
t ∈ K. Такi матрицi при k = 1 та k = n − 1 у випадку комутативного локаль-
ного кiльця K з радикалом Джекобсона tK виникають при вивченi незвiдних
матричних зображень скiнченних p-груп над цими ж кiльцями характеристи-
ки ps (див. [5]).

В роботi [6] доведена наступна теорема.

Теорема 1. Нехай K — комутативне кiльце з одиницею, t ∈ K, k, n —
натуральнi числа, k < n. Якщо (k, n) > 1, то матриця M(t, k, n) порядку n
звiдна над кiльцем K.

Тут вираз (k, n) позначає, як звичайно, найбiльший спiльний дiльник чисел
k та n.
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В [6] також показано, що матриця M(t, k, n) порядку n ≤ 6 звiдна над ко-
мутативним локальним кiльцем K, радикал Джекобсона якого є головним iде-
алом, породженим елементом t (0 < k < n), тодi i тiльки тодi, коли (k, n) > 1.
Iз основного результату даної роботи випливає, що це твердження невiрне для
довiльного непарного n > 6, де K — комутативне локальне кiльце головних iде-
алiв довжини 2 з твiрним елементом t його радикалу Джекобсона (тобто, для
кожного такого n iснує взаємно просте з ним натуральне число k < n таке, що
матриця M(t, k, n) звiдна).

2. Формулювання основного результату. Основним результатом цiєї
статтi є наступна теорема.

Теорема 2. Нехай K — комутативне локальне кiльце головних iдеалiв дов-
жини 2 i t — твiрний елемент його радикалу Джекобсона. Тодi матриця

M(t, n− 4, n) =



0 0 . . . 0 0 0 0 t
1 0 . . . 0 0 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
0 0 . . . 1 0 0 0 0
0 0 . . . 0 t 0 0 0
0 0 . . . 0 0 t 0 0
0 0 . . . 0 0 0 t 0


порядку n > 5 є звiдною над кiльцем K.

З теореми випливає такий наслiдок.

Наслiдок 1. Нехай n — непарне натуральне число, n > 6. Тодi iснує таке
натуральне 1 < k < n, що (k, n) = 1 i матриця M(t, k, n) звiдна над кiльцем
K.

Доведення. Очевидно, (n − 4, n) = (4, n) = 1, але за теоремою 2 матриця
M(t, n−4, n) звiдна над кiльцем K i тому k = n−4 задовольняє умову наслiдку.

3. Доведення основного результату. Нехай C – оборотна матриця по-
рядку n над кiльцем K вигляду

C =



0 0 . . . 0 1 0 0 0
0 0 . . . t 0 1 0 0
1 0 . . . 0 0 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
0 0 . . . 1 0 0 0 0
1 0 . . . 0 0 0 1 0
0 t . . . 0 0 0 0 1


.
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Очевидно, що

M(t, n− 4, n)C =



0 0 . . . 0 0 0 0 t
1 0 . . . 0 0 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0 0 0
...

... . . . ... 0 0 0 0
0 0 . . . 1 0 0 0 0
0 0 . . . 0 t 0 0 0
0 0 . . . 0 0 t 0 0
0 0 . . . 0 0 0 t 0





0 0 . . . 0 1 0 0 0
0 0 . . . t 0 1 0 0
1 0 . . . 0 0 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
0 0 . . . 1 0 0 0 0
1 0 . . . 0 0 0 1 0
0 t . . . 0 0 0 0 1


=

=



0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 t
0 0 . . . 0 0 0 1 0 0 0
0 0 . . . 0 0 t 0 1 0 0
1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0 0 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . 1 0 0 0 0 0 0
0 0 . . . 0 t 0 0 0 0 0
0 0 . . . 0 0 t 0 0 0 0
t 0 . . . 0 0 0 0 0 t 0


.

Розглянемо матрицю D розмiру n× (n− 4) над кiльцем K вигляду

D =



0 . . . 0 0 t
1 . . . 0 0 0
... . . . ...

...
...

0 . . . 1 0 0
0 . . . 0 t 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0


.

Тодi

CD =



0 0 . . . 0 1 0 0 0
0 0 . . . t 0 1 0 0
1 0 . . . 0 0 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
0 0 . . . 1 0 0 0 0
1 0 . . . 0 0 0 1 0
0 t . . . 0 0 0 0 1





0 . . . 0 0 t
1 . . . 0 0 0
... . . . ...

...
...

0 . . . 1 0 0
0 . . . 0 t 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0


=
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=



0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 t
1 0 . . . 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
0 0 . . . 1 0 0
0 0 . . . 0 t 0
0 0 . . . 0 0 t
t 0 . . . 0 0 0


.

Звiдси отримуємо

C−1



n−4︷ ︸︸ ︷
0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 t
1 0 . . . 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
0 0 . . . 1 0 0
0 0 . . . 0 t 0
0 0 . . . 0 0 t
t 0 . . . 0 0 0


=



0 0 . . . 0 0 t
1 0 . . . 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
0 0 . . . 1 0 0
0 0 . . . 0 t 0
0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0


.

Отже,

C−1M(t, n− 4, n)C = C−1[M(t, n− 4, n)C] =

= C−1



0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 t
0 0 . . . 0 0 0 1 0 0 0
0 0 . . . 0 0 t 0 1 0 0
1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0 0 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . 1 0 0 0 0 0 0
0 0 . . . 0 t 0 0 0 0 0
0 0 . . . 0 0 t 0 0 0 0
t 0 . . . 0 0 0 0 0 t 0


=
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=



0 0 . . . 0 0 t
1 0 . . . 0 0 0
...

... . . . ...
...

... A
0 0 . . . 1 0 0
0 0 . . . 0 t 0

0 B


,

де 0 — нульова матриця розмiру 4 × (n − 4) над кiльцем K, A,B — матрицi

розмiрiв (n−4)×n i 4×4 (вiдповiдно) над кiльцем K. Таким чином, ми довели
звiднiсть матрицi M(t, n− 4, n) над кiльцем K.

Теорема доведена.
Автор щиро вдячна В. М. Бондаренку та О. А. Тилищаку за детальне обгово-

рення задачi та цiннi поради.
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