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РIВНЯННЯ КОЛИВАННЯ СТРУНИ З ОРЛIЧЕВОЮ ПРАВОЮ
ЧАСТИНОЮ

The string oscillation equation with zero initial and boundary conditions and a centered strictly
Orlicz right-hand side is considered. Conditions are established for existence of solution of the
boundary-value problem of mathematical physics in the form of uniformly convergent in probability
series in terms of covariance function.

Розглядається рiвняння коливання струни з нульовими початковими та крайовими умовами
та центрованою строго Орлiчевою правою частиною. Встановленi умови iснування розв’язку
крайової задачi математичної фiзики у виглядi рiвномiрно збiжного за ймовiрнiстю ряду в
термiнах коварiацiйної функцiї.

Вступ. Систематичне вивчення властивостей Орлiчевських процесiв поча-
лося з робiт [1,2], де дослiджувались умови та швидкостi збiжностi випадкових
рядiв у нормах деяких просторiв Орлiча. Новий метод дослiдження випадкових
задач математичної фiзики, який ґрунтується на дослiдженнi збiжностi за ймо-
вiрнiстю у функцiональних просторах послiдовностi часткових сум, що апро-
ксимують розв’язок крайової задачi, було розроблено в роботах Бейсенбаєва Є.
та Козаченка Ю.В. [3] i Булдигiна В.В. та Козаченка Ю.В. [4]. Вказаний метод
був використаний для обґрунтування застосовностi методу Фур’є до розв’язан-
ня крайової задачi в рядi робiт [4–16].

В цiй роботi розглядається рiвняння коливання струни з нульовими початко-
вими i крайовими умовами та центрованою строго Орлiчевою правою частиною.
В [15] було встановлено достатнi умови iснування розв’язку цiєї задачi у виглядi
рiвномiрно збiжного за ймовiрнiстю ряду. В данiй роботi одержуються достатнi
умови iснування розв’язку у виглядi рiвномiрно збiжного за ймовiрнiстю ряду в
термiнах коварiацiйної функцiї строго Орлiчевого випадкового поля, що стоїть
в правiй частинi рiвняння.

1. Випадковi процеси з простору Орлiча.

Означення 1 ( [17]). Парна неперервна опукла функцiя U(x) називається
C-функцiєю, якщо U(0) = 0 i U(x) зростає при x > 0.

Нехай (Ω,F,P) – стандартний iмовiрнiсний простiр.

Означення 2 ( [17]). Простором Орлiча LU(Ω) випадкових величин, по-
родженим C-функцiєю U(x), називається такий простiр випадкових величин
ξ = ξ(ω), ω ∈ Ω, що для кожної ξ ∈ LU(Ω) iснує така константа rξ, що
EU
(
ξ
rξ

)
<∞.

Простiр Орлiча LU(Ω) є банаховим простором вiдносно норми

∥ξ∥LU = inf

{
r > 0 : EU

(
ξ

r

)
≤ 1

}
.

Означення 3 ( [17]). Випадковий процес X = {X(t), t ∈ T}, де T – деяка
параметрична множина, належить простору Орлiча LU(Ω), якщо для всiх
t ∈ T випадкова величина X(t) належить LU(Ω).
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Означення 4 ( [17]). C-функцiя U(x) пiдпорядкована C-функцiї V (x) (U ≺
V ), якщо iснують x0 ≥ 0 та C > 0 такi, що при |x| > x0 має мiсце нерiвнiсть
U(x) ≤ V (Cx).

Означення 5 ( [18]). Нехай U(x) – така C-функцiя, що V (x) = x2 пiдпо-
рядкована функцiї U(x). Сiм’я ∆ випадкових величин ξ, Eξ = 0, з простору
Орлiча LU(Ω) називається строго Орлiчевою, якщо iснує стала C∆ така, що
для скiнченої кiлькостi випадкових величин ξi ∈ ∆, i ∈ I та для будь-яких
λi ∈ R, i ∈ I виконується нерiвнiсть∥∥∥∥∥∑

i∈I

λiξi

∥∥∥∥∥
LU

≤ C∆

E

(∑
i∈I

λiξi

)2
1/2

.

Зауваження 1 ([18]). Стала C∆називається визначальною сталою сiм’ї ∆.

Теорема 1 ( [18]). Нехай ∆ – строго Орлiчева сiм’я випадкових величин.
Тодi лiнiйне замикання сiм’ї ∆ в просторi LU(Ω) є строго Орлiчевою сiм’єю з
тою ж самою визначальною сталою.

Означення 6 ( [18]). Випадковий процес X = {X(t), t ∈ T} з простору
Орлiча LU(Ω) називається строго Орлiчевим, якщо сiм’я випадкових величин
{X(t), t ∈ T} є строго Орлiчевою.

Означення 7 ( [17]). Будемо говорити, що C-функцiя U задовольняє g-
умовi, якщо iснують такi сталi z0 ≥ 0, K > 0, A > 0, що для всiх x ≥ z0,
y ≥ z0 виконується нерiвнiсть

U(x)U(y) ≤ AU(Kxy).

2. Умови iснування розв’язку в термiнах коварiацiйної функцiї.
Нехай T > 0 — деяка стала, функцiя q(x), x ∈ [0, π] – неперервно дифе-

ренцiйовна функцiя така, що q(x) ≥ 0, ξ(x, t), x ∈ [0, π], t ∈ [0, T ] — вибiрково
неперервне з iмовiрнiстю 1 випадкове поле.

Розглянемо першу крайову задачу для неоднорiдного гiперболiчного рiвня-
ння з нульовими початковими та крайовими умовами

∂2u

∂x2
− q(x)u− ∂2u

∂t2
= −ξ(x, t), x ∈ [0, π], t ∈ [0, T ] (1)

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0; (2)

u|x=0 = 0, u|x=π = 0. (3)

Розглянемо задачу Штурма-Лiувiлля

d2X

dx2
− qX + λX = 0 (4)

X(0) = X(π) = 0 (5)

Нехай Xn(x) — ортонормованi з вагою ρ власнi функцiї цiєї задачi, а λn —
вiдповiднi власнi значення. Будемо вважати, що λn занумерованi в порядку
зростання. Завдяки обмеженням на q всi власнi значення додатнi i нуль не є
власним значенням [19].

Позначимо µn =
√
λn.
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Теорема 2 ( [15]). Нехай в (1) ξ(x, t) – центроване строго Орлiчеве випад-
кове поле з простору LU(Ω) з визначальною сталою C∆, вибiрково неперервне
з iмовiрнiстю одиниця, U задовольняє g-умовi. Нехай φ(λ), λ > 0 – неперерв-
на зростаюча функцiя, φ(λ) > 0 при всiх λ > 0, φ(λ) → ∞, λ → ∞, така,

що функцiя
λ

φ(λ)
є зростаючою при λ > v0, де стала v0 ≥ 0. Припустимо

виконуються умови:

1) Збiгається ряд

∞∑
k=1

∞∑
m=1

Ck,mµkµmφ(µ
2
k + v0)φ(µ

2
m + v0) <∞,

де

Ck,m = sup
0≤t≤T
0≤s≤T

|Eζk(t)ζm(s)|, ζk(t) =

π∫
0

ξ(x, t)Xk(x) dx.

2) Для довiльного ε > 0

ε∫
0

U (−1)

((
π

2

(
φ(−1)

(
F3

v

)
− v0

)
+ 1

)(
T

2

(
φ(−1)

(
F3

v

)
− v0

)
+ 1

))
dv<∞,

де F3 > 0 – стала, визначена в [15].

3) Iснують такi сталi bk,m > 0, що

∣∣E(ζk(t)− ζk(s)
)(
ζm(t)− ζm(s)

)∣∣ ≤ bk,mφ
−2

(
1

|t− s|
+ v0

)
i

∞∑
k=1

∞∑
m=1

bk,m <∞.

Тодi ряд

u(x, t) =
∞∑
n=1

Xn(x)
1

µn

t∫
0

sinµn(t− u)ζn(u) du, (6)

де

ζn(t) =

π∫
0

ξ(x, t)Xn(x) dx, (7)

збiгається рiвномiрно за ймовiрнiстю в областi [0, π] × [0, T ] (T > 0 – деяка
стала), рiвномiрно за ймовiрнiстю збiгаються ряди, отриманi з (6) почлен-
ним диференцiюванням один та два рази по t i один та два рази по x, та з
iмовiрнiстю одиниця задача (1)–(3) має розв’язок, який можна зобразити у
виглядi ряду (6).

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2013, вип. 24 , N 1



РIВНЯННЯ КОЛИВАННЯ СТРУНИ З ОРЛIЧЕВОЮ ПРАВОЮ ЧАСТИНОЮ 37

Зауваження 2. Умова 2 теореми 2 виконується, якщо для довiльного ε > 0

ε∫
0

U (−1)

((
φ(−1)

(
1

v

))2
)
dv <∞.

Позначимо B(x, y, t, s) = Eξ(x, t)ξ(y, s), (x, y, t, s) ∈ [0, π]2 × [0, T ]2.
Припустимо, що B(0, y, t, s) = B(π, y, t, s) = 0, y ∈ [0, π], t ∈ [0, T ], s ∈ [0, T ]

B(x, 0, t, s) = B(x, π, t, s) = 0, x ∈ [0, π], t ∈ [0, T ], s ∈ [0, T ].
Для кожної фiксованої пари (t, s) ∈ [0, T ]2 продовжимо функцiю B(x, y, t, s)

як функцiю вiд x, y на всю площину R2 так, щоб вона була перiодичною фун-
кцiєю з перiодом 2π по x та по y i щоб виконувались тотожностi

B(−x, y, t, s) = −B(x, y, t, s) = B(x,−y, t, s).

Внаслiдок нашого припущення таке продовження можливе.
Позначимо

Bi,j(x, y, t, s) =
∂i+j

∂xi∂yj
B(x, y, t, s), 0 ≤ i, j ≤ 1;

∆2,δ1,δ2B(x, y, t, s)

= B(x+ δ1, y + δ2, t, s)−B(x+ δ1, y, t, s)−B(x, y + δ2, t, s) +B(x, y, t, s);

∆x,δB(x, y, t, s) = B(x+ δ, y, t, s)−B(x, y, t, s);

∆y,δB(x, y, t, s) = B(x, y + δ, t, s)−B(x, y, t, s);

B̃(x, y, t, s) = B(x, y, t, t)−B(x, y, t, s)−B(x, y, s, t) +B(x, y, s, s).

Лема 1. Нехай при всiх x ∈ [0, π], y ∈ [0, π], t ∈ [0, T ], s ∈ [0, T ] iснує непе-
рервна похiдна ∂4

∂x2∂y2
B(x, y, t, s). Припустимо для деяких неперервних функцiй

τ(δ1, δ2), δ1 ≥ 0, δ2 ≥ 0 та τ(δ), δ ≥ 0 таких, що τ(δ1, δ2) > 0 при δ1 > 0, δ2 > 0,
τ(0, δ2) = τ(δ1, 0) = 0, τ(δ1, δ2) монотонно зростає по δ1 та δ2, τ(δ) > 0 при
δ > 0, τ(0) = 0, τ(δ) монотонно зростає, для всiх 0 ≤ i, j ≤ 1 мають мiсце
нерiвностi

sup
0≥t≥T
0≥s≥T

π∫
−π

π∫
−π

|∆2,δ1,δ2B2i,2j(x, y, t, s)| dxdy ≤ C1,i,jτ(δ1, δ2);

sup
0≥t≥T
0≥s≥T

π∫
0

 π∫
−π

|∆x,δB2i,2j(x, y, t, s)| dx

 dy ≤ C2,i,jτ(δ);

sup
0≥t≥T
0≥s≥T

π∫
0

 π∫
−π

|∆y,δB2i,2j(x, y, t, s)| dy

 dx ≤ C3,i,jτ(δ).

де C1,i,j > 0, C2,i,j > 0, C3,i,j > 0, 0 ≤ i, j ≤ 1 – константи.
Тодi має мiсце нерiвнiсть

Ck,m ≤
1∑

i,j=0

C2−i−j
q

µ2
kµ

2
m

(
C1,i,jτ(

π
k
, π
m
)

8π
+

√
2

π

LC2,i,jτ(
π
k
)

4m
+

√
2

π

LC3,i,jτ(
π
m
)

4k
+
CG,i,j
km

)
,
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де L – константа з (8),

Cq = sup
0≤x≤π

|q(x)|, CG,i,j = L2π2 max
x∈[0,π]
y∈[0,π]
t∈[0,T ]
s∈[0,T ]

|B2i,2j(x, y, t, s)|.

Доведення. Розглянемо

Ck,m = sup
0≤t≤T
0≤s≤T

|Eζk(t)ζm(s)|.

Eζk(t)ζm(s) = E

π∫
0

ξ(x, t)Xk(x)dx

π∫
0

ξ(y, s)Xm(y)dy =

=

π∫
0

π∫
0

Xk(x)Xm(y)B(x, y, t, s)dxdy.

Оскiльки Xk(x) =
1

λk

(
q(x)Xk(x)−

d2

dx2
Xk(x)

)
, то

Eζk(t)ζm(s) =
1

λkλm

π∫
0

π∫
0

(
q(x)Xk(x)−

d2

dx2
Xk(x)

)

·
(
q(y)Xm(y)−

d2

dy2
Xm(y)

)
B(x, y, t, s)dxdy

=
1

λkλm

π∫
0

(
q(y)Xm(y)−

d

dy
Xm(y)

) π∫
0

(
q(x)Xk(x)−

d2

dx2
Xk(x)

)
B(x, y, t, s)dx

dy.
π∫

0

(
d2

dx2
Xk(x)

)
B(x, y, t, s)dx =

(
d

dx
Xk(x)

)
B(x, y, t, s)

∣∣∣∣π
x=0

−

−
π∫

0

∂B(x, y, t, s)

∂x

dXk(x)

dx
dx = −Xk(x)

∂B(x, y, t, s)

∂x

∣∣∣∣π
x=0

+

+

π∫
0

Xk(x)
∂2B(x, y, t, s)

∂x2
dx =

π∫
0

Xk(x)
∂2

∂x2
B(x, y, t, s)dx.

Отже,

Eζk(t)ζm(s) =
1

λkλm

π∫
0

π∫
0

Xk(x)

(
q(x)B(x, y, t, s)− ∂2

∂x2
B(x, y, t, s)

)

·
(
q(y)Xm(y)−

d2

dy2
Xm(y)

)
dxdy =
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=
1

λkλm

 π∫
0

π∫
0

Xk(x)Xm(y)q(x)q(y)B(x, y, t, s)dxdy −

−
π∫

0

π∫
0

Xk(x)Xm(y)q(y)
∂2

∂x2
B(x, y, t, s)dxdy−

−
π∫

0

π∫
0

Xk(x)q(x)B(x, y, t, s)
d2

dy2
Xm(y)dxdy+

+

π∫
0

π∫
0

Xk(x)

(
∂2

∂x2
B(x, y, t, s)

)(
d2

dy2
Xm(y)

)
dxdy

 .

π∫
0

B(x, y, t, s)
d2

dy2
Xm(y)dy =

π∫
0

Xm(y)
∂2

∂y2
B(x, y, t, s)dy.

Оскiльки
∂2

∂x2
B(x, 0, t, s) =

∂2

∂x2
B(x, π, t, s) = 0, то

π∫
0

(
∂2

∂x2
B(x, y, t, s)

)(
d2

dy2
Xm(y)

)
dy=

(
d

dy
Xm(y)

)(
∂2

∂x2
B(x, y, t, s)

)∣∣∣∣π
y=0

−

−
π∫

0

(
∂3

∂x2∂y
B(x, y, t, s)

)
d

dy
Xm(y)dy=−

(
∂3

∂x2∂y
B(x, y, t, s)

)
Xm(y)

∣∣∣∣π
y=0

+

+

π∫
0

Xm(y)
∂4

∂x2∂y2
B(x, y, t, s)dy =

π∫
0

Xm(y)
∂4

∂x2∂y2
B(x, y, t, s)dy.

Отже,

Eζk(t)ζm(s) =

=
1

µ2
kµ

2
m

π∫
0

π∫
0

Xk(x)Xm(y)

(
q(x)q(y)B(x, y, t, s)− q(y)

∂2

∂x2
B(x, y, t, s) −

−q(x) ∂
2

∂y2
B(x, y, t, s) +

∂4

∂x2∂y2
B(x, y, t, s)

)
dxdy.

Вiдомо, що в нашому випадку [19]

Xn(x) =

√
2

π
sinnx+

Kn(x)

n
, |Kn(x)| ≤ L; µ2

n = n2 +O(1). (8)

Тодi ∀ 0 ≤ i, j ≤ 1
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∣∣∣∣∣∣
π∫

0

π∫
0

Xk(x)Xm(y)q
1−i(x)q1−j(y)B2i,2j(x, y, t, s)dxdy

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

π∫
0

q1−i(x)q1−j(y)B2i,2j(x, y, t, s)

(√
2

π
sin kx+

Kk(x)

k

)

×

(√
2

π
sinmy +

Km(y)

m

)
dxdy

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣ 2π
π∫

0

π∫
0

q1−i(x)q1−j(y)B2i,2j(x, y, t, s) sin kx sinmy dxdy +

+

√
2

π

1

m

π∫
0

π∫
0

q1−i(x)q1−j(y)B2i,2j(x, y, t, s) sin kxKm(y)dxdy+

+

√
2

π

1

k

π∫
0

π∫
0

q1−i(x)q1−j(y)B2i,2j(x, y, t, s)Kk(x) sinmy dxdy+

+
1

km

π∫
0

π∫
0

q1−i(x)q1−j(y)B2i,2j(x, y, t, s)Kk(x)Km(y)dxdy

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

2C2−i−j
q

π

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

π∫
0

sin kx sinmyB2i,2j(x, y, t, s)dxdy

∣∣∣∣∣∣+
+

√
2

π

C2−i−j
q L

m

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

π∫
0

sin kxB2i,2j(x, y, t, s)dxdy

∣∣∣∣∣∣+
+

√
2

π

C2−i−j
q L

k

π∫
0

π∫
0

sinmyB2i,2j(x, y, t, s)dxdy+
C2−i−j
q L2

km

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

π∫
0

B2i,2j(x, y, t, s)dxdy

∣∣∣∣∣∣ .
Отримаємо

|Eζk(t)ζm(s)|=

∣∣∣∣∣∣ 1

µ2
kµ

2
m

π∫
0

π∫
0

Xk(x)Xm(y)
1∑

i,j=0

(−1)i+jq1−i(x)q1−j(y)B2i,2j(x, y, t, s)dxdy

∣∣∣∣∣∣≤
≤

1∑
i,j=0

2C2−i−j
q

πµ2
kµ

2
m

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

π∫
0

sin kx sinmyB2i,2j(x, y, t, s)dxdy

∣∣∣∣∣∣
+

√
2

π

C2−i−j
q L

mµ2
kµ

2
m

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

π∫
0

sin kxB2i,2j(x, y, t, s)dxdy

∣∣∣∣∣∣
+

√
2

π

C2−i−j
q L

kµ2
kµ

2
m

π∫
0

π∫
0

sinmyB2i,2j(x, y, t, s)dxdy+
C2−i−j
q L2

kmµ2
kµ

2
m

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

π∫
0

B2i,2j(x, y, t, s)dxdy

∣∣∣∣∣∣
.
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Далi

π∫
0

π∫
0

sin kx sinmyB2i,2j(x, y, t, s)dxdy =

π∫
0

sin kx

π∫
0

sinmyB2i,2j(x, y, t, s)dydx =

=

π∫
0

sin kx
1

2

π∫
−π

sinmyB2i,2j(x, y, t, s)dydx =

=

π∫
0

sin kx
1

2

π∫
−π

sin(my + π)B2i,2j(x, y +
π

m
, t, s)dydx =

= −1

2

π∫
0

sin kx

π∫
−π

sinmyB2i,2j(x, y +
π

m
, t, s)dydx =

=
1

4

π∫
0

sin kx

π∫
−π

sinmy
(
B2i,2j(x, y, t, s)−B2i,2j(x, y +

π

m
, t, s)

)
dydx =

=
1

4

π∫
−π

sinmy
1

2

π∫
−π

sin kx
(
B2i,2j(x, y, t, s)−B2i,2j(x, y +

π

m
, t, s)

)
dxdy =

=
1

16

π∫
−π

π∫
−π

sin kx sinmy
(
B2i,2j(x, y, t, s)−B2i,2j(x+

π

k
, y, t, s) −

−B2i,2j(x, y +
π

m
, t, s) +B2i,2j(x+

π

k
, y +

π

m
, t, s)

)
dxdy;

π∫
0

π∫
0

sin kxB2i,2j(x, y, t, s)dxdy=
1

4

π∫
0

π∫
−π

sin kx
(
B2i,2j(x, y, t, s)−B2i,2j(x+

π

k
, y, t, s)

)
dxdy;

π∫
0

π∫
0

sinmyB2i,2j(x, y, t, s)dxdy=
1

4

π∫
0

π∫
−π

sinmy
(
B2i,2j(x, y, t, s)−B2i,2j(x, y+

π

m
, t, s)

)
dydx.

Отже

|Eζk(t)ζm(s)| ≤
1∑

i,j=0

C2−i−j
q

µ2
kµ

2
m

 1

8π

π∫
−π

π∫
−π

∣∣∆2,π
k
, π
m
B2i,2j(x, y, t, s)

∣∣ dxdy +
+

√
2

π

L

4m

π∫
0

π∫
−π

∣∣∆x,π
k
B2i,2j(x, y, t, s)

∣∣ dxdy+
+

√
2

π

L

4k

π∫
0

π∫
−π

∣∣∆y, π
m
B2i,2j(x, y, t, s)

∣∣ dydx+ CG,i,j
km

 .
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Лема 2. Нехай виконуються умови леми 1 та збiгаються ряди

∞∑
k=1

∞∑
m=1

τ
(
π
k
, π
m

)
km

φ(k2)φ(m2) <∞;

∞∑
k=1

∞∑
m=1

τ
(
π
k

)
km2

φ(k2)φ(m2) <∞;

∞∑
k=1

∞∑
m=1

τ
(
π
m

)
k2m

φ(k2)φ(m2) <∞.

Тодi ряд

I =
∞∑
k=1

∞∑
m=1

Ck,mµkµmφ(µ
2
k + v0)φ(µ

2
m + v0)

збiгається та мають мiсце нерiвностi

I≤S1

∞∑
k=1

∞∑
m=1

τ
(
π
k
, π
m

)
µkµm

φ(µ2
k+v0)φ(µ

2
m+v0)+S2

∞∑
k=1

∞∑
m=1

τ
(
π
k

)
mµkµm

φ(µ2
k+v0)φ(µ

2
m+v0)+

+S3

∞∑
k=1

∞∑
m=1

τ
(
π
m

)
kµkµm

φ(µ2
k+v0)φ(µ

2
m+v0)+CG

∞∑
k=1

∞∑
m=1

1

kmµkµm
φ(µ2

k+v0)φ(µ
2
m+v0),

де

S1 =
1

8π

1∑
i,j=0

C2−i−j
q C1,i,j, S2 =

√
2

π

L

4

1∑
i,j=0

C2−i−j
q C2,i,j,

S3 =

√
2

π

L

4

1∑
i,j=0

C2−i−j
q C3,i,j, CG =

1∑
i,j=0

C2−i−j
q CG,i,j.

Доведення. Доведення випливає з леми 1.

Лема 3. Нехай для всiх 0 ≤ i, j ≤ 1 виконуються умови∣∣∣∣∣∣
π∫

0

π∫
0

B̃2i,2j(x, y, t, s)dxdy

∣∣∣∣∣∣ ≤ Mi,j

φ2
(

1
|t−s| + v0

) ,
де Mi,j > 0 – константи.

Тодi iснують сталi bk,m > 0 такi, що

|E(ζk(t)− ζk(s))(ζm(t)− ζm(s))| ≤ bk,mφ
−2

(
1

|t− s|
+ v0

)
та для bk,m виконується умова

∞∑
k=1

∞∑
m=1

bk,m <∞.
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Доведення.

E(ζk(t)− ζk(s))(ζm(t)− ζm(s)) = E

 π∫
0

ξ(x, t)Xk(x)dx−
π∫

0

ξ(x, s)Xk(x)dx


×

 π∫
0

ξ(y, t)Xm(y)dy −
π∫

0

ξ(y, s)Xm(y)dy

 =

= E

π∫
0

(ξ(x, t)− ξ(x, s))Xk(x)dx

π∫
0

(ξ(y, t)− ξ(y, s))Xm(y)dy =

=

π∫
0

π∫
0

Xk(x)Xm(y) (B(x, y, t, t)−B(x, y, t, s)B(x, y, s, t) +B(x, y, s, s)) dxdy =

=

π∫
0

π∫
0

Xk(x)Xm(y)B̃(x, y, t, s)dxdy.

Виконуючи перетворення з доведення леми 1 для функцiї B̃ замiсть B отрима-
ємо

E(ζk(t)− ζk(s))(ζm(t)− ζm(s)) =

=
1

µ2
kµ

2
m

1∑
i,j=0

(−1)i+j
π∫

0

π∫
0

Xk(x)Xm(y)q
1−i(x)q1−j(y)B̃2i,2j(x, y, t, s)dxdy.

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

π∫
0

Xk(x)Xm(y)q
1−i(x)q1−j(y)B̃2i,2j(x, y, t, s)dxdy

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ C2

XC
2−i−j
q

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

π∫
0

B̃2i,2j(x, y, t, s)dxdy

∣∣∣∣∣∣ ≤ C2
XC

2−i−j
q Mi,j

φ2
(

1
|t−s| + v0

) .
Тобто

|E(ζk(t)− ζk(s))(ζm(t)− ζm(s))| ≤
1

µ2
kµ

2
m

C2
X

∑1
i,j=0C

2−i−j
q Mi,j

φ2
(

1
|t−s| + v0

) .

Ряд
∞∑
k=1

∞∑
m=1

C2
X

∑1
i,j=0C

2−i−j
q Mi,j

µ2
kµ

2
m

збiгається, оскiльки збiгається ряд
∞∑
k=1

∞∑
m=1

1

k2m2
.
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Теорема 3. Нехай в (1) ξ(x, t) – центроване строго Орлiчеве випадкове
поле з простору LU(Ω) вибiрково неперервне з iмовiрнiстю одиниця, U задо-
вольняє g-умовi. Нехай φ(λ), λ > 0 – неперервна зростаюча функцiя, φ(λ) > 0

при всiх λ > 0, φ(λ) → ∞, λ → ∞, така, що функцiя
λ

φ(λ)
є зростаючою при

λ > v0, де стала v0 ≥ 0. Припустимо при всiх x ∈ [0, π], y ∈ [0, π], t ∈ [0, T ],
s ∈ [0, T ] iснує неперервна похiдна ∂4

∂x2∂y2
B(x, y, t, s) та для деяких неперервних

функцiй τ(δ1, δ2), δ1 ≥ 0, δ2 ≥ 0 та τ(δ), δ ≥ 0 таких, що τ(δ1, δ2) > 0 при
δ1 > 0, δ2 > 0, τ(0, δ2) = τ(δ1, 0) = 0, τ(δ1, δ2) монотонно зростає по δ1 та δ2,
τ(δ) > 0 при δ > 0, τ(0) = 0, τ(δ) монотонно зростає, виконуються умови:

для довiльного ε > 0

ε∫
0

U (−1)

((
φ(−1)

(
1

v

))2
)
dv <∞;

для всiх 0 ≤ i, j ≤ 1 iснують константи C1,i,j > 0, C2,i,j > 0, C3,i,j > 0, 0 ≤
i, j ≤ 1 такi, що

sup
0≥t≥T
0≥s≥T

π∫
−π

π∫
−π

|∆2,δ1,δ2B2i,2j(x, y, t, s)| dxdy ≤ C1,i,jτ(δ1, δ2),

sup
0≥t≥T
0≥s≥T

π∫
0

 π∫
−π

|∆x,δB2i,2j(x, y, t, s)| dx

 dy ≤ C2,i,jτ(δ),

sup
0≥t≥T
0≥s≥T

π∫
0

 π∫
−π

|∆y,δB2i,2j(x, y, t, s)| dy

 dx ≤ C3,i,jτ(δ);

для всiх 0 ≤ i, j ≤ 1 iснують константи Mi,j > 0 такi, що∣∣∣∣∣∣
π∫

0

π∫
0

B̃2i,2j(x, y, t, s)dxdy

∣∣∣∣∣∣ ≤ Mi,j

φ2
(

1
|t−s| + v0

) .
Тодi ряд (6) збiгається рiвномiрно за ймовiрнiстю в областi [0, π] × [0, T ]

(T > 0 – деяка стала), рiвномiрно за ймовiрнiстю збiгаються ряди, отриманi
з (6) почленним диференцiюванням один та два рази по t i один та два рази
по x, та з iмовiрнiстю одиниця задача (1)–(3) має розв’язок, який можна
зобразити у виглядi ряду (6).

Доведення. Твердження теореми випливає з теореми 2 та лем 2, 3.
Висновки. В роботi отриманi умови на коварiацiйну функцiю центровано-

го строго Орлiчевого випадкового поля, що стоїть в правiй частинi рiвняння
коливання струни, що забезпечують iснування розв’язку задачi математичної
фiзики для цього рiвняння у виглядi рiвномiрно збiжного за ймовiрнiстю ряду.
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