
46 О.А. ЖУКОВСЬКА, А.О. ТИТАРЕНКО

УДК 517.9

О.А. Жуковська (Нац. технiчний ун-т України “КПI”)
А.О. Титаренко (Київський нац. ун-т iменi Тараса Шевченка)

ДОСЛIДЖЕННЯ ВИПАДКIВ ДИСТРИБУТИВНОСТI ДЛЯ
СПРЯМОВАНИХ IНТЕРВАЛIВ

The paper of the study distributive cases for directed intervals is offered. Necessary and sufficient
conditions to ensure compliance with the law of distributive have proved.

В статье предложено исследование случаев дистрибутивности для направленных интервалов.
Доказаны необходимые и достаточные условия, которые обеспечивают выполнение закона
дистрибутивности..

Вступ. У багатьох практичних задачах є природним наявнiсть неповної iн-
формацiї про необхiднi для розв’язку задачi величини, коли вiдома тiльки їх
належнiсть до деякого iнтервалу. Отримання розв’язку в явному виглядi задач
з iнтервальною невизначенiстю та неоднозначнiстю в даних, що виникають при
постановцi задачi або на промiжних стадiях процесу розв’язання, призвело до
створення iнтервального аналiзу. Основнi визначення iнтервальних величин,
загальнi алгебраїчнi властивостi iнтервалiв та їх застосування до чисельного
аналiзу вперше наданi в роботах Т.Сунаги [1] та М. Вармуса [2]. Подальший
розвиток математичних аспектiв iнтервальних обчислень можна знайти в мо-
нографiї Р. Мура [3], публiкацiї Л.В Канторовича [4] та багатьох iнших. Така цi-
кавiсть пояснюється тим, що практична реалiзацiя iдеї iнтервального аналiзу –
розгляд множин невизначеностi як самостiйних цiлiсних об’єктiв – вимагає пе-
регляду усiх iс-нуючих на даний момент методiв [5–6]. Основна причина такої
ситуацiї – це алгебраїчна неповнота класичної iнтервальної арифметики, що
призвело до рiзноманiтних пiдходiв до її розширення. Алгебраїчне розширення
класичної iнтервальної арифметики вперше запропоновано в роботах Е. Каухе-
ра [7] та Е. Гарденеса [8]. Показано, що таке узагальнення при збереженнi всiх
важливих властивостей класичного iнтервального аналiзу зводиться до бiльш
замкненого простору як в алгебраїчному, так i в теоретико-множинному сен-
сi. Дослiдження влас-тивостей розширеної iнтервальної арифметики, зокрема,
умов, за яких для iнтервалiв виконується дистрибутивний закон було проведе-
но в [9, 10]. Однак, запропонованi в цих роботах умови, за яких виконується
закон дистрибутивностi, є надто громiздкими, що ускладнює подальшi практи-
чнi застосування. Метою даної статтi є дослiдження можливостi представлення
множини iнтервалiв як об’єднання таких пiдмножин, в яких гарантовано буде
виконуватись закон дистрибутивностi.

Iнтервальнi арифметичнi операцiї у розширеному iнтервальному
просторi Iнтервально-арифметична структура

Y = (I(R),+, x,⊆),

де
I(R) =

{
[x−, x+] | x− < x+, x−, x+ ∈ R

}
множина класичних (або власних) iнтервалiв, розширюється [7, 8] множиною
невласних iнтервалiв

I(R) =
{
[x−, x+] | x− > x+, x−, x+ ∈ R

}
.
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Результат об’єднання множини I(R) класичних (власних) iнтервалiв та мно-
жини I(R) невласних iнтервалiв є множина T (R) спрямованих iнтервалiв

I(R)
∪

I(R) = T (R), T (R) =
{
[x−, x+] | x−, x+ ∈ R

} ∼= R2.

Арифметичнi операцiї додавання та множення розширюються вiд множини
I(R) класичних iнтервалiв до множини T (R) спрямованих iнтервалiв. Iнтер-
вальна операцiя додавання визначається за допомогою формули:

X + Y = [x− + y−, x+ + y+] при X,Y ∈ T (R). (1)

Iнтервальна операцiя множення виконується в залежностi вiд “напрямку”

τ(X) =

{
+, якщо x− ≤ x+,
−, в iнших випадках,

iнтервалiв та їх належнiсть до вiд’ємної або додатної областi

σ(X) =

{
+, якщо x−τ(X) ≤ 0,
−, в iнших випадках,

за формулами:

XY=



[
x−σ(Y )y−σ(X), xσ(Y )yσ(X)

]
, X, Y ∈ T (R) \ Z(R),[

xσ(X)τ(Y )y−σ(X), xσ(X)τ(Y )yσ(X)
]
, X ∈ T (R) \ Z(R), Y ∈ Z(R),[

x−σ(Y )yσ(X)τ(X), xσ(Y )yσ(Y )τ(X)
]
, X ∈ T (R) \ Z(R), Y ∈ Z(R),

[min{x−y+, x+y−},max{x−y−, x+y+}], X, Y ∈Z(R), τ(X)=τ(Y )=+,

[min{x−y−, x+y+},max{x−y+, x+y−}], X, Y ∈Z(R), τ(X)=τ(Y )=−,

0, X, Y ∈ Z(R), τ(X) = −τ(Y ),

(2)

де
Z(R) =

{
X ∈ T (R)|X = [0, 0] або x−x+ < 0

}
.

Iнтервальнi операцiї вiднiмання та дiлення вираженi як складовi операцiй до-
давання та множення

X − Y = X + (−1)Y, X/Y = X(1/Y ),

де 1/Y = [1/y+, 1/y−], якщо Y ∈ T (R) \ Z(R).
Зазначенi арифметичнi операцiї (2) над спрямованими iнтервалами, зокре-

ма, операцiя множення та дiлення, перед безпосереднiм застосуванням потре-
бують попереднього аналiзу первинних характеристик iнтервалiв i не вирiшу-
ють задачу визначення мiнiмального та максимального значень для iнтервалiв,
що мiстять нуль. Тому в [11, 13] нами запропонована, використовуючи форму
центр-радiус iнтервалiв < x, rx >= [x− rx, x+ rx], така класифiкацiя iнтервалiв
(рис.1):

T
(X,Y )
1 (R) =

{
⟨x, rx⟩, ⟨y, ry⟩ |

|x|
|rx|

≥ 1,
|y|
|ry|

≥ 1, x, rx, y, ry ∈ R

}
,
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T
(X,Y )
2 (R) =

{
⟨x, rx⟩, ⟨y, ry⟩ |

|x|
|rx|

< 1,
|x|
|rx|

<
|y|
|ry|

x, rx, y, ry ∈ R

}
,

T
(X,Y )
3 (R) =

{
⟨x, rx⟩, ⟨y, ry⟩|

|x|
|rx|

< 1,
|x|
|rx|

≥ |y|
|ry|

x, rx, y, ry ∈ R

}
,

T
(X,Y )
1 (R)

∪
T

(X,Y )
2 (R)

∪
T

(X,Y )
3 (R) = T (R)×T (R) , (′′×′′ – знак прямого добутку),

яка дозволила отримати формули добутку iнтервалiв у формi центр-радiус:

XY = ⟨xy + sgn(xy)rxry, |x|ry + |y|rx⟩, X, Y ∈ T
(X,Y )
1 (R), (3)

XY = ⟨xy + sgn(yrx)xry, |y|rx + |rx|ry⟩, X, Y ∈ T
(X,Y )
2 (R), (4)

XY = ⟨xy + sgn(xry)yrx, |x|ry + rx|ry|⟩, X, Y ∈ T
(X,Y )
3 (R), (5)

XY = 0 при
(∣∣∣ xrx ∣∣∣ < 1

)
∧
(∣∣∣ yry ∣∣∣ < 1

)
∧ (sgn(rx) = −sgn(ry)) .

Рис. 1. Областi, що вiдповiдають множинам T
(X,Y )
1 (R), T (X,Y )

2 (R), T (X,Y )
3 (R)

Задача полягає у визначеннi необхiдних i достатнiх умов, що забезпечують
виконання закону дистрибутивностi в кожнiй з множин T

(X,Y )
1 (R), T (X,Y )

2 (R),
T

(X,Y )
3 (R).

Основний результат. Для подальшого дослiдження введемо такi позначе-
ння:

T
(A,B)
1 (R) =

{
⟨a, ra⟩, ⟨b, rb⟩ |

|a|
|ra|

≥ 1,
|b|
|rb|

≥ 1, a, ra, b, rb ∈ R

}
,

T
(A,C)
1 (R) =

{
⟨a, ra⟩, ⟨c, rc⟩ |

|a|
|ra|

≥ 1,
|c|
|rc|

≥ 1, a, ra, c, rc ∈ R

}
,

T
(A,B+C)
1 (R) =

{
⟨a, ra⟩, ⟨(b+ c), rc⟩ |

|a|
|ra|

≥ 1,
|b+ c|
|rb + rc|

≥ 1,

a, ra, (b+ c), (rb + rc) ∈ R} ,

T
(A,B)
2 (R) =

{
⟨a, ra⟩, ⟨b, rb⟩ |

|a|
|ra|

< 1,
|a|
|ra|

≤ |b|
|rb|

, a, ra, b, rb ∈ R

}
,
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T
(A,C)
2 (R) =

{
⟨a, ra⟩, ⟨c, rc⟩ |

|a|
|ra|

< 1,
|a|
|ra|

≤ |c|
|rc|

, a, ra, c, rc ∈ R

}
,

T
(A,B+C)
2 (R) =

{
⟨a, ra⟩, ⟨(b+ c), rc⟩ |

|a|
|ra|

< 1,
|a|
|ra|

≤ |b+ c|
|rb + rc|

,

a, ra, (b+ c), (rb + rc) ∈ R} ,

T
(A,B)
3 (R) =

{
⟨a, ra⟩, ⟨b, rb⟩ |

|b|
|rb|

< 1,
|a|
|ra|

≥ |b|
|rb|

, a, ra, b, rb ∈ R

}
,

T
(A,C)
3 (R) =

{
⟨a, ra⟩, ⟨c, rc⟩ |

|c|
|rc|

< 1,
|a|
|ra|

≥ |c|
|rc|

, a, ra, c, rc ∈ R

}
,

T
(A,B+C)
3 (R) =

{
⟨a, ra⟩, ⟨(b+ c), rc⟩ |

|b+ c|
|rb + rc|

< 1,
|a|
|ra|

≥ |b+ c|
|rb + rc|

,

a, ra, (b+ c), (rb + rc) ∈ R} .
Розглянемо за яких умов пара iнтервалiв A,B+C буде належати до пiдмножини
T

(A,B+C)
n (R), n = 1, 2, 3, з тим же значенням n, що i пари iнтервалiв: A,B ∈
T

(A,B)
n (R), A,C∈T (A,C)

n (R). З цiєю метою доведемо таку лему.

Лема 1. Нехай

A,B∈T (A,B)
n (R), A, C∈T (A,C)

n (R), n=1, 2, 3

тодi A, B + C ∈ T (A,B+C)
n (R), якщо bc ≥ 0, rbrc ≥ 0, де b, c, rb, rc − центри та

радiуси iнтервалiв B, C вiдповiдно.

Доведення. 1. Нехай A,B ∈ T (A,B)
1 (R), A,C ∈ T

(A,C)
1 (R). Доведемо, що A,

B + C ∈ T
(A,B+C)
1 (R) при bc ≥ 0, rbrc ≥ 0.

Сума B + C визначається так:

B + C = ⟨b, rb⟩+ ⟨c, rc⟩ = ⟨b+ c, rb + rc⟩.

Iнтервали A,B + C належать множинi T (A,B+C)
1 (R) за умов:

|a|
|ra|

≥ 1,
|b+ c|
|rb + rc|

≥ 1. (6)

Так як A, B ∈ T
(A,B)
1 (R), A,C ∈ T

(A,C)
1 (R), то

|a|
|ra|

≥ 1,
|b|
|rb|

≥ 1,
|a|
|ra|

≥ 1,
|c|
|rc|

≥ 1.

Запишемо нерiвностi |b|
|rb|

≥ 1, |c|
|rc| ≥ 1 у виглядi |b| ≥ |rb|, |c| ≥ |rc| та просуму-

ємо їх:
|b|+ |c| ≥ |rb|+ |rc|,

або
|b|+ |c|
|rb|+ |rc|

≥ 1. (7)

Вiдомо, що |b|+|c| ≥ |b+c|, |rb|+|rc| ≥ |rb+rc|, причому рiвнiсть виконується
тiльки при bc ≥ 0, rbrc ≥ 0 вiдповiдно. Враховуючи цей факт та порiвнюючи
умови (6) i (7) можна зробити висновок, що iнтервали A, B +C належать мно-
жинi T (A,B+C)

1 за умови однакових знакiв центрiв та радiусiв iнтервалiв B, C.
Доведення iнших випадкiв проводиться аналогiчно. Лема доведена.
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Теорема 1. Нехай

A,B∈T (A,B)
n (R), A, C∈T (A,C)

n (R), n=1, 2, 3,

тодi для виконання закону дистрибутивностi

A(B + C) = AB + AC

необхiдно та достатньо виконання такої умови: A, B + C ∈T (A,B+C)
n (R), n=

1, 2, 3.

Доведення. Необхiднiсть. Розглянемо такi випадки: 1. A,B ∈ T
(A,B)
1 (R),

та A,C ∈ T
(A,C)
1 (R), а A, (B + C) ∈ T

(A,B+C)
3 (R). 2. A,B ∈ T

(A,B)
1 (R), та A,C ∈

T
(A,C)
3 (R), а A, (B + C)∈T (A,B+C)

1 (R).
Випадок 1. Нехай A,B ∈ T

(A,B)
1 (R) та A,C ∈ T

(A,C)
1 (R), а A,B + C ∈

T
(A,B+C)
3 (R), тодi за формулою (3) маємо

AB = ⟨ab+ sgn(ab)rarb, |a|rb + |b|ra⟩,

AC = ⟨ac+ sgn(ac)rarc, |a|rc + |c|ra⟩

Визначимо суму :

AB + AC = ⟨a(b+ c) + sgn(a(b+ c))ra(rb + rc), |a|(rb + rc) + (|b|+ |c|)ra⟩. (8)

Так як A,B + C ∈ T
(A,B+C)
3 (R), то добуток iнтервалiв обчислимо за формулою

(5):

A(B + C) = ⟨a(b+ c) + sgn(a(rb + rc))(b+ c)ra, |a|(rb + rc) + ra(|rb + rc|)⟩. (9)

Згiдно з означенням рiвностi двох iнтервалiв: iнтервали AB + AC i A(B + C)
рiвнi, якщо спiвпадають їх центри та радiуси. Розглянемо центри iнтервалiв
AB + AC i A(B + C) та визначимо за яких умов можлива їх рiвнiсть. З (8) та
(9) випливає, що рiвнiсть

a(b+ c) + sgn(a(b+ c))ra(rb + rc) = a(b+ c) + sgn(a(ra + rc))(b+ c)ra

центрiв iнтервалiв AB+AC i A(B+C) можлива тiльки тодi, якщо виконується
рiвнiсть |b+c|

|rb+rc|
= 1, яка суперечить умовi A,B + C ∈ T

(A,B+C)
3 (R).

Випадок 2. Нехай A,B∈T (A,B)
1 (R) та A,C∈T (A,C)

3 (R) а A,B+C∈T (A,B+C)
1 (R),

тодi за формулою (3) для A,B ∈ T
(A,B)
1 (R) маємо

AB = ⟨ab+ sgn(ab)rarb, |a|rb + |b|ra⟩.

Добуток для iнтервалiв A,C ∈ T
(A,C)
3 (R) обчислюємо за формулою (5):

AC = ⟨ac+ sgn(arc)cra, |a|rc + ra|rc|⟩.

Визначимо суму AB + AC:

AB+AC = ⟨a(b+c)+rasgn(a)(rbsgn(b)+csgn(rc)), |a|(rb+rc)+(|b|+|rc|)ra⟩ (10)
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Так як A,B + C ∈ T
(A,B+C)
1 (R), то добуток iнтервалiв обчислимо за формулою

(3):

A(B + C) = ⟨a(b+ c) + sgn(a(b+ c))ra(rb + rc), |a|(rb + rc) + |b+ c|ra⟩ (11)

З (10) та (11) випливає, що рiвнiсть

a(b+ c) + rasgn(a)(rbsgn(b) + csgn(rc)) = a(b+ c) + sgn(a(b+ c))ra(rb + rc),

або

a(b+ c) + rasgn(a)(rbsgn(b) + c sgn(rc)) = a(b+ c) + rasgn(a)sgn(b+ c)(rb + rc)

центрiв iнтервалiв AB+AC i A(B+C) можлива тiльки тодi, якщо виконується
рiвнiсть c

rc
= 1, яка суперечить умовi A,C ∈ T

(A,C)
3 (R).

Iншi можливi випадки доводяться аналогiчно.
Достатнiсть. Нехай A,B∈T (A,B)

1 (R), та A,C∈T (A,C)
1 (R), A,B+C∈T (A,B+C)

1 (R),
тодi за формулою (3) маємо

AB = ⟨ab+ sgn(ab)rarb, |a|rb + |b|ra⟩,

AC = ⟨ac+ sgn(ac)rarc, |a|rc + |c|ra⟩,

A(B + C) = ⟨a(b+ c) + sgn(a(b+ c))ra(rb + rc), |a|(rb + rc) + |b+ c|ra⟩. (12)

Визначимо суму AB + AC:

AB + AC = ⟨a(b+ c) + sgn(a(b+ c))ra(rb + rc), |a|(rb + rc) + (|b|+ |c|)ra⟩. (13)

Так як, згiдно з лемою, A,B+C ∈ T
(A,B+C)
1 (R) при bc ≥ 0, то |b|+ |c| = |b+c|,

тому вираз (13) набуває вигляду

AB + AC = ⟨a(b+ c) + sgn(a(b+ c))ra(rb + rc), |a|(rb + rc) + (|b+ c|)ra⟩. (14)

З порiвняння виразiв (12) та (14) випливає, що має мiсце рiвнiсть

A(B + C) = AB + AC.

Аналогiчним чином проводиться доведення в iнших випадках:

A,B ∈ T
(A,B)
2 (R), та A,C ∈ T

(A,C)
2 (R), A,B + C ∈ T

(A,B+C)
2 (R)

A,B ∈ T
(A,B)
3 (R), та A,C ∈ T

(A,C)
3 (R), A,B + C ∈ T

(A,B+C)
3 (R)

Теорема доведена.
Приклад. Нехай A = ⟨1,−5⟩, B = ⟨1,−2⟩, C = ⟨2,−3⟩. Знайдемо суму

iнтервалiв B = ⟨1,−2⟩, C = ⟨2,−3⟩: B+C = ⟨1+2,−2−3⟩ = ⟨3,−5⟩ . Визначимо,
до якої з пiдмножин T (X,Y )

n (R), n = 1, 2, 3 належить кожна пара iнтервалiв. Для
A = ⟨1,−5⟩, B = ⟨1,−2⟩ виконуються такi умови:

|a|
|ra|

=
1

5
< 1,

|b|
|rb|

=
1

2
,

|a|
|ra|

<
|b|
|rb|

,
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тобто A,B ∈ T
(A,B)
2 (R) . Для A = ⟨1,−5⟩, C = ⟨2,−3⟩:

|a|
|ra|

=
1

5
< 1,

|c|
|rc|

=
2

3
,

|a|
|ra|

<
|c|
|rc|

,

тобто A,C ∈ T
(A,C)
2 (R). Для A = ⟨1,−5⟩, B + C = ⟨3,−5⟩:

|a|
|ra|

=
1

5
< 1,

|b+ c|
|rb + rc|

=
3

5
,

|a|
|ra|

<
|b+ c|
|rb + rc|

,

тобто A,B + C ∈ T
(A,B+C)
2 (R). Так як всi пари iнтервалiв належать до пiдмно-

жини з номером 2, то згiдно з теоремою виконується закон дистрибутивностi.
Перевiримо це. Множення iнтервалiв виконуємо за формулою (4).

AB = ⟨1 · 1 + sgn(1 · (−5)) · 1 · (−2), 1 · (−5) + 5 · (−2)⟩ = ⟨3,−15⟩,

AC = ⟨1 · 2 + sgn(2 · (−5)) · 1 · (−3), 2 · (−5) + 5 · (−3)⟩ = ⟨5,−25⟩,

A(B + C) = ⟨1 · 3 + sgn(3 · (−5)) · 1 · (−5), 3 · (−5) + 5 · (−5)⟩ = ⟨8,−40⟩, (15)

AB + AC = ⟨3,−15⟩+ ⟨5,−25⟩ = ⟨8,−40⟩. (16)

З порiвняння виразiв (15) та (16) випливає, що виконується закон дистрибутив-
ностi.

Висновки. Таким чином, доведенi необхiднi та достатнi умови, що забезпе-
чують виконання закону дистрибутивностi для iнтервалiв, якi належать до однi-
єї з пiдмножин T (X,Y )

n (R), n = 1, 2, 3.
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