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ÑÒIÉÊIÑÒÜ ÏÐÎÖÅÑIÂ Ó ÑÕÅÌI ÓÑÅÐÅÄÍÅÍÍß ÄËß
ÍÀÏIÂÌÀÐÊÎÂÑÜÊÈÕ ÅÂÎËÞÖIÉ

The sufficient conditions for asymptotic stability with probability 1 for semi-Markov random evo-
lutions in averaging scheme in conditions of exponential stability of limit evolution are obtained.

Îäåðæàíî äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ç éìîâiðíiñòþ 1 äëÿ âèïàäêîâèõ íàïiâ-
ìàðîêâñüêèõ åâîëþöié ó ñõåìi óñåðåäíåííÿ çà óìîâè åêñïîíåíöiàëüíî¨ ñòiéêîñòi ãðàíè÷íî¨
åâîëþöi¨.

Âñòóï. Ïèòàííþ çáiæíîñòi âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ξε äî äåÿêîãî ïðîöåñó ξ0

ïðè ε ↓ 0 â ðiçíèõ ñåíñàõ (çà éìîiâðíiñòþ, ç éìîâiðíiñòþ 1, ñëàáêà çáiæíiñòü,
çáiæíiñòü ñêií÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ) ïðèñâÿ÷åíà âåëèêà êiëüêiñòü ðîáiò, ñå-
ðåä ÿêèõ ñëiä âiäçíà÷èòè ðîáîòè [1, 2]. Çàäà÷i, ïðèñâÿ÷åíi çáiæíîñòi, óìîâíî
ìîæíà ðîçäiëèòè íà äâi ãðóïè:

F) çáiæíiñòü íà ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi ÷àñó [0, T ];

I) çáiæíiñòü íà íåñêií÷åííîìó iíòåðâàëi [0,∞).

Ó äàíié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó I) äëÿ íàïiâìàðîêâñüêèõ ïðîöåñiâ(ÍÌÏ)
ó ñõåìi óñåðåäíåííÿ [2,3]. Çàóâàæèìî, ùî õî÷à äàíi çàäà÷i i ¹ ïîäiáíèìè, ïðîòå
ìiñòÿòü ðÿä âiäìiííîñòåé:

1) çàäà÷à I) âèìàãà¹ òèõ æå óìîâ, ùî i çàäà÷à F) i íà ïåðøèé ïîãëÿä ìîæå
ñêëàñòèñÿ âðàæåííÿ, ùî ðîçâ'ÿçàâøè çàäà÷ó I) ìîæíà ãîâîðèòè ïðî òå,
ùî çàäà÷à F) òàêîæ ðîçâ'ÿçàíà. Ïðîòå öå íå òàê, îñêiëüêè ó çàäà÷i F ÿâíî
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ îöiíêà iíòåãðàëiâ íà ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi [0,T];

2) äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i I) ó áiëüøîñòi ðîáiò ïðèïóñêà¹òüñÿ àñèìïòîòè-
÷íà (åêñïîíåíöiàëüíà) ñòiéêiñòü ãðàíè÷íîãî ïðîöåñó ξ0. Äàíà óìîâà ïðè
ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i F) ïðèðîäíî íå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ.

Îòæå, ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i I) âñi óìîâè óìîâíî ìîæíà ïîäiëèòè íà 3 ãðóïè:

1) óìîâè, ÿêi çàáåçïå÷óþòü àñèìïòîòè÷íó (åêñïîíåíöiéíó) ñòiéêiñòü ãðàíè-
÷íîãî ïðîöåñó ξ0. �õ áóäåìî ïîçíà÷àòè ëiòåðàìè A1, A2,...;

2) óìîâè, ùî ãàðàíòóþòü ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i F). Îñêiëüêè ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïðî-
áëåìà óñåðåäíåííÿ, òî äàíi óìîâè áóäåìî ïîçíà÷àòè ëiòåðàìè U1,U2,....
Äàíi óìîâè áóäóòü ñôîðìóëüîâàíi ó òåîðåìi 1;

3) óìîâè, ùî ãàðàíòóþòü áëèçüêiñòü äîãðàíè÷íèõ ïðîöåñiâ ξε òà ãðàíè÷íîãî
ïðîöåñó ξ0 íà íåñêií÷åííîìó iíòåðâàëi ÷àñó ïðè ε ∈ (0, ε0), äå ε0 � äåÿêå
ìàëåíüêå ÷èñëî. Äàíi óìîâè áóäåìî ïîçíà÷àòè, ÿê L1, L2.
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà ïîçíà÷åííÿ. ßê i â ðîáîòàõ [2, 3], ðîçãëÿíåìî
íàïiâìàðêîâñüêó âèïàäêîâó åâîëþöiþ (ÍÌÂÅ) óRd, ùî çàäà¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèì
àäèòèâíèì ôóíêöiîíàëîì [2]:

ξ(t) = ξ(0) +

t∫
0

η(ds;x(s)) +

t∫
0

γ(ds;x(s)), t ≥ 0.

Îäíîðiäíèé åðãîäè÷íèé ìàðêîâñüêèé ñòðèáêîâèé ïðîöåñ ïåðåìèêàíü x(t),
t≥0 ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó ïðîñòîði (E,E) çi ñòàöiîíàðíèì ðîçïîäiëîì π(B), B ∈ E òà
âèçíà÷åíèé íàïiâãðóïîþ Qtφ(x) :=

∫
E

φ(y)Pt(x, dy), t ≥ 0 [2, 4, 5], äå Pt(x,A) :=

P{x(t) ∈ A|x(0) = x}. Íàïiâãðóïà Qt, t ≥ 0 ïîðîäæó¹òüñÿ ãåíåðàòîðîì Q:

Qφ(x) := q(x)

∫
E

P (x, dy)[φ(y)− φ(x)],

äå P (x,A) := P{xk+1 ∈ A|xk = x} � éìîâiðíiñòü ïåðåõîäó äëÿ âêëàäåíîãî ëàí-
öþãà Ìàðêîâà xk, k ≥ 0; q(x) � iíòåíñèâíiñòü ñòðèáêiâ [2,6]. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Π
� ïðîåêòîð ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó x(t), t ≥ 0, R0 � éîãî ïîòåíöiàë(äèâ. [2, 5]):

Πφ(x) =

∫
E

π(dx)φ(x), R0φ(x) :=

∞∫
0

(Qt − Π)φ(x)dt.

Íàïiâìàðêîâñüêi ïðîöåñè [2] η(t;x), t≥0, x∈E â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rd, d≥
1 ïîðîäæóþòüñÿ ïðîöåñàìè ìàðêîâñüêîãî âiäíîâëåííÿ(ÏÌÂ) (ηn, τn), n≥0, äå
ηn := η(τn;xn), xn := x(τn), τn, n ≥ 0 � ìîìåíòè âiäíîâëåííÿ íàïiâìàðêîâñüêîãî
ïðîöåñó. ÏÌÂ çàäàþòüñÿ íàïiâìàðêîâñüêèìè ÿäðàìè [2, 4]:

G(u, dv, t;x) := G(u, dv;x)Fu(t), u ∈ Rd, dv ∈ Rd, t ≥ 0, x ∈ E,

äå óìîâíi ðîçïîäiëè ïðèðîñòiâ âêëàäåíîãî ëàíöþãà Ìàðêîâà ηn, n ≥ 0 âèçíà÷à-
þòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì:

G(u, dv;x) := P{∆ηn+1 ∈ dv|ηn = u, xn = x},∆ηn+1 := ηn+1 − ηn;

óìîâíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ÷àñó ïåðåáóâàííÿ â ñòàíàõ θn+1 := τn+1 − τn âèçíà-
÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

Fu(t) := P{θn+1 ≤ t|ηn = u} = P (θu ≤ t), t ≥ 0.

Íåïåðåðâíà ñêëàäîâà åâîëþöi¨ γ(t), t ≥ 0 ìiæ ìîìåíòàìè âiäíîâëåííÿ τn òà
τn+1, çà óìîâè x(τn) = x, x ∈ E, çàäà¹òüñÿ íàïiâãðóïàìè Γt(x), t ≥ 0 ç ãåíåðàòî-
ðàìè

Γ(x)φ(u) := a(u; x)φ′(u) +

∫
Rd

(φ(u+ v)− φ(u)− vφ′(u))Γ(u, dv; x).

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

mk(u) :=

∞∫
0

tkdFu(t), k = 1, 2;λ(u) := 1/m1(u);
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η(t) :=

t∫
0

η(ds;x(s)), γ(t) :=

t∫
0

γ(ds; x(s))ds;

G(x)φ(u) :=

∫
Rd

G(u, dv;x)φ(u+ v), u ∈ Rd,

b(u; x) :=

∫
Rd

uG(u, dv; x), c(u;x) := a(u;x) + λ(u)b(u;x).

Ç âèùåíàâåäåíèõ îçíà÷åíü çðîçóìiëî, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ îäíîðiäíi íàïiâìàð-
êîâñüêi ïðîöåñè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ν(t) := max{n : τn ≤ t} � ðàõóþ÷èé ïðîöåñ.
Òîäi çãiäíî [2, 6]

τ(t) := τν(t).

Îòæå, íàïiâìàðêîâñüêà âèïàäêîâà åâîëþöiÿ (ÍÌÂÅ) ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó ñõåìi
ñåðié ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ñåði¨ ε→ 0 (ε > 0) ó òàêîìó íîðìóâàííi:

ξε(t) = ξ(0) + ε3[ηε(t) + γε(t)], (1)

ηε(t) :=

t/ε3∫
0

η(ds;x(εs)), γε(t) =

t/ε3∫
0

γ(ds; x(εs)).

Ó ðîáîòi [3] ðîçãëÿíóòî äîñòàòíi óìîâè ñëàáêî¨ çáiæíîñòi äëÿ ñiì'¨ ÍÌÂÅ
(1) ó ñõåìi óñåðåäíåííÿ ïðè ε ↓ 0:

Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

U1) ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ ïåðåêëþ÷åíü ¹ ðiâíîìiðíî åðãîäè÷íèé çi ñòàöiîíàð-
íèì ðîçïîäiëîì π(B), B ∈ E;

U2) ôóíêöiÿ c(u;x) çàäîâîëüíÿ¹ ãëîáàëüíó óìîâó Ëiïøèöÿ ç êîíñòàíòîþ L,
ùî íå çàëåæèòü âiä x;

U3) ñïðàâåäëèâà îöiíêà

sup
x∈E,u∈Rd

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

v2G(u, dv; x)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

v2Γ(u, dv;x)

∣∣∣∣∣∣+
∞∫
0

s2Fu(ds)

 <∞;

U4) çáiæíiñòü ïî÷àòêîâèõ óìîâ òà ¨õ îáìåæåíiñòü:

ξε(0) → ξ0(0), sup
ε>0

E|ξε(0)| ≤ K <∞.

Òîäi ñòîõàñòè÷íèé àäèòèâíèé ôóíêöiîíàë ξε(t), t ≥ 0 (1) ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ
ïðè ε→ 0 äî ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

dξ0(t) = c(ξ0(t))dt, (2)
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ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó

ξ0(0) = ξ0,

äå

c(u) :=

∫
E

π(dx)(a(u; x) + λ(u)b(u;x)).

2. Îñíîâíå òâåðäæåííÿ. Òåîðåìà 1 ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó F) (äèâ. ñò. 93). Ñôîð-
ìóëþ¹ìî òâåðäæåííÿ, ÿêå äà¹ äîñòàòíi óìîâè äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòiéêîñòi äîãðà-
íè÷íèõ ïðîöåñiâ, òîáòî ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó I) äëÿ ÍÌÂÅ (1) ó ñõåìi óñåðåäíåííÿ:

Òåîðåìà 2. Íåõàé:

U) âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1;

A) iñíó¹ ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà V (u), u ∈ Rd äëÿ óñåðåäíåíî¨ ñèñòåìè, ÿêà ìà¹
íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

A1) óìîâà åêñïîíåíöiàëüíî¨ ñòiéêîñòi äëÿ ðîçâ'ÿçêó óñåðåäíåíîãî ðiâíÿ-
ííÿ (2):

c(u)V ′(u) ≤ −c0V (u), c0 > 0;

A2) äîäàòêîâi óìîâè:

|c(u, x)V ′(u)|+ |c(u, x)[c(u, x)V ′(u)]′| ≤ c0V (u), c0 > 0;

A3) ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Fu(t), t ≥ 0 ÷àñó ïåðåáóâàííÿ â ñòàíi θu çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó Êðàìåðà ðiâíîìiðíî ïî u ∈ Rd: iñíó¹ A > 0, ùî äëÿ âñiõ h ∈ (0, A)
ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

sup
u∈Rd

Eehθu <∞;

R1) ìà¹ ìiñöå îöiíêà
inf
u∈Rd

Eθu > 0.

Òîäi äëÿ ε ∈ (0, ε0), äå ε0 � äîñòàòíüî ìàëå, ÍÌÂÅ (1) ïðè äîñòàòíüî
ìàëèõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ |ξε(0)| ≤ c3 çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

P
{
lim
t→∞

|ξε(t)| = 0
}
= 1. (3)

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî [3] êîìïåíñóþ÷èé îïåðàòîð(ÊÎ) Lε ìà¹ âèãëÿä

Lεφ(u, x, t) = ε−3λ(u)

 ∞∫
0

Fu(ds)Qε2sG
ε(x)Γε

s(x)φ(u, x, t+ ε3s)− φ(u, x, t)

 ,
äå I � îäèíè÷íèé îïåðàòîð, îïåðàòîðè Gε(x), x ∈ E âèçíà÷åíi íàñòóïíèì ÷èíîì:

Gε(x)φ(u) :=

∫
Rd

G(u, dv;x)φ(u+ ε3v),
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íàïiâãðóïè Γε
s(x), x ∈ E ïîðîäæóþòüñÿ ãåíåðàòîðàìè

Γε(x)φ(u) := ε3a(u;x)φ′(u) +

∫
Rd

(φ(u+ ε3v)− φ(u)− ε3vφ′(u))Γ(u, dv;x)

òà âîëîäi¹ íàñòóïíèì àñèìïòîòè÷íèì ïðåäñòàâëåííÿì

Lεφ(u, x) = ε−1Qφ(·, x) + C(x)φ(u, ·) + lεφ(u, x) (4)

íà òåñò-ôóíêöiÿõ φ ∈ C2(Rd × E), äå

C(x)φ(u) := c(u; x)φ′(u),

lεφ(u, x) :=

ε−3λ(u) ∞∫
0

Fu(ds) [G
ε(x)− I] [Qε2sΓ

ε
s(x)− I]φ(u, x)+

+ε−3λ(u)

∞∫
0

Fu(ds) (Γ
ε
s(x)− I) (Qε2s − I)φ(u, x)+ (5)

+ε−3λ(u)

∫
Rd

(
φ(u+ ε3v)− φ(u)− ε3vφ′(u)

)
Γ(u, dv; x)+

+Γε(x)

∞∫
0

F u(s)(Γ
ε
s(x)− I)dsφ(u; x)

+ ελ(u)Q2

∞∫
0

F (2)
u (s)Qε2sdsφ(u; x)

 ,
sup

u∈Rd,x∈E
|lεφ(u, x)| → 0 ïðè ε→ 0, φ ∈ C2(Rd × E). (6)

Ðîçãëÿíåìî çáóðåíó ôóíêöiþ Ëÿïóíîâà

V ε(u, x) := V (u) + εV1(u, x), (7)

äå V (u), u ∈ Rd � ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà îïèñàíà ó Òåîðåìi 2, V1(u, x) âèçíà÷à¹òüñÿ
ÿê ðîçâ'ÿçîê ïðîáëåìè ñèíãóëÿðíîãî çáóðåííÿ [2] äëÿ îïåðàòîðà

Lε
0φ(u, x) := ε−1Qφ(·, x) + C(x)φ(u, ·). (8)

Çãiäíî [2] (äèâ. ëåìà 5.1) ðîçâ'ÿçîê ïðîáëåìè ñèíãóëÿðíîãî çáóðåííÿ äëÿ
îïåðàòîðà (8) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiâiäíîøåííÿì

Lε
0V

ε(u, x) = CV (u) + εC(x)V1(u, x), (9)

äå
CV (u) = c(u)V ′(u), V1(u, x) := R0C̃(x)V (u), C̃(x) := C(x)− C.

Ëåìà 1. Ðîçâ`ÿçîê ïðîáëåìè ñèíãóëÿðíîãî çáóðåííÿ äëÿ êîìïåíñóþ÷îãî îïå-
ðàòîðà Lε (4) íà çáóðåíié ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà V ε (7) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøå-
ííÿì

LεV ε(u, x) = CV (u) + lε0(x)V (u), (10)

äå
sup

u∈Rd,x∈E
|lε0(x)φ(u)| → 0 ïðè ε→ 0, φ ∈ C2(Rd). (11)
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ

Lε = Lε
0 + lε,

äå lε çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (5). Çãiäíî (9) òà îñòàííüî¨ ðiâíîñòi, îòðèìà¹ìî
ñïiââiäíîøåííÿ

LεV ε(u, x) = CV (u) + εC(x)V1(u, x) + lεV ε(u, x) =

= CV (u) + εC(x)R0C̃(x)V (u) + lεV (u) + εlεR0C̃(x)V (u) =

= CV (u) + (εC(x)R0C̃(x) + lε + εlεR0C̃(x))V (u) =

= CV (u) + lε0(x)V (u).

Âèêîðèñòîâóþ÷è (6) òà óìîâè U1, A2, ïåðåñâiä÷ó¹ìîñÿ ó âiðíîñòi òâåðäæåíü
ëåìè 1 (10) òà (11).

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè U2-U3, A2, âèáåðåìî ε íàñòiëüêè ìàëèì, ùîá âèêî-
íóâàëîñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

LεV ε(u, x) ≤ −c2V (u), c2 > 0. (12)

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè U1, A2, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ìà¹ ìiñöå îöiíêà

b1V (u) ≤ V ε(u, x) ≤ b2V (u), b1, b2 > 0.

Ðîçãëÿíåìî ðîçøèðåíèé ÏÌÂ

ξεn := ξε(τ εn), x
ε
n := xε(τ εn), τ

ε
n, n ≥ 0. (13)

Ëåìà 2. Ðîçøèðåíèé ÏÌÂ (13) õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ìàðòèíãàëîì

µε
n := φ(ξεn, x

ε
n, τ

ε
n)−

n−1∑
k=0

θk+1φ(ξ
ε
k, x

ε
k, τ

ε
k), n ≥ 1. (14)

Äîâåäåííÿ. Ìàðòèíãàëüíà âëàñòèâiñòü âèïëèâà¹ ç îäíîðiäíîñòi ÊÎ:

E
(
φ(ξεn, x

ε
n, τ

ε
n)− φ(ξεn−1, x

ε
n−1, τ

ε
n−1)|F ε

n−1
)
=

= E (φ(ξε1, x
ε
1, τ

ε
1 )− φ(ξε0, x

ε
0, τ

ε
0 )|F ε

0 ) ,

äå F ε
n � íàòóðàëüíà ôiëüòðàöiÿ ðîçøèðåíîãî ÏÌÂ (13).
Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

Φε(t) := φ(ξε(τ ε(t)), xε(τ ε(t)), τ ε(t)),

Φε
+(t) := φ(ξε(τ ε+(t)), x

ε(τ ε+(t)), τ
ε
+(t)),

äå
τ ε(t) := τ ενε(t), τ

ε
+(t) := τ ενε(t)+1, ν

ε(t) := ν(ε3t), νε+(t) := ν(ε3t) + 1.

Çãiäíî îçíà÷åííÿ, νε+(t) ¹ ìàðêîâñüêèì ìîìåíòîì äëÿ ïîòîêó F ε
n.

Íàäàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ìàðòèíãàëüíó âëàñòèâiñòü âèïàäêîâîãî ïðî-
öåñó

uε(t) := Φε
+(t)−

τε+(t)∫
0

LεΦε(s)ds.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 3.2 [7], îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé ôàêò:
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Ëåìà 3. Ïðè áóäü-ÿêîìó äiéñíîìó çíà÷åííi ïàðàìåòðà c ∈ R1 ïðîöåñ

ζεc (t) := ecτ
ε
+(t)Φε

+(t) +

τε+(t)∫
0

[
cecsΦε

+(s) + ecτ
ε(s)LεΦε(t)

]
ds, (15)

ìà¹ ìàðòèíãàëüíó âëàñòèâiñòü:

E [ζεc (t)− ζεc (s)|F ε
s ] = 0, 0 ≤ s ≤ t,

äå ôiëüòðàöiÿ F ε
t , t ≥ 0 çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

F ε
t := σ {uε(s), xε(s), τ ε(s), 0 ≤ s ≤ t} .

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâèé ïðîöåñ

uε(t) :=

τε+(t)∫
0

[
ecscV ε

+(s) + ecτ
ε(s)LεV ε(s)

]
ds. (16)

Ëåìà 4. Ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà c òà äîñòàòíüî ìà-
ëèõ çíà÷åííÿõ ε â óìîâàõ òåîðåìè 1 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

E {uε(t)− uε(s)|F ε
s } ≤ 0, 0 ≤ s ≤ t. (17)

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî îçíà÷åííÿ (16) îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

uε(t)− uε(s) =

=

τε+(t)∫
τε+(s)

[
ecs1cV ε

+(s1) + ecτ
ε(s1)LεV ε(s1)

]
ds1.

Òîäi

lim
c→0

E {uε(t)− uε(s)|F ε
s } = E


τε+(t)∫

τε+(s)

LεV ε(s1)ds1|F ε
s


Äëÿ τ ε+(s) < τ ε+(t), âèêîðèñòîâóþ÷è (12), îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

LεV ε(s1) < 0

äëÿ s1 ∈ [τ ε+(s), τ
ε
+(t)]. Òîäi

τε+(t)∫
τε+(s)

LεV ε(s1)ds1 < 0,

ç ÷îãî âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

lim
c→0

E {uε(t)− uε(s)|F ε
s } < 0,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè 4.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìè 3 òà 4, îòðèìà¹ìî
Âèñíîâîê 3. Ïîñëiäîâíiñòü

wε
n := ecτ

ε
nV ε

n

¹ ñóïåðìàðòèíãàëîì âiäíîñíî ôiëüòðàöi¨ {F ε
n}n≥0 :

E
{
wε

n+1|F ε
n

}
≤ wε

n.

Ñïðàâäi, çãiäíî îçíà÷åííÿ (15) òà (16) îòðèìà¹ìî

wε
n+1 = ζεc (τ

ε
n+1) + uε(τ εn+1).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìè 3 òà 4, îòðèìà¹ìî

E
{
wε

n+1|F ε
n

}
= E

{
ζεc (τ

ε
n+1) + uε(τ εn+1)|F ε

n

}
=

= E
{
ζεc (τ

ε
n+1))|F ε

n

}
+ E

{
uε(τ εn+1)|F ε

n

}
≤ ζεc (τ

ε
n) + uε(τ εn) = wε

n.

Ðîçãëÿíåìî ïîäiþ
Aε

T,n := {τ εn > T}.

Çãiäíî óìîâè R1 ïðîöåñ ξε(t), t ≥ 0 ¹ ðåãóëÿðíèì, òîáòî

P
{
lim
n→∞

τn = ∞
}
= 1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåãóëÿðíiñòü ïðîöåñó, îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé ôàêò: äëÿ áóäü-
ÿêîãî ∆ > 0 òà T > 0 ∃NT = N(T,∆) ìà¹ ìiñöå îöiíêà

P{Aε
T,n} ≥ 1−∆, n ≥ NT = N(T,∆).

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ
aεn := ec(τ

ε
n−T ), n ≥ 0.

Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ ïîäiÿ Aε
T,n, òîäi a

ε
n ≥ 1. Îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé ëàíöþæîê

íåðiâíîñòåé
P{(ecT sup

n≥NT

V (uεn) > δ) ∩ Aε
T,n} ≤

≤ P{(ecT sup
n≥NT

aεnV (uεn) > δ) ∩ Aε
T,n} ≤ P{( sup

n≥NT

ecτ
ε
nV (uεn) > δ) ∩ Aε

T,n}.

Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ wε
n, îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü äëÿ ∀δ > 0:

P{(ecT sup
n≥NT

V (uεn) > δ) ∩ Aε
T,n} ≤ P{( sup

n≥NT

wε
n > δ) ∩ Aε

T,n}.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ñóïåðìàðòèíãàëüíîþ âëàñòèâiñòþ ïðîöåñó wε
n, n ≥ 0, â ðåçóëü-

òàòi ÷îãî îòðèìà¹ìî îöiíêó:

P{(ecT sup
n≥NT

V (uεn) > δ) ∩ Aε
T,n} ≤ k2V (u),

äå k2 <∞.
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Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà lim|u|→0 V (u) = 0, îòðè-
ìà¹ìî íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ

P{ecT sup
n≥NT

V (uεn) > δ} = P{(ecT sup
n≥NT

V (uεn) > δ) ∩ Aε
T,n}+

+P{(ecT sup
n≥NT

V (uεn) > δ) ∩ Aε
T,n} ≤ k2V (u) + ∆ ≤ 2∆ (18)

ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ u.
Ç äîâiëüíîñòi δ > 0 òà ∆ > 0 îòðèìó¹ìî çáiæíiñòü

P
{
lim
n→∞

|ξεn| = 0
}
= 1. (19)

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ
V ε
T := sup

T≥t
V (ξε(t)).

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2 (3) äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ áóäü-
ÿêîãî δ > 0,∆ > 0 iñíó¹ T = T (δ,∆) > 0, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

P {V ε
T > δ} ≤ ∆.

Îòðèìà¹ìî íàñòóïíó ðiâíiñòü

P{V ε
T >δ}=P

{
(V ε

T >δ) ∩ ( sup
νεn−1>T

θn<k3)

}
+P

{
(V ε

T >δ) ∩ ( sup
νεn−1>T

θn≥k3)

}
. (20)

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ óìîâîþ À3, çãiäíî ÿêî¨ ìîæíà ïiäiáðàòè k3 íàñòiëüêè âåëèêèì,
ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü

P

{
sup

νεn−1>T
θn ≥ k3

}
≤ ∆

2
.

Òîäi äðóãèé äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè (20) òàêîæ áóäå çàäîâîëüíÿòè íåðiâíiñòü

P

{
(V ε

T > δ) ∩ ( sup
νεn−1>T

θn ≥ k3)

}
<

∆

2
.

Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (20). Çàóâàæèìî, ùî äëÿ
t ∈ [τ εn, τ

ε
n+1] ñïðàâåäëèâå ïðåäñòàâëåííÿ

ξε(t) = ξε(τ εn) +

t∫
τεn

η(ds;x(εs)) +

t∫
τεn

γ(ds;x(εs)).

Íà ïîäi¨

{
sup

νεn−1>T
θn < k3

}
îòðèìà¹ìî âêëþ÷åííÿ äëÿ ∀δ1 > 0

{
sup

νεn−1>T
|ξε(t)| > δ1

}
=
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=

 sup
νεn−1>T

∣∣∣∣∣∣ξε(τ εn) +
t∫

τεn

η(ds; x(εs)) +

t∫
τεn

γ(ds; x(εs))

∣∣∣∣∣∣ > δ1

 ⊂

⊂

{
sup

νεn−1≥T
|ξεn|+ k3ε

3 sup
s∈[0,k3]

[|η(s, xεk)|+ |γ(s, xεk)|] > δ1

}
=: Lε

T .

Ñêîðèñòàâøèñü ðiâíiñòþ (19) òà óìîâîþ òåîðåìè U3, âèáåðåìî ïàðàìåòð ε > 0
òàê, ùîá

P

{
Lε

T ∩

(
sup

νεn−1>T
θn < k3

)}
<

∆

2
. (21)

Ñêîðèñòàâøèñü íåïåðåðâíiñòþ ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà V (u) â òî÷öi 0, îòðèìà¹ìî
ñïiââiäíîøåííÿ

P

{
(V ε

T > δ) ∩ ( sup
νεn−1>T

θn < k3)

}
≤ P

{
Lε
T ∩

(
sup

νεn−1>T
θn < k3

)}
<

∆

2
,

äå δ1 = δ1(δ).
Îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî îöiíêó

P {V ε
T > δ} ≤ ∆,

ç ÷îãî, âèêîðèñòîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà V (u) â òî÷öi 0, îòðè-
ìà¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè (3):

P
{
lim
t→∞

|ηε(t)| = 0
}
= 1.

Çàóâàæåííÿ 1. Êîíñòàíòè ε0 > 0 òà u0 ∈ Rd ç òåîðåìè 2 âèçíà÷àþòüñÿ
ç îöiíîê (12), (21) òà (18) âiäïîâiäíî.
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