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The article deals with the properties of polynoms for the division of the ring Φn(x), n ≥ 1, which
are determined by the equality xn − 1 =

∏
d|n

Φd(x). It is found the criterion of the existence of

zeroes Φn(x), above broad enough class of rings and it is shown that the meaning of the polynoms
for division of the ring Φn(x) according to the module pl.
The properties of polynoms for the division of the ring Φn(x), n ≥ 1 which are observed in the
article are applied for finding canonical view of matrix of the finite order above some commutative
rings.

Â ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi ïîëiíîìiâ äiëåííÿ êðóãà Φn(x), n ≥ 1, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ
ðiâíiñòþ xn−1 =

∏
d|n

Φd(x). Çíàéäåíî êðèòåðié iñíóâàííÿ íóëiâ Φn(x) íàä äîñòàòíüî øèðîêèì

êëàñîì êiëåöü òà îá÷èñëåíî çíà÷åííÿ ïîëiíîìiâ äiëåííÿ êðóãà Φn(x) çà ìîäóëåì pl, â êiëüöi
öiëèõ ÷èñåë.
Ðîçãëÿíóòi â ðîáîòi âëàñòèâîñòi ïîëiíîìiâ äiëåííÿ êðóãà Φn(x), n ≥ 1 çàñòîñîâàíî äî çíà-
õîäæåííÿ, ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåííÿ, êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ìàòðèöü ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó íàä
äåÿêèìè êîìóòàòèâíèìè êiëüöÿìè.

Ïîëiíîìè äiëåííÿ êðóãà Φd(x) âèçíà÷àþòüñÿ íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë Z ðiâ-
íiñòþ xn − 1 =

∏
d|n

Φd(x), n ≥ 1, à ìíîãî÷ëåíè, ÿêi ìóëüòèïëiêàòèâíî ¨õ ïîðî-

äæóþòü, ôîðìóëîþ fn(x) = 1 + x+ · · ·+ xn−1, n ≥ 1.
Ó äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ âëàñòèâîñòi ïîëiíîìiâ äiëåííÿ êðóãà Φn(x) òà

ìíîãî÷ëåíiâ fn(x), ÿêi áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç îçíà÷åííÿ àáî øëÿõîì çàñòî-
ñóâàííÿ ôîðìóë ïåðåòâîðåííÿ Ìüîáióñà. Äîâåäåíî, ùî ïîëiíîìè äiëåííÿ êðóãà

Φn(x) ïðè n = pn1
1 . . . pnk

k > 1 íàä êiëüöåì Z[x] ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ìíîãî-

÷ëåíiâ fp1
(
x

n
p1

)
, . . . , fpk

(
x

n
pk

)
. Âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàíi ðîçêëàäè çíàéäåíî

êðèòåðié âèçíà÷åííÿ íóëiâ ïîëiíîìiâ äiëåííÿ êðóãà íàä äîñòàòíüî øèðîêèìè
êëàñàìè àñîöiàòèâíèõ êiëåöü.

Ó ðîáîòi îá÷èñëåíî çíà÷åííÿ ïîëiíîìiâ äiëåííÿ êðóãà Φn(x) â íóëi òà â ±1.
Äîâåäåíî, ùî ïðè n > 1 Φn(0) = 1, à Φn(1) � ïðîñòå ÷èñëî, ÿêùî n � ñòåïiíü
öüîãî ïðîñòîãî ÷èñëà i Φn(1) = 1 â ðåøòi âèïàäêiâ.

Àíàëîãi÷íî ïðè n > 2 ïîêàçàíî, ùî Φn(−1) � ïðîñòå ÷èñëî, ÿêùî n
2
� éîãî

ñòåïiíü i Φn(−1) = 1 â ðåøòi âèïàäêiâ.
Ç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ áåçïîñåðåäíiìè ìiðêóâàííÿìè äîâåäåíî, ùî Φn(x) �

íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí êiëüöÿ Z[x], ÿêùî n � ñòåïiíü àáî ïîäâî¹íà ñòåïiíü ïðî-
ñòîãî ÷èñëà.

Äîâåäåíî, ùî ïîëiíîìè äiëåííÿ êðóãà Φd(x), d |n íàä îáëàñòÿìè öiëiñíîñòi,
â ÿêèõ n ̸= 0, ç òî÷íiñòþ äî îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ ïðè äåÿêèõ óìîâàõ,
ñïiâïàäàþòü ç ìiíiìàëüíèìè ìíîãî÷ëåíàìè ïåðâiñíèõ êîðåíiâ n

d
-ãî ñòåïåíÿ iç 1

¨õ àëãåáðà¨÷íîãî çàìèêàííÿ, à òîìó ó ðîçãëÿíóòèõ âèïàäêàõ ¹ íåçâiäíèìè ìíî-
ãî÷ëåíàìè. Öå ¹ äîñòàòíüî øèðîêèì óçàãàëüíåííÿì âiäîìîãî ðåçóëüòàòó ïðî
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íåçâiäíiñòü ïîëiíîìiâ äiëåííÿ êðóãà íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë, ç ÿêîãî âií, çðî-
çóìiëî, òàêîæ âèïëèâà¹.

Ðîçãëÿíóòå â ðîáîòi âèâ÷åííÿ ïîëiíîìiâ äiëåííÿ êðóãà çàñòîñîâó¹òüñÿ äî çíà-
õîäæåííÿ, ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåííÿ, êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ìàòðèöü ñêií÷åííîãî
ïîðÿäêó íàä äåÿêèìè êëàñàìè êîìóòàòèâíèõ êiëåöü.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîáîòè ñôîðìóëüîâàíi â òåîðåìàõ 1�5.
Áiëüø øèðîêó iíôîðìàöiþ ùîäî ðîçãëÿíóòèõ â ñòàòòi ïèòàíü ìîæíà çíàéòè

â [1�8].

1. Ìóëüòèïëiêàòèâíi ôóíêöi¨. Ôóíêöiÿ θ : N → Z íàçèâà¹òüñÿ ìóëüòè-
ïëiêàòèâíîþ, ÿêùî θ(1) = 1 i θ(ab) = = θ(a)θ(b) äëÿ áóäü-ÿêèõ âçà¹ìíî-ïðîñòèõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a i b.

Ôóíêöiÿ µ : N → Z íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ Ìüîáióñà, ÿêùî µ(1) = 1, µ(n) =
= (−1)k, ÿêùî n � äîáóòîê k ïðîñòèõ ðiçíèõ ÷èñåë i µ(n) = 0 â ðåøòi âèïàäêiâ.

Î÷åâèäíî, ùî äîáóòîê ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ôóíêöié ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ
ôóíêöi¹þ i µ � ìóëüòèïëiêàòèâíà ôóíêöiÿ.

Íåõàé n = pn1
1 · · · pnk

k > 1 � êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà n â äîáóòîê ñòåïåíiâ
ïðîñòèõ ÷èñåë p1, . . . , pk i θ � ìóëüòèïëiêàòèâíà ôóíêöiÿ. Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðå-
âiðêîþ, ðîçêðèâàþ÷è äóæêè, âñòàíîâëþ¹ìî, ùî ìà¹ ìiñöå îñíîâíà âëàñòèâiñòü
ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ôóíêöi¨∑

d|n
θ(d) = (1 + θ (p1) + · · ·+ θ (pn1

1 )) · · · (1 + θ (pk) + · · ·+ θ (pnk
k )) .

Çîêðåìà, ÿêùî çàìiñòü θ ïiäñòàâèòè θµ, òî∑
d|n
θ(d)µ(d) = (1− θ (p1)) · · · (1− θ (pk)) .

ßêùî ïîêëàñòè θ(n) = 1 ïðè n > 1, òî
∑
d|n
µ(d) = 0. Òîìó

∑
d|n
µ
(
n
d

)
=
∑
d|n
µ(d) =

{
0, n ̸= 1,
1, n = 1.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ÿêùî d ïðîáiãà¹ âñi äiëüíèêè ÷èñëà n, ÿêi äiëÿòüñÿ íà t,
òî d

t
ïðîáiãà¹ âñi äiëüíèêè ÷èñëà n

t
. Òîìó∑

d
t |nt

µ
(
n
d

)
=
∑
d
t |nt

µ
(
n
t

∣∣d
t

)
=

{
0, n ̸= t,
1, n = t.

Ùå îäíèì ïðèêëàäîì ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ôóíêöi¨ ¹ ôóíêöiÿ Åéëåðà φ, äå
φ(1) = 1 i φ(n) ïðè n > 1 äîðiâíþ¹ ÷èñëó ÷èñåë iç ìíîæèíè {1, 2, . . . , n}, ÿêi ¹
âçà¹ìíî ïðîñòèìè ç ÷èñëîì n. Òîìó

φ(n) = φ (pn1
1 ) · · ·φ (pnk

k ) , φ(n) = |Z∗n| , äå Zn = Z /nZ , n > 1.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî ÷èñëàìè, ÿêi äiëÿòüñÿ íà ïðîñòå ÷èñëî p ó ìíîæèíi

{1, 2, . . . , pl} ¹ ÷èñëà p, 2p, . . . , pl, ÷èñëî ÿêèõ äîðiâíþ¹ pl−1 i ÿêi ñêëàäàþòü ìíî-
æèíó íåîáîðîòíèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ Zpl . Òîìó

φ
(
pl
)
= pl−pl−1 = pl

(
1− 1

p

)
, 1+φ (p)+· · ·+φ

(
pl
)
= 1+p−1+· · ·+pl−pl−1 = pl.

Òèì ñàìèì äîâåäåíî, ùî

φ(n) = pn1
1

(
1− 1

p1

)
· · · pnk

k

(
1− 1

pk

)
= n

(
1− 1

p1

)
· · ·
(
1− 1

pk

)
.

Ç îñíîâíî¨ âëàñòèâîñòi ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ôóíêöi¨ φ âèïëèâà¹, ùî∑
d|n
φ(d)=(1 + φ (p1) +· · ·+ φ (pn1

1 )) · · · (1 + φ (pk) + · · ·+ φ (pnk
k ))= pn1

1 · · · pnk
k = n,
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à òàêîæ ïðè θ(s) = 1
s
, s ∈ N∑

d|n

µ(d)
d

=
(
1− 1

p1

)
· · ·
(
1− 1

pk

)
.

Äîìíîæèâøè îòðèìàíó ðiâíiñòü íà n, çíàõîäèìî ùå îäíó ôîðìóëó âèçíà÷å-
ííÿ ôóíêöi¨ φ(n) ∑

d|n
µ(d)n

d
= n

(
1− 1

p1

)
· · ·
(
1− 1

pk

)
= φ(n).

Îòæå, ìàþòü ìiñöå ôîðìóëè
n =

∑
d|n
φ(d), φ(n) =

∑
d|n
µ(d)n

d
=
∑
d|n
dµ
(
n
d

)
.

Ïåðåòâîðåííÿ öèõ ôîðìóë ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ïðè f = φ i g(n) = n,
n ∈ N àäèòèâíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ìüîáióñà.

2. Ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ Ìüîáióñà.

Ëåìà 1. Íåõàé f, g � ôóíêöi¨ iç N â äåÿêå àñîöiàòèâíå êiëüöå. Òîäi

g(n) =
∑
d|n

f(d) ⇔ f(n) =
∑
d|n

g(d)µ
(n
d

)
(àäèòèâíå ôîðìóëþâàííÿ) ,

g(n) =
∏
d|n

f(d) ⇔ f(n) =
∏
d|n

g(d)µ(
n
d ) (ìóëüòèïëiêàòèâíå ôîðìóëþâàííÿ) .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé g(n) =
∑
d|n
f(d). Òîäi

∑
d|n
g(d)µ

(
n
d

)
=
∑
d|n

(∑
t|d
f(t)

)
µ
(
n
d

)
=
∑
t|d

∑
d
t |nt

µ
(
n
d

) f(t) = f(n).

Àíàëîãi÷íî iç g(n) =
∏
d|n
f(d) âèïëèâà¹, ùî

∏
d|n
g(d)µ(

n
d ) =

∏
d|n

(∏
t|d
f(t)

)µ(n
d )

=
∏
t|d
f(t)

∑
d
t |nt

µ(n
d )

= f(n).

Íàâïàêè. Íåõàé f(n) =
∑
d|n
g(d)µ

(
n
d

)
. Òîäi

∑
d|n
f(d) =

∑
d|n

(∑
t|d
g(t)µ

(
d
t

))
=
∑
t|d

∑
d
t |nt

µ
(
d
t

) g(t) = g(n).

Àíàëîãi÷íî iç f(n) =
∏
d|n
g(d)µ(

n
d ) âèïëèâà¹, ùî

∏
d|n
f(d) =

∏
d|n

(∏
t|d
g(t)µ(

d
t )

)
=
∏
d|n

(
g(t)

∑
d
t |nt

µ( d
t )
)

= g(n).

3. Ïîëiíîìè äiëåííÿ êðóãà òà ïîðîäæóþ÷i ¨õ ìíîãî÷ëåíè. Íåõàé
Φn(x) i fn(x), n ≥ 1 � ìíîãî÷ëåíè íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë Z òàêi, ùî

xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x), fn(x) = 1 + x+ · · ·+ xn−1.

Ìíîãî÷ëåíè Φn(x) íàçèâàþòüñÿ ïîëiíîìàìè äiëåííÿ êðóãà, à fn(x) � ïîðî-
äæóþ÷èìè ¨õ ìíîãî÷ëåíàìè.
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Çðîçóìiëî, ùî

x− 1 = Φ1(x), Φn(x) =
xn − 1∏
d |n
d ̸= n

Φd(x)
, fn(x) =

xn − 1

x− 1
=
∏
d |n
d ̸= n

Φd(x).

Òîìó, ç iíäóêòèâíèõ ìiðêóâàíü, ïîëiíîìè äiëåííÿ êðóãà â êiëüöi Z[x] âèçíà-
÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî i ¹ ñòðîãî óíiòàðíèìè (íîðìàëiçîâàíèìè) ìíîãî÷ëåíàìè
(ìíîãî÷ëåíè, ñòàðøi êîåôiöi¹íòè ÿêèõ äîðiâíþþòü îäèíèöi). Çîêðåìà, ç ðiâíî-
ñòi

xp
l − 1 = Φ1(x)Φp(x) · · ·Φpl(x) =

(
xp

l−1 − 1
)
Φpl(x),

äå p � ïðîñòå ÷èñëî i l ≥ 1, âèïëèâà¹, ùî

Φpl(x) =
xp

l − 1

xpl−1 − 1
= 1 + xp

l−1

+ · · ·+
(
xp

l−1
)p−1

= fp
(
xpl−1

)
.

Òîìó Φp(x) = fp(x) i Φpl(x) = fp

(
xp

l−1
)
= Φp

(
xp

l−1
)
.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ÿêùî p � ïðîñòå ÷èñëî i (p,m) = 1, òî

xp
lm − 1 =

∏
d|m, 0≤i≤l

Φpld(x) =
∏
d|m

Φpld(x)
(
x

pl−1m − 1
)
.

Öå îçíà÷à¹, ùî∏
d|m

Φpld(x) =
xp

lm − 1

xpl−1m − 1
= fp

(
xp

l−1m
)
= Φp

(
xp

l−1m
)
.

Çàñòîñó¹ìî ëåìó 1 äî ïîëiíîìiâ äiëåííÿ êðóãà.

Ëåìà 2. Ìàþòü ìiñöå ôîðìóëè

Φn(x) =
∏
d|n

(
xd − 1

)µ(n
d ) , Φn(x) =


∏
d|n
fd(x)

µ(n
d ), n ̸= 1,

x− 1, n = 1,

Φn(x)=Φplm(x)=
∏
d|n

Φp

(
xp

l−1d
)µ(m

d )
, n = plm, l ≥ 1, (p,m) = 1, p � ïðîñòå ÷èñëî.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøà ôîðìóëà ëåìè 2 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ ïîëiíîìiâ äiëåí-
íÿ êðóãà i éîãî ïåðåôîðìóëþâàííÿ çà äîïîìîãîþ ìóëüòèïëiêàòèâíîãî ïåðåòâî-
ðåííÿ Ìüîáióñà g(n) = xn − 1 i f(d) = Φd(x), d |n .

Äðóãà ôîðìóëà ëåìè 2 âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

∏
d|n

(
xd − 1

)µ(n
d ) = (x− 1)

∑
d|n

µ(n
d )∏

d|n

fd(x)
µ(n

d ) =


∏
d|n
fd(x)

µ(n
d ), n ̸= 1,

x− 1, n = 1.

Òðåòÿ ôîðìóëà ëåìè 2 òàêîæ âèïëèâà¹ iç ìóëüòèïëiêàòèâíîãî ïåðåòâîðåííÿ

Ìüîáióñà, ÿêùî ïîêëàñòè g(m) = Φp

(
xp

l−1m
)
i f(d) = Φpld(x), d |m .
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Ëåìà 3. Íåõàé n = plm, äå p � ïðîñòå ÷èñëî, (p,m) = 1, l ≥ 1, m ≥ 1. Òîäi

Φn(x) =
Φm

(
xp

l
)

Φm

(
xpl−1

) .
Äîâåäåííÿ. Ç ëåìè 2 âèïëèâà¹, ùî

Φn(x) =
l∏

i=0

∏
d|m

(
xp

id − 1
)µ( n

pid

) , Φm(x) =
∏
d|m

(
xd − 1)µ(

m
d )
)
,

äå 0 ≤ i ≤ l, à d ïðîáiãà¹ âñi äiëüíèêè ÷èñëà m.
Iç ìóëüòèïëiêàòèâíîñòi ôóíêöi¨ µ i âçà¹ìíî¨ ïðîñòîòè ÷èñåë p i m

d
âèïëèâà¹,

ùî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

(
xp

id − 1
)µ( n

pid

)
=



1, 0 ≤ i ≤ l − 2,(
xp

i−1d − 1
)−µ(m

d )
, i = l − 1,(

xp
ld − 1

)µ(m
d )
, i = l.

Öå îçíà÷à¹, ùî

Φn(x) =
∏
d|m

(
xp

ld − 1
)µ(m

d )

(
xpl−1 − 1

)µ(m
d )

=
Φm

(
xp

l
)

Φm

(
xpl−1

) .
Íàñëiäîê 1. ßêùî p2 äiëèòü n, òî Φn(x) = Φn

p
(xp).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé n = plm, (p,m) = 1, m ≥ 1, l ≥ 2. Òîäi

Φn(x) =
Φm

(
xp

l
)

Φm

(
xpl−1

) =
Φm

(
(xp)p

l−1
)

Φm

(
(xp)p

l−2
) = Φn

p
(xp) .

Ç àíàëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü

Φn(x) = Φn
p
(xp) = . . . = Φ n

pl−1

(
xp

l−1
)
.

Çîêðåìà, ç íàñëiäêó 1 âèïëèâà¹, ùî Φpn(x) = Φn (x
p), ÿêùî p äiëèòü n.

Âiäìiòèìî, ùî çà ëåìîþ 3 Φpn(x) =
Φn(xp)
Φn(x)

, ÿêùî p íå äiëèòü n.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé n = pn1
1 · · · pnk

k , äå ni ≥ 1, 1 ≤ i ≤ k. Òîäi

Φn(x) = Φp1···pk

(
xp

n1−1
1 · · · pnk−1

k

)
.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ïîñëiäîâíîãî çàñòîñóâàííÿ íàñëiäêó 1.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî fn(x)− 1 = xfn−1(x) ïðè n > 1 i

(x−1)(fn(x)−1) = (x−1)fn(x)−x+1 = xn−1−x+1 = x
(
xn−1 − 1

)
ïðè n ≥ 1.
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Ëåìà 4. Íåõàé n � íåïàðíå ÷èñëî. Òîäi fn(x)fn(−x) = fn (x
2) ïðè n ≥ 1,

Φn(x)Φn(−x) = Φn (x
2) ïðè n > 1 i Φ1(x)Φ1(−x) = −Φ1 (x

2).

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðè n ≥ 1 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

fn(x)fn(−x) =
xn − 1

x− 1
· x

n + 1

x+ 1
=
x2n − 1

x2 − 1
= fn(x

2).

Íåõàé n = plm > 1, äå p � íåïàðíå ïðîñòå ÷èñëî, m � íåïàðíå ÷èñëî,
(p,m) = 1, l ≥ 1. ßêùî m = 1, òî

Φn(x)Φn(−x) = fp

(
xp

l
)
fl

(
−xpl

)
= fp

(
x2p

l
)
= Φn

(
x2
)
.

Íåõàé m > 1. Ç iíäóêòèâíèõ ìiðêóâàíü ìîæíà ââàæàòè, ùî Φm(x)Φm(−x) =
= Φm (x2). Òîìó

Φn(x)Φn(−x) =
Φm

(
xp

l
)

Φm

(
xpl−1

) · Φm

(
−xpl

)
Φm

(
−xpl−1

) =
Φm

(
x2p

l
)

Φm

(
x2pl−1

) = Φn

(
x2
)
.

Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ âñòàíîâëþ¹ìî, ùî Φ1(x)Φ1(−x) = −Φ1 (x
2).

Íàñëiäîê 3. Íåõàé n = 2lm, äå m � íåïàðíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, l ≥ 1. Òîäi

Φn(x) = Φm

(
−x2l−1

)
ïðè m > 1 i Φn(x) = −Φm

(
−x2l−1

)
ïðè m = 1.

Äîâåäåííÿ. Ïðè m > 1, çãiäíî ç ëåìîþ 4,

Φn(x) =
Φm

(
x2

l
)

Φm

(
x2l−1

) = Φm

(
−x2l−1

)
.

Ïðè m = 1 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

Φn(x) = Φ2l(x) = f2

(
x2

l−1
)
= 1 + x2

l−1

= −Φ1

(
−x2l−1

)
= −Φm

(
−x2l−1

)
.

Çîêðåìà, Φ2m(x) = Φm(−x), ÿêùî m > 1 � íåïàðíå ÷èñëî.

4. Âëàñòèâîñòi ìíîãî÷ëåíiâ fn(x). Àëãîðèòì Åâêëiäà ïîñëiäîâíîãî äiëåí-
íÿ ìíîãî÷ëåíiâ ç îñòà÷åþ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ó êiëüöi R[x] íàä êîìóòàòèâíèì
êiëüöåì R äî óíiòàðíèõ ìíîãî÷ëåíiâ (ìíîãî÷ëåíiâ, ñòàðøi êîåôiöi¹íòè ÿêèõ ¹
îáîðîòíèìè â R), ÿêùî íåíóëüîâi îñòà÷i âiä äiëåííÿ, ÿêi ïðè öüîìó âèíèêàþòü,
òàêîæ ¹ óíiòàðíèìè ìíîãî÷ëåíàìè. Äëÿ òàêèõ ìíîãî÷ëåíiâ íàéáiëüøèé ñïiëü-
íèé äiëüíèê ¹ îñòàííüîþ âiäìiííîþ âiä íóëÿ îñòà÷åþ àëãîðèòìó Åâêëiäà.

Çîêðåìà, òàêèìè ¹ äâî÷ëåíè âèãëÿäó xn − 1, n ≥ 1. Ïðè i ≤ n ìà¹ ìiñöå
ðiâíiñòü

xn − 1 =
(
xi − 1

) (
xn−i + · · ·+ xn−ti

)
+ xn−it − 1 =

(
xi − 1

)
xn−tift

(
xi
)
+ xn−it − 1,

äå n − ti ≥ 0. Ç íå¨ âèïëèâà¹, ùî xi − 1 ïðè i ≤ n äiëèòü xn − 1 òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè i äiëèòü n.
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Ëåìà 5. Íåõàé R � îáëàñòü öiëiñíîñòi, n1, . . . , nk � íàòóðàëüíi ÷èñëà,
k ≥ 2. Òîäi, ç òî÷íiñòþ äî îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ R,

(xn1 − 1, · · · , xnk − 1) = x(n1,...,nk) − 1 ∈ ⟨xn1 − 1, . . . , xnk − 1⟩R[x] .

Äîâåäåííÿ. Çà àëãîðèòìîì Åâêëiäà ïîñëiäîâíîãî äiëåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ ç
îñòà÷åþ, çíàõîäèìî, ùî, ç òî÷íiñòþ äî îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ R, íàéáiëü-
øèé ñïiëüíèé äiëüíèê äâî÷ëåíiâ xn1 − 1 i xn2 − 1 ìà¹ âèãëÿä xd − 1 i íàëåæèòü
⟨xn1 − 1, xn2 − 1⟩R[x], äå d äiëèòü n1 i n2. Òîìó

(xn1 − 1, xn2 − 1) = x(n1,n2) − 1 ∈ ⟨xn1 − 1, xn2 − 1⟩R[x] .

Öÿ ôîðìóëà çà iíäóêöi¹þ ïîøèðþ¹òüñÿ íà ñêií÷åííó êiëüêiñòü ìíîãî÷ëåíiâ
xn1 − 1, · · · , xnk − 1. Àäæå, ç òî÷íiñòþ äî îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ R,

(xn1−1, . . . , xnk−1)−1 =((xn1−1, . . . , xnk−1−1) , xnk − 1)=
(
x(n1,...,nk−1)−1, xnk−1

)
=

= x(n1,...,nk−1),nk) − 1 = x(n1,...,nk) − 1 ∈
⟨
x(n1,...,nk−1) − 1, xnk − 1

⟩
R[x]

∈

∈ ⟨xn1 − 1, . . . , xnk−1 − 1, xnk − 1⟩R[x] .

ßêùî R � îáëàñòü öiëiñíîñòi, òî íå âñÿêèé åëåìåíò êiëüöÿ R[x] ìîæíà âè-
íîñèòè çà çíàê íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà. Îäíàê, â äåÿêèõ âèïàäêàõ öå
ìîæíà ðîáèòè.

Ëåìà 6. Íåõàé R � îáëàñòü öiëiñíîñòi, P1(x), . . . , Pn(x), n ≥ 2 � ìíîãî÷ëå-
íè êiëüöÿ R[x], r ∈ R. Òîäi

((x− r)P1(x), . . . , (x− r)Pn(x)) = (x− r)(P1(x), . . . , Pn(x)).

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äîâiëüíèé äiëüíèê d(x) ìíîãî÷ëåíiâ
(x− r)P1(x), . . . , (x− r)Pn(x) äiëèòü ìíîãî÷ëåí (x− r)(P1(x), . . . , Pn(x)). Çà ïðè-
ïóùåííÿì (x− r)P1(x) = d(x)P ′i (x), äå P

′
i (x) ∈ R[x], 1 ≤ i ≤ n.

Çà òåîðåìîþ Áåçó, ÿêùî ëiíiéíèé äâî÷ëåí íàä îáëàñòþ öiëiñíîñòi äiëèòü
äîáóòîê äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ, òî âií äiëèòü îäèí iç íèõ.

ßêùî x − r äiëèòü d(x), òî d(x) = (x − r)d′(x) i d′(x) äiëèòü ìíîãî÷ëåíè
P1(x), . . . , Pn(x). Òîìó d(x) äiëèòü (x− r)(P1(x), . . . , Pn(x)).

ßêùî x−r íå äiëèòü d(x), òî x−r äiëèòü P ′1(x), . . . , P ′n(x) i Pi(x) = d(x)
P ′
i (x)

x−r .

Öå îçíà÷à¹, ùî d(x) äiëèòü ìíîãî÷ëåíè P1(x), . . . , Pn(x) i, ÿê íàñëiäîê, ìíîãî-
÷ëåí (x− r)(P1(x), . . . , Pn(x)).

Íàñëiäîê 4. Íåõàé R � îáëàñòü öiëiñíîñòi, fn(x) = 1+x+ · · ·+xn−1, n ≥ 1,
n1, . . . , nk, k ≥ 2 � íàòóðàëüíi ÷èñëà. Òîäi, ç òî÷íiñòþ äî îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ
êiëüöÿ R, (fn1(x), . . . , fnk

(x)) = f(nn1 ,...,nk)(x) ∈ ⟨fn1(x), . . . , fnk
(x)⟩R[x].

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî xn − 1 = (x − 1)fn(x). Çãiäíî ç ëåìàìè 3 i 4, ç
òî÷íiñòþ äî îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ R,

(x−1) (fn1(x), . . . , fnk
(x)) = (xn1 − 1, . . . , xnk − 1) = x(n1,...,nk)−1 = (x−1)f(n1,...,nk

(x) ∈

∈ ⟨xn1 − 1, . . . , xnk − 1⟩R[x] ⊂ (x− 1) ⟨fn1(x), . . . , fnk
(x)⟩R[x] .

Ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ íà x− 1 îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ íàñëiäêó 4.
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Ëåìà 7. Íåõàé R � îáëàñòü öiëiñíîñòi. Òîäi â êiëüöi R[x] ìà¹ ìiñöå ôîðìó-
ëà fn1n2(x) = fn1(x) · fn2 (x

n1) = fn2(x) · fn1 (x
n2), äå n1, n2 � äîâiëüíi íàòóðàëüíi

÷èñëà.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

(x− 1)fn1n2(x) = xn1n2 − 1 = (xn1 − 1) · fn2 (x
n1) = (x− 1)fn1(x) · fn2 (x

n1) .

Ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ íà x − 1 îòðèìó¹ìî ôîðìóëó ëåìè 7. Çîêðåìà, ÿêùî d

äiëèòü n, òî fn(x) = fd(x) · fn
d

(
xd
)
= fn

d
(x) · fd

(
x

n
d

)
.

Íàñëiäîê 5. Íåõàé R � îáëàñòü öiëiñíîñòi. Â êiëüöi R[x] ïðè n ≥ 1 ìà¹

ìiñöå ðiâíiñòü fpn(x) = fp(x) . . . fp

(
xp

n−1
)
, äå p � íàòóðàëüíå (íå îáîâ'ÿçêîâî

ïðîñòå) ÷èñëî.

Äîâåäåííÿ. Ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ iíäóêöi¹þ çà ÷èñëîì n. Ïðè n = 1 íà-
ñëiäîê 5 î÷åâèäíèé. Ïðè n > 1, çãiäíî ç ëåìîþ 7, ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü fpn(x) =

= fp(x) · fpn−1 (xp). Çà iíäóêöi¹þ fpn−1(x) = fp(x) . . . fp

(
xp

n−2
)
. Òîìó fpn−1 (xp) =

= fp (x
p) . . . fp

(
xp

n−1
)
. Òèì ñàìèì íàñëiäîê 5 äîâåäåíèé.

Ç íàñëiäêó 5 âèïëèâà¹, ùî ïðè n = pn1
1 · · · pnk

k > 1 ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà

fn(x) =
k∏

i=1

(
nj−1∏
j=0

fpi

(
xp

n1
1 ...p

ni−1
i−1 pji

))
.

Ëåìà 8. Íåõàé R � îáëàñòü öiëiñíîñòi. Â êiëüöi R[x] ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ
n ∈ ⟨fn(x), x− 1⟩R[x].

Äîâåäåííÿ. Ïðè n = 1 òâåðäæåííÿ ëåìè 8 î÷åâèäíå. Ïðè n ≥ 2 äîâåäåííÿ
ëåìè 8 âèïëèâà¹ ç ôîðìóëè

fn(x) = (x− 1)
(
xn−2 + 2xn−3 + · · ·+ (n− 2)x+ n− 1

)
+ n.

Âiäìiòèìî, ùî xn − 1 ∈ ⟨Φn(x)⟩R[x]. Òîìó x
nt − 1 = (xn − 1)ft (x

n) ∈ ⟨Φn(x)⟩R[x]

äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà t. Çîêðåìà, äëÿ áóäü-ÿêîãî äiëüíèêà d > 1

÷èñëà n ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü xn − 1 = x
n
d
d − 1 =

(
x

n
d − 1

)
fd
(
x

n
d

)
, ç ÿêî¨ âèïëèâà¹,

ùî fd
(

n
xd

)
= xn−1

x
n
d −1

∈ ⟨Φn(x)⟩R[x].

Ëåìà 9. Íåõàé R � îáëàñòü öiëiñíîñòi i n1, n2 � ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà,
Φ = ⟨Φn1(x),Φn2(x)⟩R[x]. ßêùî âiäíîøåííÿ n1 i n2 àáî n2 i n1 íå ¹ ñòåïåíÿìè

ïðîñòîãî ÷èñëà, òî 1 ∈ Φ. ßêùî âiäíîøåííÿ ÷èñåë n1 i n2 ¹ ñòåïåíåì ïðîñòîãî
÷èñëà p, òî p ∈ Φ.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ëåìîþ 5 x(n1,n2) − 1 ∈ ⟨xn1 − 1, xn2 − 1⟩R[x]. ßêùî n1 i
n2 íå ¹ äiëüíèêàìè îäèí îäíîãî, òî åëåìåíò (n1, n2) âiäìiííèé âiä n1 i n2 i

1 ∈
⟨

xn1 − 1

x(n1,n2) − 1
,

xn2 − 1

x(n1,n2) − 1

⟩
R[x]

⊂ Φ.

Íåõàé n1

n2
� íàòóðàëüíå ÷èñëî i p � ïðîñòå ÷èñëî, ÿêå äiëèòü n1

n2
. Òîäi n1

p
=
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= n2
n1

n2p
. Çãiäíî ç ëåìîþ 8 i ñêàçàíèì ïåðåä ëåìîþ 9

p ∈
⟨
fp

(
x

n1
p

)
, xn1p − 1

⟩
R[x]

⊂ Φ.

ßêùî n1

n2
íå ¹ ñòåïåíåì ïðîñòîãî ÷èñëà , òî iñíó¹ ïðîñòå ÷èñëî q ̸= p òàêå, ùî

q ∈ Φ. Òîäi 1 = (p, g) ∈ ⟨p, g⟩R ⊂ Φ.

ßêùî R � îáëàñòü öiëiñíîñòi, a1, . . . , an, x1, . . . , xn åëåìåíòè R, b1, . . . , bn,∑
i

xibi � íåíóëüîâi åëåìåíòè R òàêi, ùî a1
b1

= . . .= an
bn

= t. Òîäi a1=b1t,. . ., an=bnt,

∑
i

xiai = t
∑
i

xibi,
a1
b1

= . . . =
an
bn

= t =

∑
i

xiai∑
i

xibi
(âëàñòèâiñòü ðiâíèõ äðîáiâ) .

5. Àäèòèâíi ðîçêëàäè ïîëiíîìiâ äiëåííÿ êðóãà.

Ëåìà 10. Íåõàé n = pn1
1 · · · pnk

k , k ≥ 2, ni ≥ 1, 1 ≤ i ≤ k. Òîäi

1 ∈
⟨
Φ n

p
n1
1

(
xp

n1−1
1

)
, . . . ,Φ n

p
nk
k

(
xp

nk−1

k

)⟩
Z[x]

.

Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ çà ÷èñëîì k. Ïðè k = 2 n
p
n1
1

= pn2
2 i n

p
n2
2

= pn1
1 .

Çãiäíî ç íàñëiäêîì 4, ç òî÷íiñòþ äî çíàêó,

1 = f1(x) = f(p1,p2)(x) = (fp1(x), fp2(x)) ∈ ⟨fp1(x), fp2(x)⟩Z[x] .

Òîìó ïiñëÿ çàìiíè x íà xp
n1−1
1 p

n2−1
2 îòðèìó¹ìî âêëþ÷åííÿ

1 ∈
⟨
fp1

(
xp

n1−1
1 p

n2−1
2

)
= Φ n

p
n2
2

(
xp

n2−1
2

)
, fp2

(
xp

n1−1
1 p

n2−1
2

)
= Φ n

p
n1
1

(
xp

n1−1
1

)⟩
Z[x]

.

Òèì ñàìèì ëåìà 10 ïðè k = 2 äîâåäåíà.
Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ÷èñëà m = pn1

1 · · · pnk−1

k−1 ïðè k − 1 ≥ 2 ëåìà 10 óæå
äîâåäåíà. Öå îçíà÷à¹, ùî

1 ∈
⟨
Φ m

p
n1
1

(
xp

n1−1
1

)
, . . . ,Φ m

p
nk−1
k−1

(
xp

nk−1−1

k−1

)⟩
Z[x]

.

Òîìó ïiñëÿ çàìiíè x íà xp
nk
k îòðèìó¹ìî âêëþ÷åííÿ

1 ∈
⟨
Φ m

p
n1
1

(
xp

n1−1
1 p

nk
k

)
, . . . ,Φ m

p
nk−1
k−1

(
xp

nk−1−1

k−1 p
nk
k

)⟩
Z[x]

.

Äîâåäåìî, ùî ëåìà 10 ìà¹ ìiñöå ïðè n = mpnk
k . Ëåãêî áà÷èòè, ùî n

pn
i

i

=

= pnk
k · m

pn
i

i

, 1 ≤ i ≤ k − 1. Çà ëåìîþ 3

Φ n

p
ni
i

(x) =
Φ m

p
ni
i

(
xp

nk
k

)
Φ m

p
ni
i

(
xp

nk−1

k

) , 1 ≤ i ≤ k − 1.
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Òîìó ïiñëÿ çàìiíè x íà xp
ni−1
i âiäïîâiäíî, îòðèìó¹ìî, ùî

Φ n

p
ni
i

(
xp

ni−1
i

)
=

Φ m

p
ni
i

(
xp

ni−1
i p

nk
k

)
Φ m

p
ni
i

(
xp

ni−1
i p

nk−1

k

) , 1 ≤ i ≤ k − 1.

Öå îçíà÷à¹, ùî

1∈
⟨
Φ n

p
n1
1

(
xp

n1−1
1

)
,· · ·,Φ n

p
nk−1
k−1

(
xp

nk−1−1

k−1

)⟩
Z[x]

⊂
⟨
Φ n

p
n1
1

(
xp

n1−1
1

)
,· · ·,Φ n

p
nk
k−1

(
xp

nk−1

k

)⟩
Z[x]

.

Òåîðåìà 1. Íåõàé n = pn1
1 · · · pnk

k > 1. Ïîëiíîì äiëåííÿ êðóãà Φn(x) ¹ ëiíié-

íîþ êîìáiíàöi¹þ ìíîãî÷ëåíiâ fp1

(
x

n
p1

)
, · · · , fpk

(
x

n
pk

)
â êiëüöi Z[x].

Äîâåäåííÿ ïðîâîäèìî iíäóêöi¹þ çà ÷èñëîì k. Ïðè k = 1, n = pn1
1 òâåðäæåííÿ

òåîðåìè 1 âèïëèâà¹ iç ðiâíîñòi

Φn(x) = Φp
n1
1
(x) = fp1

(
xp

n1−1
1

)
= fp1

(
x

n
p1

)
.

Íåõàé k ≥ 2. Çà ëåìîþ 3

Φn(x) =

Φ
n

p
n1
1

(
xp

n1
1

)
Φ

n

p
n1
1

(
xp

n1−1
1

) = · · · =

Φ
n

p
nk
k

(
x
p
nk
k

)
Φ

n

p
nk
k

(
x
p
nk−1
k

)

Çà âëàñòèâiñòþ ðiâíèõ äðîáiâ äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ u1(x), . . . , uk(x) êiëüöÿ Z[x]
ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

Φn(x) =

k∑
i=1

ui(x)Φ n

p
ni
i

(
xp

ni
i

)
k∑

i=1

ui(x)Φ n

p
ni
i

(
xp

ni−1
i

) ,

ÿêùî
k∑

i=1

ui(x)Φ n

p
ni
i

(
xp

ni−1
i

)
̸= 0.

Çãiäíî ç ëåìîþ 10 iñíóþòü ìíîãî÷ëåíè u1(x), . . . , uk(x) êiëüöÿ Z[x] òàêi, ùî
k∑

i=1

ui(x)Φ n

p
ni
i

(
xp

ni−1
i

)
= 1. Â òàêîìó ðàçi Φn(x) =

k∑
i=1

ui(x)Φ n

p
ni
i

(
xp

ni
i

)
.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ïîëiíîì äiëåííÿ êðóãà Φ n

p
ni
i

(x), 1 ≤ i ≤ k ¹ ëiíié-

íîþ êîìáiíàöi¹þ ìíîãî÷ëåíiâ

fp1

(
x

n

p
ni
i

p1

)
, · · · , fpi−1

(
x

n

p
ni
i

pi−1

)
, fpi+1

(
x

n

p
ni
i

pi+1

)
, · · · , fpk

(
x

n

p
ni
i

pk

)
â êiëüöi Z[x].

Çðîáèâøè çàìiíó x íà xp
ni
i îòðèìó¹ìî, ùî ïîëiíîì äiëåííÿ êðóãà Φ n

p
ni
i

(
xp

ni
i

)
,

1 ≤ i ≤ k ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ìíîãî÷ëåíiâ

fp1

(
x

n
p1

)
, · · · , fpi−1

(
x

n
pi−1

)
, fpi+1

(
x

n
pi+1

)
, · · · , fpk

(
x

n
pk

)
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â êiëüöi Z[x].
Òîìó ïîëiíîìè äiëåííÿ êðóãà Φn(x) ïðè n > 1 ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ìíî-

ãî÷ëåíiâ fp1
(
x

n
p1

)
, . . . , fpk(x

n
pk ) â êiëüöi Z[x].

Òèì ñàìèì òåîðåìà 1 äîâåäåíà.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî ó âèùå ðîçãëÿíóòèõ ìiðêóâàííÿõ êiëüöå Z, áåç îáìåæåííÿ

çàãàëüíîñòi, ìîæíà çàìiíèòè íà äîâiëüíó îáëàñòü öiëiñíîñòi R.
6. Ôîðìóëè Φn(x) i fn(x) â êiëüöi Zp[x]. Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî n = plm,

äå l ≥ 1, m ≥ 1, (p,m) = 1. Îñêiëüêè
∣∣Z∗p ∣∣ = p−1, òî â ïîëi Zp ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

ap−1 = 1 äëÿ áóäü-ÿêîãî a ̸= 0 (ìàëà òåîðåìà Ôåðìà). Òîìó â Zp a
p = a äëÿ âñiõ

a ∈ Z. Îêðiì öüîãî â êiëüöÿõ Zp i Zp[x] ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi (a+ b)p = ap+ bp i,
ÿê íàñëiäîê, (a+ b)p

t

= ap
t
+ bp

t
, f
(
xp

t)
= f(x)p

t
, äå f(x) � äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí

êiëüöÿ Zp[x], t ≥ 0. Òîìó â êiëüöi Zp[x] ìàþòü ìiñöå ôîðìóëè

Φn(x) =
Φm

(
xp

l
)

Φm

(
xpl−1

) = Φm(x)
pl−pl−1

= Φm(x)
φ(pl),

fn(x) = fpl(x)f n

pl

(
xp

l
)
= fp(x) · · · fp

(
xp

l−1
)
fm

(
xp

l
)
=

= fp(x)
1+···+pl−1

fm(x)
pl = fp(x)

fl(p) · fm(x)p
l

.

Ç íèõ âèïëèâà¹, ùî ÿêùî ïðîñòå ÷èñëî p íå äiëèòü íàòóðàëüíå ÷èñëî n, òî äëÿ
áóäü-ÿêîãî l ≥ 1 â Zp[x] ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

Φpln(x) = Φn(x)
φ(pl), fpln(x) = fp(x)

fl(p)fn(x)
pl .

7. Êðèòåðié çíàõîäæåííÿ íóëiâ ïîëiíîìiâ äiëåííÿ êðóãà â àñîöià-
òèâíèõ êiëüöÿõ. Íàéìåíøå ç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, â ÿêîìó ñòåïiíü åëåìåíòà
äåÿêî¨ ãðóïè äîðiâíþ¹ îäèíèöi, íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì åëåìåíòà, à ñàì åëåìåíò
íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíòîì ñêií÷åíîãî ïîðÿäêó. ßêùî òàêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íå
iñíó¹, òî êàæóòü, ùî åëåìåíò íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó.

Åëåìåíòè äåÿêîãî êiëüöÿ R ç 1 ̸= 0, n-à ñòåïiíü ÿêèõ äîðiâíþ¹ îäèíèöi,
ïðèéíÿòî íàçèâàòè êîðåíÿìè n-ãî ñòåïåíÿ iç îäèíèöi öüîãî êiëüöÿ. Êîðåíi k-ãî
ñòåïåíÿ iç îäèíèöi êiëüöÿ R, ïîðÿäîê ÿêèõ äîðiâíþ¹ k, íàçèâàþòüñÿ ïåðâiñíèìè
êîðåíÿìè k-ãî ñòåïåíÿ iç îäèíèöi êiëüöÿ R.

Åëåìåíò êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ äiëüíèêîì íóëÿ, ÿêùî éîãî äîáóòîê ç äåÿêèì
íåíóëüîâèì åëåìåíòîì êiëüöÿ R äîðiâíþ¹ íóëþ.

Íåõàé R � àñîöiàòèâíå êiëüöå ç 1 ̸= 0, r � åëåìåíò öåíòðà ζR êiëüöÿ R.
Âiäîáðàæåííÿ 1 → 1, x → g(x) iíäóêó¹ ãîìîìîðôiçì Z → R, Z[x] → R[x],
à âiäîáðàæåííÿ 1 → 1, x → r ãîìîìîðôiçì R[x] → R[r] ⊂ R, äå îáðàçîì
ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ R[x] ¹ åëåìåíò f(r) ∈ R, ÿêèé óòâîðþ¹òüñÿ ç ìíîãî÷ëåíà
f(x) çàìiíîþ åëåìåíòà x íà r.

Ëåìà 11. Íåõàé R � àñîöiàòèâíå êiëüöå ç 1 ̸= 0, n � íàòóðàëüíå ÷èñëî,
fn(x) = 1 + x + . . . + xn−1, n ≥ 1, a � åëåìåíò öåíòðà ζR ïîðÿäêó n, i �

íàòóðàëüíå ÷èñëî, d = (i, n). Òîäi fn(a
i) = dfn

d
(ad).

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî a
n
d
i = 1 i fd

(
a

n
d
i
)

= fd(1) = d. ßê áó-
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ëî ïîêàçàíî âèùå fn(x) = fn
d
(x)fd

(
x

n
d

)
. Òîìó fn(ai) = dfn

d
(ai). Äîâåäåìî, ùî

fn
d
(ai) = fn

d

(
ad
)
.

Î÷åâèäíî, ùî ai =
(
ad
) i

d i i ∈ dZ + nZ. Íàâïàêè. Â êiëüöi öiëèõ ÷èñåë Z
iñíóþòü öiëi ÷èñëà u i v òàêi, ùî d = ui + vn. Òîìó d ∈ iZ + nZ, ad = (ai)u.
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè A =

{
0d, 1d, . . . ,

(
n
d
− 1
)
d
}
, B =

{
0i, 1i, . . . ,

(
n
d
− 1
)
i
}
. �õ

îáðàçè â êiëüöi Zn = Z /nZ ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ā i B̄ âiäïîâiäíî. Òîäi Ā ⊆ iZ ⊆
⊆ B̄ ⊆ dZ ⊆ Ā. Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíè Ā i B̄ â êiëüöi Zn ñïiâïàäàþòü. Òîìó

fn
d

(
ad
)
=
∑
x∈A

ax =
∑
x∈A

ax̄ =
∑
y∈B

aȳ =
∑
y∈B

ay = fn
d

(
ai
)
.

Òèì ñàìèì äîâåäåíî, ùî fn (ai) = dfn
d
(ai) = dfn

d

(
ad
)
.

Íàñëiäîê 6. ßêùî â ëåìi 11 (i, n) = 1, òî fn (a
i) = fn(a), à ÿêùî i � äiëüíèê

÷èñëà n, òî fn (a
i) = ifn

i
(ai).

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ôîðìóëè ëåìè 11, â ÿêié d = 1, ÿêùî (i, n) = 1 i d = i,
ÿêùî i äiëèòü n.

Íàñëiäîê 7. Íåõàé R � àñîöiàòèâíå êiëüöå ç 1 ̸= 0, a � åëåìåíò ïîðÿäêó
n > 1 öåíòðà ζR êiëüöÿ R, fd

(
a

n
d

)
= 0 äëÿ âñiõ äiëüíèêiâ d ̸= 1 ÷èñëà n. Òîäi

fn(a) = . . . = fn (a
n−1) = 0. ßêùî n íå ¹ äiëüíèêîì íóëÿ â R, òî âiðíî i íàâïàêè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé 1 ≤ i ≤ n − 1, d = (i, n). Çãiäíî ç ëåìîþ 11 fn (ai) =
= dfn

d

(
ad
)
= 0. Íàâïàêè. Íåõàé n íå ¹ äiëüíèêîì íóëÿ â R i fn(a) = . . . =

= fn (a
n−1) = 0. Çãiäíî ç íàñëiäêîì 6 ifn

i
(ai) = fn (a

i) = 0, fn
i
(ai) = 0 äëÿ

áóäü-ÿêîãî äiëüíèêà 1 ≤ i < n ÷èñëà n. Òîìó fd
(
a

n
d

)
= 0 äëÿ âñiõ äiëüíèêiâ

d > 1 ÷èñëà n.

Òåîðåìà 2. Íåõàé R � àñîöiàòèâíå êiëüöå ç 1 ̸= 0, � åëåìåíò öåíòðà ζR
êiëüöÿ R, Φn(a) = 0 äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1. Òîäi fn(a) = · · · =
= fn (a

n−1) = 0. ßêùî n íå ¹ äiëüíèêîì íóëÿ â R, òî âiðíî i íàâïàêè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé n = pn1
1 · · ·pnk

k > 1 i Φn(a) = 0. Òîäi an− 1 =
∏
d|n

Φd(a) = 0 .

Äîâåäåìî òåîðåìó 2 iíäóêöi¹þ çà ÷èñëîì k.

Íåõàé k = 1, n = pn1
1 > 1. Îñêiëüêè Φn(x) = Φp

n1
1
(x) = fp1

(
xp

n1−1
1

)
, òî

fp1

(
ap

n1−1
1

)
= Φn(a) = 0. Íåõàé d = (i, n), äå 1 ≤ i ≤ n − 1. Òîäi d = pl1, äå

0 ≤ l ≤ n1. Çà ëåìîþ 11 fn (ai) = dfn
d

(
ad
)
= pl1fpn1−l

1

(
ap

l
1

)
. Çãiäíî ç íàñëiäêîì 5

fpn−l
1

(x) = fp1(x) · · · fp1
(
xp

n1−l−1
1

)
. Òîìó ïðè x = ap

l
1 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

f
p
n1−l
1

(
ap

l
1

)
= fp1

(
ap

l
1

)
· · · fp1

(
ap

n1−l
1

)
= 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî fn (ai) = pl1fpn1−l
1

(
ap

l
1

)
= 0 äëÿ âñiõ 1 ≤ i ≤ n− 1.

Ïðèïóñòèìî, ùî k > 1 i òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2 äîâåäåíî äëÿ ÷èñåë, ÿêi ¹
äîáóòêàìè ñòåïåíiâ ïðîñòèõ ÷èñåë, ÷èñëî ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ k − 1 i äîâåäåìî
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éîãî äëÿ ÷èñåë, ÿêi ¹ äîáóòêàìè ñòåïåíiâ k ïðîñòèõ ÷èñåë. Çãiäíî ç ëåìîþ 3

Φn(x) =
Φ n

p
ni
i

(
xp

ni
i

)
Φ n

p
nl
i

(
xp

ni−1
i

) ,
äå 1 ≤ i ≤ k. Òîìó Φ n

p
ni
i

(
ap

ni
i

)
= Φn(a)Φ n

p
ni
i

(
ap

ni−1
i

)
= 0 äëÿ âñiõ 1 ≤ i ≤ k.

Îñêiëüêè n > pni
i , òî çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨

f n

p
ni
i

(
ap

ni
i

)
= · · · = f n

p
ni
i

(
a
p
ni
i

(
n

p
ni
i

−1
))

= 0

äëÿ âñiõ 1 ≤ i ≤ k. Òîìó f n

p
ni
i

(
a

(
j+ n

p
ni
i

t

)
p
ni
i

)
= f n

p
ni
i

(
ajp

ni
i

)
= 0, t ∈ Z äëÿ âñiõ

íàòóðàëüíèõ ÷èñåë j, ÿêi íå ¹ êðàòíèìè n
p
ni
i

. Îñêiëüêè fn(x) = fpni
i
(x)·f n

p
ni
i

(
xp

ni
i

)
,

òî ïðè x = aj ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü fn (aj) = 0 äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë j, ÿêi
íå ¹ êðàòíèìè n

p
ni
i

.

Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà 1 ≤ j < n iñíó¹ ÷èñëî i, 1 ≤ i ≤ k òàêå, ùî
n
p
ni
i

íå äiëèòü j, òî fn(a) = · · · = fn (a
n−1) = 0.

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî n íå ¹ äiëüíèêîì íóëÿ â R, òî òåîðåìà 2 âiðíà i íàâ-
ïàêè. Äiéñíî, íåõàé fn(a) = · · · = fn (a

n−1) = 0. Î÷åâèäíî, ùî â òàêîìó ðàçi
n ̸= 1, a ̸= 1 i an − 1 = (a − 1)fn(a) = 0. Íåõàé k � ïîðÿäîê åëåìåíòà a. Òîäi
1 ≤ k ≤ n. ßêùî k < n, òî k ≤ n− 1 i 0 = fn

(
ak
)
= fn(1) = n, ùî ïðîòèði÷èòü

ïðèïóùåííþ. Òîìó a � åëåìåíò ïîðÿäêó n. Çãiäíî ç íàñëiäêîì 7 fd
(
a

n
d

)
= 0 äëÿ

âñiõ äiëüíèêiâ d ÷èñëà n, à, îòæå i âñiõ ïðîñòèõ äiëüíèêiâ d ÷èñëà n. Çãiäíî ç
òåîðåìîþ 1 Φn(a) = 0.

Íàñëiäîê 8. Íåõàé R � àñîöiàòèâíå êiëüöå ç 1 ̸= 0, íàòóðàëüíå ÷èñëî n ̸= 0
â R, a � åëåìåíò öåíòðà ζR êiëüöÿ R, Φn(a) = 0. Òîäi a � ïåðâiñíèé êîðiíü
n-ãî ñòåïåíÿ iç 1 êiëüöÿ R. ßêùî n i ai − 1 íå ¹ äiëüíèêàìè íóëÿ â R äëÿ âñiõ
1 ≤ i < n, òî âiðíî i íàâïàêè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Φn(a) = 0. Òîäi an − 1 =
∏
d|n

Φd(a) = 0, a � êîðiíü n-ãî

ñòåïåíÿ iç 1 êiëüöÿ R. ßêùî n=1, òî a=1 � ïåðâiñíèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ iç 1
êiëüöÿ R. Ïðè n>1, çà òåîðåìîþ 2, ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü fn(a)= · · ·=fn (an−1)=0.
ßêùî ai = 1 äëÿ äåÿêîãî 1 ≤ i < n, òî n = fn(1) = 0, ùî ïðîòèði÷èòü ïðèïó-
ùåííþ.

Íàâïàêè. Íåõàé a � ïåðâiñíèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ iç 1 êiëüöÿ R. ßêùî n = 1,
òî a = 1, Φ1(a) = 0. Íåõàé n > 1, n i ai − 1 íå ¹ äiëüíèêàìè íóëÿ â R äëÿ âñiõ
1 ≤ i < n. Ç ðiâíîñòi (ai − 1)fn (a

i) = ain − 1 = 0 âèïëèâà¹, ùî fn (ai) = 0 äëÿ
âñiõ 1 ≤ i < n. Çà òåîðåìîþ 2 Φn(a) = 0.

Âiäìiòèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè ai − 1, 1 ≤ i < n íå ¹ äiëüíèêîì íóëÿ â R,
óìîâè fn (ai) = 0 i ain − 1 = 0 ðiâíîñèëüíi.

Íàñëiäîê 9. Íåõàé R � îáëàñòü öiëiñíîñòi, íàòóðàëüíå ÷èñëî n ̸= 0 â R,
a ∈ R. Ðiâíiñòü Φn(a) = 0 ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a � ïåðâiñíèé
êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ iç 1 êiëüöÿ R.
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Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 8. Àäæå, ÿêùî a � ïåðâiñíèé êîðiíü n-ãî
ñòåïåíÿ iç 1, òî ai − 1 íå ¹ äiëüíèêàìè íóëÿ â R äëÿ âñiõ 1 ≤ i < n.

Íàñëiäîê 10. Íåõàé R = Zp, p � ïðîñòå ÷èñëî, (n, p) = 1, n ≥ 1. Ïîëiíîì
äiëåííÿ êðóãà Φn(x) ìà¹ êîðåíi â ïîëi Zp òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè n äiëèòü
p− 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a ∈ Zp i Φn(a) = 0 â Zp. Òîäi, çãiäíî ç íàñëiäêîì 9, a �
ïåðâiñíèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ iç 1 ïîëÿ Zp. Îñêiëüêè â ïîëi Zp ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü
ap−1 = 1, òî n äiëèòü p− 1.

Íàâïàêè. ßêùî n äiëèòü p−1, òî a = ε
p−1
n � ïåðâiñíèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ iç

1, äå ε � ïåðâiñíèé êîðiíü p−1-ãî ñòåïåíÿ iç 1 ïîëÿ Zp. Çà íàñëiäêîì 9 Φn(a) = 0.
Íåõàé I � ìíîæèíà âñiõ ïðîñòèõ äiëüíèêiâ çíà÷åíü ìíîãî÷ëåíà ïîçèòèâíîãî

ñòåïåíÿ p(x)∈Z[x] íà ìíîæèíi öiëèõ ÷èñåë, p(0) ̸=0 i n0 äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî,
ÿêå áiëüøå âiä 1 i âñiõ ïîêàçíèêiâ ñòåïåíiâ ïðîñòèõ ÷èñåë, ùî ¹ äiëüíèêàìè p(0).

ßêùî I � ñêií÷åíà ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ïðîñòèõ ÷èñåë p1, . . . , pt i
a = (p1 . . . pt)

n0 , òî p(al), l ≥ 1 íå ìiñòèòü äiëüíèêiâ pk, äå p � ïðîñòå ÷èñëî i
k ≥ n0. Àäæå, â ïðîòèâíîìó âèïàäêó, p ∈ I i pn0 äiëèòü p(0), ùî ïðîòèði÷èòü
ïðèïóùåííþ.

Òîìó p(al) = 0 àáî p(al), ç òî÷íiñòþ äî çíàêó, ¹ äîáóòêîì ñòåïåíiâ ïðîñòèõ
÷èñåë p1, . . . , pt ç ïîêàçíèêàìè ñòåïåíÿ ìåíøèìè âiä n0. Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæè-
íà J çíà÷åíü p(al) ¹ ñêií÷åíîþ ìíîæèíîþ. Íåõàé J ñêëàäà¹òüñÿ ç öiëèõ ÷èñåë
j1, · · · , jr. Òîäi ìíîãî÷ëåí p0(x) = (p(x)− j1) · · · (p(x)− jr) ìà¹ íåñêií÷åíó êiëü-
êiñòü êîðåíiâ al, l ≥ 1. Òîìó p0(x) ≡ 0 i, ÿê íàñëiäîê, ìíîãî÷ëåí p(x) íå ¹
ìíîãî÷ëåíîì ïîçèòèâíîãî ñòåïåíÿ.

Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ ïîêàçó¹, ùî I - íåñêií÷åíà ìíîæèíà. Òîìó iñíó¹ íå-
ñêií÷åííå ÷èñëî ïðîñòèõ ÷èñåë p, äëÿ ÿêèõ ìíîãî÷ëåí p(x) ìà¹ êîðåíi â ïîëi
Zp.

Çîêðåìà, ÿêùî â ðîëi p(x) âèáðàòè ïîëiíîì äiëåííÿ êðóãà Φn(x), òî iñíó¹
íåñêií÷åííå ÷èñëî ïðîñòèõ ÷èñåë p òàêèõ, ùî Φn(x) ìà¹ êîðåíi â Zp i, çãiäíî ç
íàñëiäêîì 10, n äiëèòü p− 1, p ∈ 1 + nZ.

Íàñïðàâäi äëÿ áóäü-ÿêèõ âçà¹ìíî ïðîñòèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m i n iñíó¹
íåñêií÷åííå ÷èñëî ïðîñòèõ ÷èñåë p, òàêèõ ùî p ∈ m+ nZ (òåîðåìà Äiðiõëå).

8. Êîðåíi ç îäèíèöi â êîìóòàòèâíèõ êiëüöÿõ. Íåõàé G � ãðóïà, ïîðÿäêè
âñiõ åëåìåíòiâ ÿêî¨ îáìåæåíi äåÿêèì ÷èñëîì. Íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ïîðÿäêiâ
âñiõ åëåìåíòiâ ãðóïè G íàçèâàþòü åêñïîíåíòîþ ãðóïè G i ïîçíà÷àþòü expG.

Ó òèõ âèïàäêàõ, êîëè ìîâà éäå ïðî åêñïîíåíòó ââàæàþòü, ùî âîíà iñíó¹.
ßñíî, ùî gexpG = 1 äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ g ãðóïè G.

Ëåìà 12. Åêñïîíåíòà êîìóòàòèâíî¨ ãðóïè ¹ íàéìåíøèì ç íàòóðàëüíèõ
÷èñåë, ÿêi îáìåæóþòü ïîðÿäêè âñiõ åëåìåíòiâ ãðóïè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � êîìóòàòèâíà ãðóïà, ïîðÿäêè âñiõ åëåìåíòiâ ÿêî¨
îáìåæåíi äåÿêèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì n0 i g0 � åëåìåíò ãðóïè G ïîðÿäîê ÿêîãî
äîðiâíþ¹ n0. Î÷åâèäíî, ùî n0 ≤ expG.

Íåõàé p � äîâiëüíå ïðîñòå ÷èñëî i pt, t ≥ 0 � íàéáiëüøà ñòåïiíü ÷èñëà p,
ÿêà äiëèòü n0. Òîäi g

pt

0 ìà¹ ïîðÿäîê n0

pt
. Çðîçóìiëî, ùî ÿêùî ãðóïà G ìiñòèòü

åëåìåíò, ïîðÿäîê ÿêîãî äiëèòüñÿ íà pt+1, òî âîíà ìiñòèòü åëåìåíò h, ïîðÿäîê
ÿêîãî äîðiâíþ¹ pt+1. Â òàêîìó ðàçi ïîðÿäêè åëåìåíòiâ gp

t

0 i h ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè
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÷èñëàìè n0

pt
i pt+1 âiäïîâiäíî. Òîìó ïîðÿäîê åëåìåíòà gp

t

0 h äîðiâíþ¹ n0

pk
· pt+1 =

n0p > n0, ùî ïðîòèði÷èòü ïðèïóùåííþ. Òèì ñàìèì äîâåäåíî, ùî ïîðÿäêè âñiõ
åëåìåíòiâ ãðóïè G äiëÿòü n0. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì åêñïîíåíòè ãðóïè G ìà¹ ìiñöå
íåðiâíiñòü expG ≤ n0 i, ÿê íàñëiäîê, expG = n0.

Öå îçíà÷à¹, ùî åêñïîíåíòà áóäü-ÿêî¨ êîìóòàòèâíî¨ ãðóïè ñïiâïàäà¹ ç íàéâè-
ùèì ïîðÿäêîì ¨¨ åëåìåíòiâ.

Çîêðåìà, åêñïîíåíòà ñêií÷åíî¨ êîìóòàòèâíî¨ ãðóïè G äiëèòü ¨¨ ïîðÿäîê |G|,
à òîìó expG ≤ |G|. Áiëüøå òîãî, ñêií÷åíà êîìóòàòèâíà ãðóïà ¹ öèêëi÷íîþ òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè expG = n0 = |G|. Òîìó ïðÿìèé äîáóòîê ñêií÷åíèõ êîìóòà-
òèâíèõ ãðóï ¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè öi ãðóïè ¹ öèêëi÷íèìè
ãðóïàìè ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòèõ ïîðÿäêiâ.

Ëåìà 13. Íåõàé R � îáëàñòü öiëiñíîñòi, G � ïiäãðóïà ãðóïè R∗ åêñïîíåíòè
expG. Òîäi G � ñêií÷åíà öèêëi÷íà ãðóïà, ïîðÿäîê ÿêî¨ |G| = expG.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé, ÿê â ëåìi 13, g0 � åëåìåíò íàéâèùîãî ïîðÿäêó n0 ãðó-
ïè G, n0 = expG. Îñêiëüêè âñi åëåìåíòè 1, g0, · · · , gn0−1

0 ¹ ðiçíèìè êîðåíÿìè
äâî÷ëåíà xn0 − 1, òî â êiëüöi R [x] ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä

xn0 − 1 = (x− 1)(x− g0) · · ·
(
x− gn0−1

0

)
.

Ç íüîãî âèïëèâà¹, ùî G = ⟨g0⟩ � öèêëi÷íà ãðóïà, ÿêà ïîðîäæåíà åëåìåíòîì
íàéâèùîãî ïîðÿäêó g0 ãðóïè G. Ïðè öüîìó |G| = n0 = expG.

Íàñëiäîê 11. Íåõàé R � îáëàñòü öiëiñíîñòi, n � íàòóðàëüíå ÷èñëî, G �
ãðóïà êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ iç 1 êiëüöÿ R. Òîäi G � ñêií÷åíà öèêëi÷íà ãðóïà,
ïîðÿäîê ÿêî¨ |G| = expG äiëèòü n.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî |G| = expG = n0 äiëèòü n. Òîìó, çãiäíî ç ëåìîþ
13, G � ñêií÷åíà öèêëi÷íà ãðóïà, ïîðÿäîê ÿêî¨ äiëèòü n.

Ãðóïà êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ iç 1 îáëàñòi öiëiñíîñòi R ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè êîðå-
íiâ n-ãî ñòåïåíÿ iç 1 àëãåáðà¨÷íîãî çàìèêàííÿ Q(R) ïîëÿ âiäíîøåíü Q(R) êiëüöÿ
R, ÿêà òàêîæ ¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ.

ßêùî ïðè öüîìó n ̸= 0 â R, òî n ∈ Q(R)∗, õàðàêòåðèñòèêà charQ(R) ïîëÿ
Q(R) íå äiëèòü n. Iç âçà¹ìíî¨ ïðîñòîòè ìíîãî÷ëåíiâ xn − 1 i nxn−1 ïðè n > 1
â Q(R)[x] âèïëèâà¹, ùî âñi n êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ iç 1 â Q(R) ¹ ðiçíèìè. Âîíè
óòâîðþþòü öèêëi÷íó ãðóïó ïîðÿäêó n, ïîðîäæóþ÷èé åëåìåíò ÿêî¨ ¹ ïåðâiñíèì
êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ iç 1.

ßêùî n = 0, òî n = plk, äå p = charQ(R) � ïðîñòå ÷èñëî, l ≥ 1, (p, k)=1,

k ∈ Q(R)∗. Îñêiëüêè xn − 1 =
(
xk − 1

)pl
, òî êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ iç 1 ïîëÿ Q(R)

¹ êîðåíÿìè k-ãî ñòåïåíÿ iç 1 i óòâîðþþòü öèêëi÷íó ãðóïó ïîðÿäêó k, ïîðîäæó-
þ÷èé åëåìåíò ÿêî¨ ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì k-ãî ñòåïåíÿ iç 1.

Òåîðåìà 3. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1 ̸= 0, n � íàòóðàëüíå ÷èñëî,
J � ïðîñòèé iäåàë R, òàêèé ùî âñi åëåìåíòè ìíîæèíè n+ J íå ¹ äiëüíèêàìè
íóëÿ â R, G � ãðóïà êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 êiëüöÿ R. Òîäi G � ñêií÷åíà
öèêëi÷íà ãðóïà, ïîðÿäîê ÿêî¨ äiëèòü n.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Ḡ = ΛJG, äå ΛJ : R → R̄ = R /J � íàòóðàëüíèé ãîìî-
ìîðôiçì. ßêùî g ∈ G

∩
kerΛJ , òî g = 1 + j, äå j ∈ J . Ç ðiâíîñòi (1 + j)n = 1

âèïëèâà¹, ùî j(n+ jr) = 0, äå r ∈ R. Îñêiëüêè n+ jr íå ¹ äiëüíèêîì íóëÿ â R,
òî j = 0 i g = 1. Öå îçíà÷à¹, ùî ΛJ : G→ Ḡ ¹ içîìîðôiçìîì ãðóï G i Ḡ.
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Çãiäíî ç íàñëiäêîì 11, Ḡ = ⟨ε̄⟩ � ñêií÷åíà öèêëi÷íà ãðóïà, ïîðÿäîê ÿêî¨ k
äiëèòü n, ε ∈ G. Îñêiëüêè G i Ḡ � içîìîðôíi ãðóïè, òî G = ⟨ε⟩ � ñêií÷åíà
öèêëi÷íà ãðóïà, ïîðÿäîê ÿêî¨ k äiëèòü n. Ïðè öüîìó εi− εj /∈ J äëÿ âñiõ 1 ≤ i ̸=
̸= j ≤ k.

Íàñëiäîê 12. Íåõàé â óìîâàõ òåîðåìè 3 (1 + J)t = 1, äå (n, t) = 1. Òîäi
ãðóïà G içîìîðôíà ãðóïi âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ iç 1 êiëüöÿ R.

Äîâåäåííÿ. Çà íàñëiäêîì 11 êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 êiëüöÿ R óòâîðþþòü
öèêëi÷íó ãðóïó G′, ïîðÿäîê ÿêî¨ äiëèòü n. Î÷åâèäíî, ùî G ⊂ G′.

Íåõàé r ∈ R, òàêèé ùî r̄ ïîðîäæó¹ ãðóïó G′. Òîäi r̄t òàêîæ ïîðîäæó¹ ãðóïó
G′. Îñêiëüêè rn ∈ 1 + J , òî rnt = 1, rt ∈ G i, ÿê íàñëiäîê, G′ ⊂ G. Òîìó G = G′.
Çà òåîðåìîþ 3 ãðóïè G i G = G′ � içîìîðôíi. Òèì ñàìèì äîâåäåíî, ùî ãðóïà G
içîìîðôíà ãðóïi âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ iç 1 êiëüöÿ R.

Iç òåîðåìè 3 âèïëèâà¹, ùî ÿêùî R � êîìóòàòèâíå ëîêàëüíå êiëüöå, n ∈ R∗,
J = J(R) � ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êiëüöÿ R, òî êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ iç 1 êiëüöÿ R
óòâîðþþòü ñêií÷åííó öèêëi÷íó ãðóïó, ïîðÿäîê ÿêî¨ äiëèòü n.

ßêùî ïðè öüîìó (1 + J(R))t = 1, (t, n) = 1, òî ãðóïà êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ iç
1 êiëüöÿ R i ïîëÿ R /J(R) ¹ içîìîðôíèìè.

Âiäìiòèìî, ùî â äîâiëüíié îáëàñòi öiëiñíîñòi òiëüêè ±1 ¹ êîðåíÿìè äðóãîãî
ñòåïåíÿ iç 1. Òîìó, ÿêùî J � ïðîñòèé iäåàë, n = 2, åëåìåíòè ìíîæèíè 2+J íå ¹
äiëüíèêàìè íóëÿ â R, òî ãðóïà êîðåíiâ 2-ãî ñòåïåíÿ iç 1 êiëüöÿ R íàëåæèòü ±1.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî â êiëüöi R[x]

xn − 1 =
(
xk
)n

k − 1 =
(
xk − 1

)
fn

k

(
xk
)
, fn

k

(
xk
)
=

∏
d|n , d-k

Φd(x) =
∏

d|nk , d̸=1

Φd

(
xk
)
.

Ç òåîðåìè 3 âèïëèâà¹, ùî ìíîãî÷ëåí fn
k

(
xk
)
íå ìà¹ êîðåíiâ â R̄ = R /J .

Àäæå, ÿêùî r ∈ R i fn
k

(
r̄k
)
= 0̄, òî r̄n = 1̄ i, ÿê íàñëiäîê, òåîðåìè 3, r̄k = 1̄ i

0̄ = fn
k

(
r̄k
)
= n̄

k
. Òîìó n ∈ J i n+ J ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò, ùî ïðîòèði÷èòü

ïðèïóùåííþ ïðî òå, ùî âñi åëåìåíòè ìíîæèíè n+ J íå ¹ äiëüíèêàìè íóëÿ â R.
Öå îçíà÷à¹, ùî ïîëiíîìè äiëåííÿ êðóãà Φd(x), d |n , d ̸= k i Φd

(
xk
)
, d
∣∣n
k
,

d ̸= 1 íå ìàþòü êîðåíiâ â êiëüöÿõ R̄ i R.
Íåõàé R � îáëàñòü öiëiñíîñòi, â ÿêié J = 0, n ̸= 0, k = 1. Òîäi n � íåïàðíå

÷èñëî i Φd(x), d |n , d ̸= 1 íå ìàþòü êîðåíiâ â R.
Çîêðåìà, Φ3(x) = x2 + x + 1 íå ìà¹ êîðåíiâ i ¹ íåçâiäíèì â ïîëi Zp, ÿêùî 3

íå äiëèòü p− 1.
Îäíàê, ðîçðàõîâóâàòè íà òå, ùî ïîëiíîìè äiëåííÿ êðóãà Φn(x) ¹ íåçâiäíèìè

íàä ïîëÿìè, â ÿêèõ âîíè íå ìàþòü êîðåíiâ i n ̸= 0 íå ìîæíà. Àäæå, íàä ïîëåì
R = Z3

[√
5
]
, â ÿêîìó 5 ̸= 0 i íå ìiñòèòü íåîäèíè÷íèõ êîðåíiâ 5-ãî ñòåïåíÿ iç 1,

ïîëiíîì äiëåííÿ êðóãà

Φ5(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1 =
(
x2 −

(√
5 + 1

)
x+ 1

)(
x2 +

(√
5− 1

)
x+ 1

)
íå ìà¹ êîðåíiâ â R, àëå ¹ çâiäíèì.

9. Ñòðóêòóðà êiëüöÿ Zpl . Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî, l � íàòóðàëüíå ÷èñëî.
Òîäi Zpl � êîìóòàòèâíå ëîêàëüíå êiëüöå ç ðàäèêàëîì pZpl i ôàêòîð-êiëüöåì ïî
ðàäèêàëó, ÿêå içîìîðôíå ïîëþ Zp.
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Îñêiëüêè p− 1 ∈ Z∗
pl
,
(
1 + pZpl

)pl
= 1 â Zpl , òî, çãiäíî ç íàñëiäêîì 12, ãðóïà

êîðåíiâ p−1-ãî ñòåïåíÿ iç 1 êiëüöÿ Zpl içîìîðôíà ãðóïi êîðåíiâ p−1-ãî ñòåïåíÿ
iç 1 ïîëÿ Zp , ÿêå ¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó p− 1. Òèì ñàìèì äîâåäåíî, ùî
êiëüöå Zpl ìiñòèòü öèêëi÷íó ãðóïó ïîðÿäêó p− 1.

ßê áóëî ñêàçàíî âèùå ïîðÿäîê ãðóïè Z∗
pl
äîðiâíþ¹ φ(pl) = pl−1(p− 1). Òîìó

ãðóïà Z∗
pl
¹ îäèíè÷íîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè p = 2 i l = 1, à íåîäèíè÷íà ãðóïà

Z∗
pl
ìà¹ ïàðíèé ïîðÿäîê.

Ëåìà 14. Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî, l ≥ 1. Åëåìåíò 1 + p â êiëüöi Zpl ïîðî-
äæó¹ öèêëi÷íó ãðóïó ïîðÿäêó pl−1 ïðè p > 2 àáî ïðè p = 2, l ≤ 2 i öèêëi÷íó
ãðóïó ïîðÿäêó pl−2 ïðè p = 2, l ≥ 3, ÿêà íå ìiñòèòü −1.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðè (p, t) = 1 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

(1 + pit)p = 1 + pi+1t+
p(p− 1)

2

(
pit
)2

+ . . . = 1 + pi+1t1,

äå (p, t1) = 1 ïðè p > 2, i ≥ 1 àáî p = 2, i > 1. Â öèõ âèïàäêàõ ïîðÿäîê åëåìåíòà
1 + pit â ãðóïi Z∗

pl
äîðiâíþ¹ pl−i.

Òîìó åëåìåíò 1 + p ïðè p > 2 ìà¹ ïîðÿäîê pl−1. Öå òâåðäæåííÿ, ÿê ïîêàçó¹
áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà, çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì i ïðè p = 2, l ≤ 2.

Íåõàé p = 2, l ≥ 3. Åëåìåíò (1 + p)p = 1 + p3, çãiäíî ç âèùåñêàçàíèì, ìà¹
ïîðÿäîê pl−3 . Òîìó åëåìåíò 1 + p ìà¹ ïîðÿäîê pl−2.

ßêùî ïðè öüîìó −1 = (1+p)s, òî p2 äiëèòü 2+ps, (p, s) = 1, 1 = (1+p)ps, pl−2

äiëèòü ps. Òîìó ïðè l > 3 åëåìåíò -1 íå ¹ ñòåïåíåì åëåìåíòà 1 + p. ßê ïîêàçó¹
áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà, öå òâåðäæåííÿ çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì i ïðè p = 2, l = 3.

Ç âèùå íàâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî ãðóïà Z∗
pl
ïðè p > 2 ìiñòèòü öèêëi÷íi ïiä-

ãðóïè ïîðÿäêiâ p−1 i pl−1, à òîìó ¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó φ(pl). Ïðè p = 2,
l = 1 ãðóïà Z∗

pl
¹ îäèíè÷íîþ, à ïðè p = 2, l = 2 ¹ öèêëi÷íîþ. Ïðè p = 2, l ≥ 3

ãðóïà Z∗
pl
¹ ïðÿìèì äîáóòêîì öèêëi÷íèõ ãðóï ïîðÿäêiâ pl−2 i p, ïîðîäæåíèõ

åëåìåíòîì 1 + p i åëåìåíòîì -1 âiäïîâiäíî, à òîìó íå ¹ öèêëi÷íîþ.
Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî a � åëåìåíò ïîðÿäêó p− 1 ãðóïè Z∗

pl
, òî

a = ap = . . . = ap
l−1

= ap
l

, (ai − 1)(fp(a
i)− 1) = ai(ai(p−1) − 1) = 0,

ïðè i ≥ 1. Îñêiëüêè êîìóòàòèâíà ãðóïà Z∗
pl
ïîðîäæó¹òüñÿ åëåìåíòîì a i êîðåíåì

pl−1-ñòåïåíÿ iç 1, òî äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ r ∈ Z∗
pl
â êiëüöi Zpl ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

rp
l−1

= rp
l
, ÿêà äîðiâíþ¹ 1 àáî ¹ ñòåïåíåì åëåìåíòà a.

Ïðè p > 2 åëåìåíòè ai − 1 ∈ Z∗
pl
, fp(ai) = 1 äëÿ âñiõ 1 ≤ i < p.

Ç ëåìè 14 òàêîæ âèïëèâà¹ ðåçóëüòàò ïðî óìîâè öèêëi÷íîñòi ãðóïè Z∗n äëÿ
äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1.

Íåõàé n = pn1
1 . . . pnk

k � ðîçêëàä íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 â äîáóòîê ñòåïåíiâ
ðiçíèõ ïðîñòèõ ÷èñåë p1, . . . , pk, k ≥ 1. Çà êèòàéñüêîþ òåîðåìîþ ïðî îñòà÷i

Zn
∼= Zp

n1
1

⊕ . . .⊕ Zp
nk
k
, Z∗n

∼= Z∗
p
n1
1

⊗ . . .⊗ Z∗
p
nk
k
.

Îñêiëüêè íåîäèíè÷íi ãðóïè Z∗
p
ni
i
ìàþòü ïàðíèé ïîðÿäîê, òî Z∗n � öèêëi÷íà

ãðóïà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè k ≤ 2 i ïðè k = 2 îäíà iç ãðóï Z∗
p
n1
1
, Z∗

p
n2
2

¹
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îäèíè÷íîþ, à äðóãà öèêëi÷íîþ ãðóïîþ. ßê áóëî ïîêàçàíî âèùå öå ìîæëèâî
ëèøå ÿêùî êiëüöå Zn ìà¹ âèãëÿä Z2 àáî Z4 àáî Zpl àáî Z2 ⊕ Zpl , òîáòî êîëè
n äîðiâíþ¹ 2 àáî 4 àáî ¹ ñòåïåíåì àáî ïîäâî¹íèì ñòåïåíåì ïðîñòîãî íåïàðíîãî
÷èñëà.

10. Çíà÷åííÿ ïîëiíîìiâ äiëåííÿ êðóãà â êiëüöi Z. Íåõàé n ≥ 1. Î÷å-
âèäíî, ùî fn(0) = 1, fn(1) = n i

fn(−1) =

{
1, n− íåïàðíå ÷èñëî
0, n− ïàðíå ÷èñëî .

Ëåìà 15. Íåõàé n > 1. Òîäi Φn(0) = 1. ßêùî n � ñòåïiíü ïðîñòîãî ÷èñëà
p, òî Φn(1) = p. Â ðåøòi âèïàäêiâ Φn(1) = 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé n = plm, (p,m) = 1, l ≥ 1, m ≥ 1. ßêùî m = 1, òî

Φn(x) = fp

(
xp

l−1
)
. Òîìó Φn(0) = fp(0) = 1 i Φn(1) = fp(1) = p.

Íåõàé m > 1. Ç iíäóêòèâíèõ ìiðêóâàíü çà ÷èñëîì ðiçíèõ ïðîñòèõ äiëüíèêiâ
÷èñëàm âèïëèâà¹, ùî Φm(0) = 1 i Φm(1) = q, ÿêùîm � ñòåïiíü ïðîñòîãî ÷èñëà q

i Φm(1) = 1 â ðåøòi âèïàäêiâ. Ç ôîðìóëè Φn(x)Φm

(
xp

l−1
)
= Φm

(
xp

l
)
âèïëèâà¹,

ùî (Φn(0)− 1)Φm(0) = 0 i (Φn(1)− 1)Φm(1) = 0. Îñêiëüêè Φm(0) = 1 i Φm(1) íå
¹ äiëüíèêàìè íóëÿ â êiëüöi Z, òî Φn(0) = 1 i Φn(1) = 1.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî Φ1(0) = −1 i Φ1(1) = 0.

Íàñëiäîê 13. Íåõàé n > 2. ßêùî n � ïàðíå ÷èñëî i n
2
� ñòåïiíü ïðîñòîãî

÷èñëà q, òî Φn(−1) = q. Â ðåøòi âèïàäêiâ Φn(−1) = 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé n = plm, (p,m) = 1, l ≥ 1, m ≥ 1, äå p � ïðîñòå ÷èñëî.
Íåõàé n � íåïàðíå ÷èñëî, n > 1. Çà ôîðìóëîþ Φn(x)Φn(−x) = Φn (x

2) i ëåìîþ
15 Φn(−1) = 1.

Íåõàé n � ïàðíå ÷èñëî. Ìîæíà ââàæàòè, ùî p = 2 i m � íåïàðíå ÷èñëî. Çà
íàñëiäêîì 3

Φn(−1) =

 −Φm

(
−(−1)2

l−1
)
, m = 1,

Φm

(
−(−1)2

l−1
)
, m > 1.

Òîìó ïðè l > 1 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

Φn(−1) =

{
−Φm(−1) = 2, m = 1,
Φm(−1) = 1, m > 1.

Ïðè l = 1 çà óìîâîþ m > 1 i Φn(−1) = Φm(1). Çãiäíî ç ëåìîþ 15 Φn(−1) = q,
ÿêùî m = n

2
� ñòåïiíü ïðîñòîãî ÷èñëà q i Φn(−1) = 1 â ðåøòi âèïàäêiâ.

Î÷åâèäíî, ùî Φ1(−1) = −2 i Φ2(−1) = 0.
Ç ëåìè 15 òà íàñëiäêó 13 âèïëèâà¹ ùî Φn(x) ¹ íåçâiäíèì ìíîãî÷ëåíîì íàä Z,

ÿêùî n � ñòåïiíü àáî ïîäâî¹íà ñòåïiíü ïðîñòîãî ÷èñëà, òîáòî â ðiâíîñòi n = plm,
äå (p,m) = 1 ÷èñëî m äîðiâíþ¹ 1 àáî 2, Φm(x) = x∓ 1 âiäïîâiäíî. Òîìó â êiëüöi
Zp[x] ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü Φn(x) = (x∓ 1)φ(p

l).
ßêùî Φn(x) = u(x)v(x) â êiëüöi Z[x], äå deg u(x) < φ(n) i deg v(x) < φ(n),

òî â Zp[x] ìíîãî÷ëåíè u(x) i v(x) ¹ ñòåïåíÿìè äâî÷ëåíiâ x∓ 1. Òîìó u(1) i v(1)
àáî u(−1) i v(−1) äiëÿòüñÿ íà p, à Φn(±1) íà p2 âiäïîâiäíî, ùî, çãiäíî ç ëåìîþ
15 òà ¨¨ íàñëiäêîì 13, ¹ íåìîæëèâèì.
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Íàñïðàâäi Φn(x) ¹ íåçâiäíèì ìíîãî÷ëåíîì íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë äëÿ âñiõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n.

11. Çíà÷åííÿ ïîëiíîìiâ äiëåííÿ êðóãà â êiëüöi Zpl .

Ëåìà 16. Íåõàé n = plm, p � ïðîñòå ÷èñëî, (p,m) = 1, l ≥ 1, m ≥ 1, m =
2αpn1

1 . . . pnk
k , p1, . . . , pk � íåïàðíi ÷èñëà, a � åëåìåíò ïîðÿäêó p−1, b � ñòåïiíü a

ïîðÿäêó p1 . . . pk êiëüöÿ Zpl , r � äîâiëüíèé åëåìåíò êiëüöÿ Zpl , r
pl−1

= as, 1 ≤ s ≤
p− 1. Òîäi Φn(r) = 1 àáî m äiëèòü p− 1, p−1

m
äiëèòü s i Φn(r) = Φpp1...pk(±b

sm
p−1 ).

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî m /∈ pZ∗
pl
. Íåõàé r ∈ Zpl , r1 = rp

l−1
, a � åëåìåíò

ïîðÿäêó p− 1 êiëüöÿ Zpl . Çðîçóìiëî, ùî a = 1 ïðè p = 2 i ai− 1 ∈ Z∗
pl
, fp(a

i) = 1
äëÿ âñiõ 1 ≤ i < p− 1 ïðè p > 2.

ßêùî r ∈ pZpl , òî r1 ∈ pp
l−1
Zpl = 0.

Îñêiëüêè ãðóïà Z∗
pl
, çãiäíî ç ëåìîþ 14 ïîðîäæó¹òüñÿ åëåìåíòîì a i êîðåíÿìè

pl−1 ñòåïåíÿ iç 1 êiëüöÿ Zpl , òî r1 = 1 ïðè p = 2 i r1 = as, äå 1 ≤ s ≤ p − 1 ïðè
p > 2. Çðîçóìiëî, ùî ïðè s = p− 1 åëåìåíò r1 = 1.

Ç ôîðìóëè Φn(x)Φm(x
pl−1

)=Φm(x
pl) âèïëèâàþòü ðiâíîñòi (Φn(r)− 1)Φm(0)=0

ïðè r ∈ pZpl , (Φn(r)− 1)Φm(a
s) = 0 ïðè r ∈ Z∗

pl
.

Çãiäíî ç ëåìîþ 15, Φm(0) = 1 ïðè m ≥ 1. Òîìó Φn(r) = 1 äëÿ âñiõ r ∈ pZpl .
Íåõàé r ∈ Z∗

pl
. ßêùî m = 1, òî Φn(r) = fp(r1) äîðiâíþ¹ p ïðè r1 = 1 i äîðiâíþ¹

1 â ðåøòi âèïàäêiâ.
Íåõàé m > 1 i r1 = 1. Çãiäíî ç ëåìîþ 15 Φm(1) = 1 àáî Φm(1) = q � ïðîñòå

÷èñëî, ÿêùî m � ñòåïiíü q. Îñêiëüêè q äiëèòü m, òî q ∈ Z∗
pl
, Φm(1) ∈ Z∗

pl
,

Φn(r) = 1.
Çðîçóìiëî, ùî Φn(r) = 1 i òîäi êîëè Φm(a

s) ∈ Z∗
pl
ïðè p > 2 i 1 ≤ s < p− 1.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê m > 1 i Φm(a
s) ∈ pjZpl , äå p > 2, 1 ≤ j ≤ l, rp

l−1
= as,

1 ≤ s < p − 1. Òîäi Φm(a
s) = 0 â ïîëi Zp i çà íàñëiäêîì 8 ïîðÿäîê åëåìåíòà

as äîðiâíþ¹ m. Òîìó a â ïîëi Zp ìà¹ ïîðÿäîê ms1, äå s1 äiëèòü s, s = s1s2. Ç
äðóãîãî áîêó, ïîðÿäîê åëåìåíòà a â ïîëi Zp äîðiâíþ¹ p− 1. Òîìó s1m = p− 1. Ç
îòðèìàíî¨ ðiâíîñòi, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ÿêùî m íå äiëèòü p−1, òî Φn(r) = 1
äëÿ âñiõ r ∈ Z∗

pl
.

Íåõàé m äiëèòü p− 1, m = 2αm1, äå α ≥ 0, m1 � íåïàðíå ÷èñëî, m1 ≥ 1.
ßêùî m1 > 1, òî m1 = pn1

1 . . . pnk
k , äå p1, . . . , pk � ðiçíi ïðîñòi íåïàðíi ÷èñëà.

Ïðè m1 = 1 ââàæà¹ìî, ùî ïðîñòi ÷èñëà p1, . . . , pk � âiäñóòíi.
Îòæå, n = pln = pl2αpn1

1 . . . pnk
k .

Íåõàé α ≥ 1. Çà íàñëiäêàìè 2 i 3

Φn(x) = Φ2pp1...pk

(
x2

α−1pl−1p
n1−1
1 ...p

nk−1

k

)
= Φpp1...pk

(
−x2α−1pl−1p

n1−1
1 ...p

nk−1

k

)
.

Íåõàé b=−a2α−1p
n1−1
1 ...p

nk−1

k s1 . Îñêiëüêè ap−1=1, òî bp−1=1, b2p1...pk =ams1 =1,
òî (bp1...pk + 1) (bp1...pk − 1) = 0. ßêùî bp1...pk + 1 äiëèòüñÿ íà p, òî â ïîëi Zp ìà¹
ìiñöå ðiâíiñòü a

p−1
2 = a2

α−1m1s1 = −bp1...pk = 1, ùî ïðîòèði÷èòü ïîðÿäêó åëåìåíòà
a. Òîìó bp1...pk = 1.

Ç ðiâíîñòi 1 = bp1...pi−1pi+1...pk = −a
p−1
2pi âèïëèâà¹, ùî a

p−1
pi = 1, ùî ïðîòèði÷èòü

ïîðÿäêó åëåìåíòà a.
Öå îçíà÷à¹, ùî â êiëüöi Zpl i çà íàñëiäêîì 12 â ïîëi Zp åëåìåíò b ìà¹ ïîðÿäîê
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p1 · . . . · pk. Ïðè öüîìó

Φn(r) = Φ2pp1...pk

(
r2

α−1pl−1p
n1−1
1 ...p

nk−1

k

)
= Φpp1...pk

(
−a2α−1p

n1−1
1 ...p

nk−1

k s
)
=

= Φpp1...pk (±bs2) .

Àíàëîãi÷íî ïðè m1 ≥ 1 i α = 0 ïîêàçó¹ìî, ùî åëåìåíò b = ap
n1−1
1 ...p

nk−1

k s1 ìà¹
ïîðÿäîê p1 . . . pk i Φn(r) = Φpp1...pk(b

s2).
Çðîçóìiëî, ùî ÿêùî m1 = 1, òî â îáîõ âèïàäêàõ b = 1.
ßêùî Φp(±bd) = 0, òî çãiäíî ç íàñëiäêîì 8, bdp = ±1 âiäïîâiäíî. Òîìó dp àáî

âiäïîâiäíî 2dp i, ÿê íàñëiäîê, d äiëÿòüñÿ íà p1 . . . pk. Öå îçíà÷à¹, ùî Φp(±bd) ∈
Z∗

pl
äëÿ âñiõ d, ÿêi íå äiëÿòüñÿ íà p1 . . . pk i Φp(±bd) = Φp(±1) äîðiâíþ¹ p àáî 1

äëÿ âñiõ d, ÿêi äiëÿòüñÿ íà p1 . . . pk.
Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî s2 äiëèòüñÿ íà p1p2 · . . . · pt i

íå äiëèòüñÿ íà pt+1, . . . , pk, äå t ≤ k. Äëÿ âñiõ äiëüíèêiâ d ÷èñëà p1 · p2 · . . . · pk,
ÿêi äiëÿòüñÿ íà pt+1 · . . . · pk ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü bs2d = 1, Φp(b

s2d) = Φp(1) = p. Â
ðåøòi âèïàäêiâ Φp(±bs2d) ∈ Z∗

pl
. Çãiäíî ç ëåìîþ 2

Φpp1...pk(x) =
∏

d|p1...pk

Φp

(
xd
)µ( p1...pk

d )
.

Ïîçíà÷èìî Fi(x) =
∏

d|p1...pk
Φp(x

d) äëÿ ÿêèõ µ
(
p1...pk

d

)
= (−1)i+1, äå i = 1, 2.

Çðîçóìiëî, ùî Φpp1...pk(x) = F1(x)
F2(x)

, Fi(b
s2) = p

∑
j− ïàðíi

Cj
t

αi = p2
t−1
αi, äå αi ∈ Z∗

pl
.

Òîìó (Φn(r)− α) p2
t−1

= 0 â Zpl , äå α ∈ Z∗
pl
.

Ç ëåìè 16 âèïëèâà¹

Òåîðåìà 4. Íåõàé n = plm, p � ïðîñòå ÷èñëî, (p,m) = 1, l ≥ 1, m ≥ 1,
m = 2αpn1

1 . . . pnk
k , p1, . . . , pk � íåïàðíi ïðîñòi ÷èñëà, a � åëåìåíò ïîðÿäêó p− 1,

b � ñòåïiíü a ïîðÿäêó p1 . . . pk, r
pl−1

= as çà ìîäóëåì pl, 1 ≤ s ≤ p − 1, r �
äîâiëüíèé åëåìåíò êiëüöÿ Z. Òîäi çà ìîäóëåì pl Φn(r) = 1 àáî m äiëèòü
p− 1 i p−1

m
äiëèòü s òà Φn(r) = Φpp1...pk(±b

sm
p−1 ).

12. Ïîëiíîìè äiëåííÿ êðóãà íàä êîìóòàòèâíèìè êiëüöÿìè. Ç òåîðåìè
4 âèïëèâà¹, ùî ïîëiíîì äiëåííÿ êðóãà Φn(x) ïðè n > 1 ìà¹ êîðåíi â êiëüöi Zn

êîëè n ¹ äîáóòêîì ïðîñòèõ ÷èñåë áåç êðàòíîñòi.
Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1 ̸= 0. Â êiëüöi R[x] ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåíè,

ÿêi ¹ îáðàçàìè ìíîãî÷ëåíiâ êiëüöÿ Z[x] ïðè ãîìîìîðôiçìi êiëåöü Z[x] → R[x],
ÿêèé iíäóêó¹òüñÿ êiëüöåâèì ãîìîìîðôiçìîì Z → R çà ïðàâèëîì 1 → 1, x→ x.
Öi îáðàçè â R[x] áóäåìî ïîçíà÷àòè i íàçèâàòè òàê, ÿê i ¨õ ïðîîáðàçè â êiëüöi
Z[x].

Íåõàé k � äiëüíèê n. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì â Z[x] i R[x] ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x), x
k − 1 =

∏
d|k

Φd(x).

Ç íèõ âèïëèâà¹, ùî

xn − 1 =
(
xk − 1

) ∏
d|n , d- k

Φd(x), x
n − 1 =

(
xk
)n

k − 1 =
(
xk − 1

) ∏
d|nk , d̸=1

Φd

(
xk
)
.
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Ç äðóãîãî áîêó xn − 1 =
(
xk
)n

k − 1 =
(
xk − 1

)
fn

k

(
xk
)
.

Îñêiëüêè ñòðîãî óíiòàðíèé äâî÷ëåí xk − 1 íå ¹ äiëüíèêîì íóëÿ â êiëüöÿõ
Z[x] i R[x], òî

fn
k

(
xk
)
=

∏
d|n , d- k

Φd(x) =
∏

d|nk , d ̸=1

Φd

(
xk
)
.

Íåõàé R̃ � êîìóòàòèâíå ðîçøèðåííÿ êiëüöÿ R i ãðóïà êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ
iç 1 êiëüöÿ R̃ ¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ ç ïîðîäæóþ÷èì åëåìåíòîì ε, ïîðÿäîê ÿêîãî
äîðiâíþ¹ k i εi − εj íå ¹ äiëüíèêàìè íóëÿ â R̃ äëÿ âñiõ 0 < i ̸= j ≤ k. Òîäi k
äiëèòü n, xk − 1 =

∏
0<i≤k

(x− εi).

Íåõàé d � äiëüíèê k. Òîäi åëåìåíò ε
k
d ìà¹ ïîðÿäîê d i åëåìåíòè ε

k
d
s, 0 < s ≤ d,

(s, d) = 1 ñêëàäàþòü ìíîæèíó âñiõ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ d-ãî ñòåïåíÿ iç 1 êiëüöÿ R̃.
�õ ÷èñëî äîðiâíþ¹ φ(d). Îñêiëüêè ïåðâiñíi êîðåíi ðiçíèõ ñòåïåíiâ d, ÿêi äiëÿòü
k, ¹ ðiçíèìè i

∑
d|k
φ(d) = k, òî ìíîæèíà âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ iç 1 êiëüöÿ R̃ ¹

îá'¹äíàííÿì ðiçíèõ ïiäìíîæèí ïåðâiñíèõ êîðåíiâ d-ãî ñòåïåíÿ iç 1 êiëüöÿ R̃ ïî
âñiõ äiëüíèêàõ d ÷èñëà k. Ïîçíà÷èìî

Φ′1(x) = x− 1,Φ′d(x) =
∏

0<s≤d, (s,d)=1

(
x− ε

k
d
s
)
ïðè d > 1.

Çðîçóìiëî, ùî Φ′d(x) � ñòðîãî óíiòàðíèé ìíîãî÷ëåí êiëüöÿ R̃, degΦ′d(x) = φ(d),
xk−1 =

∏
d|k

Φ′d(x). Iç àíàëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü äîâîäèòüñÿ, ùî äëÿ äiëüíèêiâ l ÷èñëà

k ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü xl − 1 =
∏
d|l

Φ′d(x). Öå îçíà÷à¹, ùî ïîëiíîìè äiëåííÿ êðóãà

Φd(x) i ìíîãî÷ëåíè Φ′d(x) â êiëüöi R̃[x] çíàõîäÿòüñÿ çà òàêèì æå ïðàâèëîì, ÿê i
ïîëiíîìè äiëåííÿ êðóãà Φd(x) â êiëüöi Z[x]. Òîìó

Φd(x) = Φ′d(x) =
∏

0<s≤d, (s,d)=1

(
x− ε

k
d
s
)
, degΦ′d(x) = φ(d)

äëÿ âñiõ äiëüíèêiâ d ÷èñëà k i ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä

xk − 1 =
∏
d|k

Φd(x),Φk(x) =
∏

0<s≤d, (s,d)=1

(x− εs) .

Îñêiëüêè êîðåíi ìíîãî÷ëåíà Φd(x) ¹ ïåðâiñíèìè êîðåíÿìè ïîðÿäêó d êiëüöÿ R̃,
òî êîðåíi ìíîãî÷ëåíà Φk(x) íå ¹ êîðåíÿìè ìíîãî÷ëåíà Φd(x), äå 0 < d < k i d |k .

Çîêðåìà, ÿêùî R � îáëàñòü öiëiñíîñòi, òî â ÿêîñòi R̃ ìîæíà âèáðàòè àëãåáðà¨-
÷íå çàìèêàííÿ Q(R) éîãî ïîëÿ âiäíîøåíü Q(R). Íåõàé n = plk, äå p = charQ(R),
p > 0, (p, k) = 1. Êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 ïîëÿ Q(R) ¹ êîðåíÿìè k-ãî ñòåïåíÿ iç
1, ÿêi óòâîðþþòü öèêëi÷íó ãðóïó ïîðÿäêó k. Ç âèùå íàâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî
ïåðâiñíi êîðåíi k-ãî ñòåïåíÿ iç 1 ïîëÿ Q(R) ñêëàäàþòü ìíîæèíó âñiõ êîðåíiâ
ïîëiíîìà äiëåííÿ êðóãà Φk(x) â Q(R).
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13. Ìiíiìàëüíi ìíîãî÷ëåíè Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1 ̸= 0, R0 �
ïiäêiëüöå R, R̃ � êîìóòàòèâíå ðîçøèðåííÿ êiëüöÿ R.

Åëåìåíò R̃, ÿêèé ¹ êîðåíåì äåÿêîãî ìíîãî÷ëåíà ïîçèòèâíîãî ñòåïåíÿ êiëüöÿ
R0[x], ïðèéíÿòî íàçèâàòè àëãåáðà¨÷íèì íàä R0.

Ìíîãî÷ëåí ìiíiìàëüíîãî ïîçèòèâíîãî ñòåïåíÿ êiëüöÿ R0[x], êîðåíåì ÿêîãî ¹
àëãåáðà¨÷íèé íàä R0 åëåìåíò, íàçèâàþòü ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì öüîãî åëå-
ìåíòà. Çðîçóìiëî, ùî ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí âèçíà÷à¹òüñÿ íåîäíîçíà÷íî i ¹
íåçâiäíèì íàä R0, ÿêùî R0 � îáëàñòü öiëiñíîñòi.

Ëåìà 17. Ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí àëãåáðà¨÷íîãî íàä R0 åëåìåíòà R̃ äiëèòü
äîáóòîê áóäü-ÿêîãî ìíîãî÷ëåíà R0[x], êîðåíåì ÿêîãî ¹ öåé åëåìåíò, i âiäïîâiä-
íîãî ñòåïåíÿ ñòàðøîãî êîåôiöi¹íòà ìiíiìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ε ∈ R̃ � àëãåáðà¨÷íèé íàä R0 åëåìåíò, f(x) � ìiíiìàëüíèé
ìíîãî÷ëåí åëåìåíòà ε, a � ñòàðøèé êîåôiöi¹íò f(x), g(x) ∈ R0[x], g(ε) = 0. ßñíî,
ùî a ∈ R0 i a ̸= 0. Çà àëãîðèòìîì äiëåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ adegg(x)g(x) = f(x)q(x)+
+r(x), äå q(x), r(x) íàëåæàòü R0[x], degr(x) < degf(x), r(ε) = 0, degr(x) = 0 i
r(x) = 0.

Çðîçóìiëî, ùî ÿêùî R0 � îáëàñòü öiëiñíîñòi, òî ñòàðøèé êîåôiöi¹íò ìíîãî-
÷ëåíà q(x) äîðiâíþ¹ adegg(x)−1b, äå b � ñòàðøèé êîåôiöi¹íò ìíîãî÷ëåíà g(x).

Íàñëiäîê 14. Íåõàé R0 � ôàêòîðiàëüíå êiëüöå i àëãåáðà¨÷íèé íàä R0 åëå-
ìåíò ¹ êîðåíåì äåÿêîãî óíiòàðíîãî ìíîãî÷ëåíà êiëüöÿ R0[x]. Òîäi iñíó¹ óíi-
òàðíèé ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí äàíîãî àëãåáðà¨÷íîãî åëåìåíòà, ÿêèé äiëèòü
áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí êiëüöÿ R0[x], êîðåíåì ÿêîãî ¹ öåé àëãåáðà¨÷íèé åëåìåíò.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ε � àëãåáðà¨÷íèé íàä R0 åëåìåíò, f(x) éîãî ìiíiìàëüíèé
ìíîãî÷ëåí çi ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì a i g(x) � ìíîãî÷ëåí êiëüöÿ R0[x] òàêèé, ùî
g(ε) = 0. ßêùî R0 � ôàêòîðiàëüíå êiëüöå, òî çà ëåìîþ Ãàóñà, çìiñò (íàéáiëüøèé
ñïiëüíèé äiëüíèê êîåôiöi¹íòiâ) äîáóòêiâ ìíîãî÷ëåíiâ, ç òî÷íiñòþ äî îáîðîòíèõ
åëåìåíòiâ êiëüöÿ R0, äîðiâíþ¹ äîáóòêó çìiñòiâ çàäàíèõ ìíîãî÷ëåíiâ. Òîìó, ç
ðiâíîñòi adegg(x)g(x) = f(x)q(x) âèïëèâà¹, ùî adegg(x)d(g) = d(f)d(q), äå d(g),d(f),
d(q) � çìiñòè ìíîãî÷ëåíiâ g(x), f(x), q(x), ÿêi äiëÿòü ¨õ ñòàðøi êîåôiöi¹íòè b, a,
adegg(x)−1b âiäïîâiäíî.

ßêùî d(f) íå ñïiâïàäà¹ ç a àáî d(q) íå ñïiâïàäà¹ ç adegg(x)−1b, òî d(f)d(q) �
äiëüíèê adegg(x)b, ÿêèé ç íèì íå ñïiâïàäà¹. Òîìó d(g) � äiëüíèê b, ÿêèé ç íèì íå
ñïiâïàäà¹. Ïðè b ∈ R∗, òîáòî êîëè g(x) � óíiòàðíèé ìíîãî÷ëåí, öå íåìîæëèâî.
Â òàêîìó ðàçi d(f) = a, d(q) = adegg(x)−1,

adegg(x)g(x) = f(x)g(x) = adegg(x) · f(x)
d(f)

· q(x)
d(q)

, g(x) =
f(x)

d(f)
· q(x)
d(q)

.

Çðîçóìiëî, ùî óíiòàðíèé ìíîãî÷ëåí f(x)
d(f)

� òàêîæ ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí åëå-
ìåíòà ε, ÿêèé äiëèòü áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí êiëüöÿ R0[x] êîðåíåì ÿêîãî ¹ ε.

Ç íàñëiäêó 14 âèïëèâà¹, ùî ñåðåä ìiíiìàëüíèõ ìíîãî÷ëåíiâ êîðåíÿ n-ãî ñòå-
ïåíÿ iç 1 êiëüöÿ R̃ íàä ôàêòîðiàëüíèì êiëüöåì R0 iñíó¹ óíiòàðíèé ìiíiìàëüíèé
ìíîãî÷ëåí.

Íåõàé R0 � ïiäêiëüöå R, ÿêå ïîðîäæåíå 1. Îáðàçè öiëèõ ÷èñåë â R0 ïðè
ãîìîìîðôiçìi Z → R0 çà ïðàâèëîì 1 → 1 áóäåìî ïîçíà÷àòè òàê ÿê i ¨õ ïðîîáðàçè
â Z.
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Íåõàé p � ïðîñòå íàòóðàëüíå ÷èñëî, p /∈ R∗, Jp � ìàêñèìàëüíèé iäåàë êiëüöÿ
R, ÿêèé ìiñòèòü pR. Î÷åâèäíî, ùî Rp = R /Jp � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p.

ßêùî p íå äiëèòü äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî k â Z, òî 1=(p, k) i k /∈Jp. Çîêðåìà,
(p−1)! /∈ Jp. Â êiëüöi Z, çà ìàëîþ òåîðåìîþ Ôåðìà, ÷èñëî (zp−1 − 1)(p− 1)! ∈ pZ,
äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî ÷èñëà z /∈ pZ. Òîìó zp−1−1 ∈ Jp i, ÿê íàñëiäîê, rp−r ∈ Jp
äëÿ âñiõ r ∈ R0. Íàñïðàâäi ïiä R0 ìîæíà ðîçóìiòè ïiäêiëüöå R, ÿêå ìiñòèòü 1 i â
ÿêîìó äëÿ âñiõ ïðîñòèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë p ∈ R∗, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà rp−r ∈ Jp
äëÿ âñiõ r /∈ R0.

Ëåìà 18. Íåõàé R � îáëàñòü öiëiñíîñòi, R0 � ïiäêiëüöå R, ÿêå ïîðîäæåíå
1, Q(R) � àëãåáðà¨÷íå çàìèêàííÿ ïîëÿ âiäíîøåíü Q(R) êiëüöÿ R, ε � ïåðâiñíèé
êîðiíü k-ãî ñòåïåíÿ iç 1 ïîëÿ Q(R), f(x) ∈ R0[x] � ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ε,
a � ñòàðøèé êîåôiöi¹íò f(x), p � ïðîñòå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå íå äiëèòü k,
p /∈ R∗, pR + aR = R. Òîäi f(x) � ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí åëåìåíòiâ εp

l
äëÿ

âñiõ l ≥ 0.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ pR ̸= R. Íåõàé Ip � ìàêñèìàëüíèé iäåàë R, ÿêèé
ìiñòèòü pR, àëå íå ìiñòèòü åëåìåíò a. Î÷åâèäíî, ùî Ip � ìàêñèìàëüíèé iäåàë R
i Rp = R /Ip � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p, â ÿêîìó a ̸= 0 i k ̸= 0.

Çà óìîâîþ ak
(
xk − 1

)
=f(x)h(x), äå h(x)∈R0[x]. Ïðèïóñòèìî, ùî f (εp) ̸= 0.

Òîäi h (εp) = 0 i â ïîëi Rp(ε), ÿêå óòâîðåíå ç ïîëÿ Rp ïðè¹äíàííÿì ε, ìà¹ ìiñöå
ðiâíiñòü h(ε)p = h (εp) = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî ε ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i h(x) â
ïîëi Rp(ε). Òîìó ε ¹ äâîêðàòíèì êîðåíåì äâî÷ëåíà ak

(
xk − 1

)
i, ÿê íàñëiäîê, ¹

êîðåíåì îäíî÷ëåíà akkxk−1 â ïîëi Rp(ε), akk ∈ Ip. Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ ïîêàçó¹,
ùî f (εp) = 0.

Íåõàé g(x) ∈ R0[x] � ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí åëåìåíòà εp i b � ñòàðøèé
êîåôiöi¹íò g(x). ßêùî f(x) íå ¹ ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì åëåìåíòà εp, òî
degg(x) < degf(x) i bdegf(x)f(x) = g(x)q(x), äå q(x) ∈ R0[x] i degq(x) < degf(x).
Îñêiëüêè g(ε)q(ε) = 0, òî g(ε) = 0 àáî q(ε) = 0, ùî ïðîòèði÷èòü ìiíiìàëüíîñòi
ìíîãî÷ëåíà f(x) åëåìåíòà ε.

Òèì ñàìèì äîâåäåíî, ùî f(x) � ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí åëåìåíòà εp, ÿêèé
òàêîæ ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì k-ãî ñòåïåíÿ iç 1 ïîëÿQ(R). Ç àíàëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü
f(x) � ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí åëåìåíòiâ εp

l
äëÿ âñiõ l ≥ 0.

Òåîðåìà 5. Íåõàé R � îáëàñòü öiëiñíîñòi, R0 � ïiäêiëüöå R, ÿêå ïîðîäæåíå
1, íàòóðàëüíå ÷èñëî k ̸= 0 â R, ε � ïåðâiñíèé êîðiíü k-ãî ñòåïåíÿ iç 1 ïîëÿ
Q(R), d � äiëüíèê k, fd(x) � ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí åëåìåíòà ε

k
d , ad � ñòàðøèé

êîåôiöi¹íò fd(x). ßêùî p /∈ R∗ i pR + adR = R äëÿ âñiõ ïðîñòèõ äiëüíèêiâ p
öiëèõ ÷èñåë 0 < s ≤ d, (s, d) = 1, òî Φd(x) � ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí åëåìåíòà

ε
k
d i fd(x) = adΦd(x), ad ∈ R∗.

Äîâåäåííÿ. Åëåìåíò ε
k
d ìà¹ ïîðÿäîê d. ßê áóëî äîâåäåíî âèùå ïîëiíîì

äiëåííÿ êðóãà Φd(x) ìà¹ âèãëÿä

Φd(x) =
∏

0<s≤d, (s,d)=1

(
x− ε

k
d
s
)
∈ R0[x].

Çà ïðèïóùåííÿì p /∈ R∗ i pR + adR = R äëÿ âñiõ ïðîñòèõ äiëüíèêiâ p öiëèõ
÷èñåë 0 < s ≤ d, (s, d) = 1.
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Çãiäíî ç ëåìîþ 18 fd(x) � ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí âñiõ åëåìåíòiâ ε
k
d
s, 0 <s≤ d,

(s, d) = 1. Òîìó Φd(x) äiëèòü fd(x) â Q(R)[x] i, ÿê íàñëiäîê, degΦd(x) ≤ degfd(x).
Iç ìiíiìàëüíîñòi ìíîãî÷ëåíà fd(x) åëåìåíòà ε

k
d âèïëèâà¹, ùî degΦd(x)=degfd(x)

i Φd(x) � ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí åëåìåíòà ε
k
d . Òîìó fd(x) = adΦd(x), ad ∈ R∗,

Φd(x) � íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí êiëüöÿ R0[x].
Íåõàé R0 � ôàêòîðiàëüíå êiëüöå i â Q(R) iñíó¹ ïåðâiñíèé êîðiíü k-ãî ñòåïåíÿ

iç 1. Òîäi, ÿê áóëî ïîêàçàíî â íàñëiäêó 14, ìiíiìàëüíi ìíîãî÷ëåíè êîðåíiâ k-ãî
ñòåïåíÿ iç 1 êiëüöÿ R0[x] ìîæíà ââàæàòè óíiòàðíèìè i äëÿ òàêèõ ìíîãî÷ëåíiâ
óìîâà pR + adR = R òåîðåìè 5 âèêîíó¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî. Òîìó, ÿêùî p /∈ R∗

äëÿ âñiõ ïðîñòèõ äiëüíèêiâ p öiëèõ ÷èñåë 0 < s ≤ d, (s, d) = 1, d | k , òî Φd(x) �
íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí êiëüöÿ R0[x].

Íàñëiäîê 15. Íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë ïîëiíîìè äiëåííÿ êðóãà íåçâiäíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé â òåîðåìi 1, R = R0 = Z, k � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.
Äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà s > 1 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà sZ ̸= Z. Îñêiëü-
êè Z � ôàêòîðiàëüíå êiëüöå, òî çà òåîðåìîþ 5 ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí êîðåíÿ
k-ãî ñòåïåíÿ iç 1 àëãåáðà¨÷íîãî çàìèêàííÿ ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, ç òî÷íiñòþ
äî çíàêó, ñïiâïàäà¹ ç ïîëiíîìîì äiëåííÿ êðóãà Φk(x). Òîìó Φk(x) � íåçâiäíèé
ìíîãî÷ëåí íàä Z.

14. Çàñòîñóâàííÿ ïîëiíîìiâ äiëåííÿ êðóãà äî ìàòðèöü ñêií÷åííîãî
ïîðÿäêó. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1 ̸= 0, V − R- ìîäóëü, a ∈ End(V ),
f(x) ∈ R[x], f(a) = 0. ßêùî f(x) = f1(x) · f2(x), äå f1(x), f2(x) ∈ R[x] i 1 ∈
⟨f1(x), f2(x)⟩R[x], òî V = V1 ⊕ V2, äå Vi = {v ∈ V | fi(a)v = 0}, 1 ≤ i ≤ n.

Àäæå, V = f1(a)V + f2(a)V i f1(a)V ⊂ V2, f2(a)V ⊂ V1, V1
∩
V2 = 0.

Çîêðåìà, ÿêùî

f1(x) = x− ε, f2(ε) ∈ R∗, òî 1 ∈ ⟨x− ε, f2(x)⟩R[x] , V = V1 ⊕ V2,

äå V1 = {v ∈ V | av = εv} i V2 = {v ∈ V | f2(a)v = 0}.
Åíäîìîðôiçì a ∈ End(V ) àáî R[a]-ìîäóëü V íàçèâà¹òüñÿ íåðîçêëàäíèì,

ÿêùî V íå ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ íåíóëüîâèõ iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî a R-ïiäìîäóëiâ
ìîäóëÿ V .

Ëåìà 19. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1 ̸= 0, n ∈ R∗, ε � ïîðîäæó¹
êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ iç 1 êiëüöÿ R, k � ïîðÿäîê ε, εi− 1 ∈ R∗ äëÿ âñiõ 1 ≤ i < k,
V � âiëüíèé R−ìîäóëü ñêií÷åíîãî ðàíãó m, ïðÿìi äîäàíêè ÿêîãî ¹ âiëüíèìè R-
ïiäìîäóëÿìè V , åëåìåíò a ∈ GL(m,V ) ≡ GL(m,R) ¹ êîðåíåì äâî÷ëåíà xn − 1,
n ∈ R∗. Òîäi, ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåííÿ, a ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ ç ñòå-
ïåíÿìè ε íà äiàãîíàëi i íåðîçêëàäíèìè ìàòðèöÿìè, ÿêi ¹ êîðåíÿìè ïîëiíîìiâ
äiëåííÿ êðóãà Φd

(
xk
)
, äå d � äiëüíèê ÷èñëà n

k
.

Äîâåäåííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî a � íåðîçêëà-
äíà ìàòðèöÿ. Çà óìîâîþ k � äiëüíèê n i

xk − 1 =
∏

1≤i≤k

(
x− εi

)
, fn

k

(
εik
)
= fn

k
(1) =

n

k
∈ R∗.

Ç ðiâíîñòi
xn − 1 =

(
xk − 1

)
fn

k

(
xk
)
=
∏

1≤i≤k

(
x− εi

)
fn

k

(
xk
)
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i âêëþ÷åíü

1 ∈
⟨
x− εi, x− εj

⟩
R[x]

, 1 ≤ i ̸= j ≤ k, 1 ∈
⟨
x− εi, fn

k

(
xk
)⟩

R[x]

âèïëèâà¹ ùî a |V = εi, 1 ≤ i ≤ k àáî fn
k

(
ak
)
V = 0. Òîìó äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè

âèïàäîê, êîëè fn
k

(
ak
)
= 0. Ç àíàëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü ìîæíà ââàæàòè, ùî iñíó¹

d, 1 ≤ d ≤ n òàêå, ùî a, . . . , ad−1 � êîðåíi ìíîãî÷ëåíà fn
k

(
xk
)
, à ad � ñêàëÿðíà

ìàòðèöÿ ç ñòåïåíåì ε íà äiàãîíàëi.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî Z =

∪
1≤i≤d, t∈Z{i+ dt}. Òîìó åëåìåíòè ai+dt, äå 1 ≤ i ≤ d,

t ∈ Z âè÷åðïóþòü âñi ñòåïåíi a. Iç ðiâíîñòi
(
adt
)k

=
(
ad
)kt

= 1 äëÿ áóäü-ÿêèõ
t ∈ Z âèïëèâà¹, ùî ai+dt ïðè 1 ≤ i < d ¹ êîðåíÿìè ìíîãî÷ëåíà fn

k

(
xk
)
i ¹

ñêàëÿðíèìè ìàòðèöÿìè ïðè i = d. Òîìó ñåðåä ñòåïåíiâ åëåìåíòà a ñêàëÿðíèìè ¹
òiëüêè òi, ïîêàçíèêè ÿêèõ äiëÿòüñÿ íà d, à ðåøòà ¹ êîðåíÿìè ìíîãî÷ëåíà fn

k

(
xk
)
.

Îñêiëüêè a
n
k íå ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà fn

k

(
xk
)
, òî a

n
k � ñêàëÿðíà ìàòðèöÿ i, ÿê

íàñëiäîê, d äiëèòü n
k
, d ∈ R∗.

Ç ëåìè 7 âèïëèâà¹ ðiâíiñòü fn
k
(x) = fd(x)f n

dk

(
xd
)
. Îñêiëüêè

fn
k

(
aik
)
= 0 i f n

dk

(
aikd
)
=

n

dk
∈ R∗,

òî fd
(
aik
)
= 0 äëÿ âñiõ 1 ≤ i < d. Çà òåîðåìîþ 2 ak � êîðiíü ìíîãî÷ëåíà Φd(x).

Òîìó a � êîðiíü ìíîãî÷ëåíà Φd(x
k), äå d äiëèòü n

k
.

Çàóâàæåííÿ. Ëåìà 19 òàêîæ âèïëèâà¹ ç ôîðìóëè

xn − 1 =
(
xk
)n

k − 1 =
∏
d| n

k

Φd

(
xk
)

i âêëþ÷åíü 1 ∈ ⟨Φd1(x),Φd2(x)⟩R[x], äå d1, d2 � ðiçíi äiëüíèêè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n
k
, n ∈ R∗.
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