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×ÈÑÅËÜÍÈÉ ÌÅÒÎÄ ÍÓËÜÎÂÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÓ ÎÏÒÈÌIÇÀÖI�
ÍÅÃËÀÄÊÈÕ ËÎÃÀÐÈÔÌI×ÍÎ ÎÏÓÊËÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

The numerical method of finding of the extremum nonsmooth logarithmically convex functions is
suggested. The method is based on the use of the apparatus of non-classical Newtonian minorant
and diagrams functions which are given discretely. The algorithm of the method converges at any
starting approximation.

Ðîçãëÿíóòî âèêîðèñòàííÿ àïàðàòó íåêëàñè÷íèõ ìiíîðàíò i äiàãðàì Íüþòîíà ôóíêöié, çàäàíèõ
òàáëè÷íî, äëÿ ïîáóäîâè ÷èñåëüíîãî ìåòîäó âiäøóêàííÿ àáñîëþòíîãî åêñòðåìóìó äîâiëüíèõ
ëîãàðèôìi÷íî îïóêëèõ ôóíêöié. Çáiæíiñòü ìåòîäó íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïî÷àòêîâîãî íà-
áëèæåííÿ.

Âñòóï. Çàäà÷à âiäøóêàííÿ åêñòðåìóìó ¹ îäíi¹þ ç âàæëèâèõ çàäà÷ ïðèêëà-
äíî¨ ìàòåìàòèêè. Òàêà çàäà÷à âèíèêà¹, íàïðèêëàä, ó òåîði¨ àïðîêñèìàöi¨, ïðè
ðîçâ'ÿçóâàííi âiäïîâiäíèõ çàäà÷ äîñëiäæåííÿ îïåðàöié, ó çàñòîñóâàííÿõ òåîði¨
êåðóâàííÿ ðóõîì äèíàìi÷íèõ ñèñòåì òà ií. Â [1] ïîáóäîâàíî àïàðàò íåêëàñè-
÷íèõ ìiíîðàíò Íüþòîíà òà ¨õíiõ äiàãðàì ôóíêöié îäíi¹¨ äiéñíî¨ çìiííî¨, çàäàíèõ
òàáëè÷íî. Âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ ìiíîðàíòè Íüþòîíà òà âèâ÷åíî âëà-
ñòèâîñòi. Â äàíié ðîáîòi ðîçðîáëåíî àëãîðèòìè äëÿ îïòèìiçàöi¨ ëîãàðèôìi÷íî
îïóêëèõ ôóíêöié îäíi¹¨ òà äâîõ äiéñíèõ çìiííèõ, â îñíîâi ÿêèõ ëåæèòü âèêîðè-
ñòàííÿ àïàðàòó íåêëàñè÷íèõ ìiíîðàíò i äiàãðàì Íüþòîíà ôóíêöié îäíi¹¨ äiéñíî¨
çìiííî¨, çàäàíèõ òàáëè÷íî.

1. Àëãîðèòì âiäøóêàííÿ àáñîëþòíîãî åêñòðåìóìó íåãëàäêèõ ëîãà-
ðèôìi÷íî îïóêëèõ ôóíêöié îäíi¹¨ äiéñíî¨ çìiííî¨ íà çàäàíîìó ïðî-
ìiæêó. Íåõàé f(x) ¹ ëîãàðèôìi÷íî îïóêëà ôóíêöiÿ íà ïðîìiæêó [a, b. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî f(x)> 0. Ïîáóäó¹ìî àëãîðèòì âiäøóêàííÿ ìiíiìóìó öi¹¨ ôóíêöi¨,
âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi íåêëàñè÷íèõ ìiíîðàíò Íüþòîíà ôóíêöié, çàäàíèõ
òàáëè÷íî.

Âèáåðåìî íà ïðîìiæêó [a, b] ñèñòåìó òî÷îê x0, x1, . . . , xn, äå xk = x0 + kh,
k = 0, 1, . . . , n, x0 = a, h = (b− a) /n, i çíàéäåìî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ y = f (x) â
öèõ òî÷êàõ. Íåõàé

f (xi) = ai, i = 0, 1, . . . , n.

Îñêiëüêè f (x) � ëîãàðèôìi÷íî îïóêëà ôóíêöiÿ íà ïðîìiæêó [a, b], òî ÷èñëî-
âi íàõèëè äiàãðàìè ìiíîðàíòè Íüþòîíà, ïîáóäîâàíî¨ çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ â
òî÷êàõ x0, x1, . . . , xn, âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

rk =

(
ak−1
ak

) 1
h

, k = 1, 2, . . . , n.

Ïðè öüîìó
r1 > r2 > . . . > rn,

à âiäõèëåííÿ dk äiàãðàìè δf ìiíîðàíòè Íüþòîíà çàäîâîëüíÿòèìóòü óìîâó

dk < 1, k = 1, 2, . . . , n− 1.
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Àëãîðèòì âiäøóêàííÿ ìiíiìóìó ôóíêöi¨ f (x) ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó. Ñïî-
÷àòêó âèçíà÷à¹ìî r1. ßêùî r1 ≤ 1, òî çà òî÷êó ìiíiìóìó ïðèéìà¹ìî òî÷êó x0.
ßêùî r1 > 1, òî âèçíà÷à¹ìî rn. Ïðè rn ≥ 1 çà òî÷êó ìiíiìóìó ôóíêöi¨ ïðèéìà-
¹ìî xn.

Ïðèïóñòèìî, ùî r1 > 1, rn < 1. Òîäi ñåðåä òî÷îê x0, x1, . . . , xn âèáèðà¹ìî
ñåðåäíþ. Íåõàé ñåðåäíüîþ áóäå òî÷êà xm. Âèçíà÷à¹ìî

rm =

(
am−1
am

) 1
h

, rm+1 =

(
am
am+1

) 1
h

.

Òîäi ìîæëèâi òàêi âèïàäêè:

1) rm ≥ 1, rm+1 ≤ 1 (rm ̸= rm+1) ;

2) rm < 1;

3) rm+1 > 1.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó çà òî÷êó ìiíiìóìó ôóíêöi¨ ïðèéìà¹ìî xm. Ó äðóãîìó �
øóêà¹ìî íàéìåíøå çíà÷åííÿ iíäåêñà ν, äëÿ ÿêîãî rm−ν ≥ 1. ßêùî òàêèì çíà-
÷åííÿì ¹ ν = p, òî çà òî÷êó ìiíiìóìó ôóíêöi¨ ïðèéìà¹ìî xm−p. Ó òðåòüîìó
âèïàäêó øóêà¹ìî íàéìåíøå çíà÷åííÿ iíäåêñà ν, äëÿ ÿêîãî rm+ν ≤ 1. ßêùî òà-
êèì çíà÷åííÿì ¹ ν = q, òî çà òî÷êó ìiíiìóìó ôóíêöi¨ ïðèéìà¹ìî xm+q. Îñêiëüêè
ïîñëiäîâíiñòü ÷èñëîâèõ íàõèëiâ ¹ ñïàäíîþ, òî äëÿ ïîøóêó íàéìåíøîãî çíà÷å-
ííÿ iíäåêñà ν, äëÿ ÿêîãî rm−ν ≥ 1 àáî rm+ν ≤ 1, ìîæíà, íàïðèêëàä, âèêîðè-
ñòàòè ìåòîä äâiéêîâîãî ïîøóêó. Â öüîìó âèïàäêó äëÿ âiäøóêàííÿ ñåðåä òî÷îê
x0, x1, . . . , xn òî÷êè x̄ òàêî¨, ùî

f (x̄) = min
0≤i≤n

f (xi)

òðåáà çðîáèòè ìàêñèìóì
r = 1 + [log2 (n+ 1)]

i â ñåðåäíüîìó

l = r − 2r − r − 1

n+ 1

êðîêiâ. Ïðè öüîìó ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

|x̄− α| < h,

äå α � òî÷êà ìiíiìóìó ôóíêöi¨ f (x) íà ïðîìiæêó [a, b]. ßêùî ôóíêöiÿ f (x) íà
ïðîìiæêó [a, b] çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ çi ñòàëîþ L, òî

|f (x̄)− f (α)| < hL.

Çàóâàæåííÿ 1. Äëÿ âèêîíàííÿ àëãîðèòìó íå îáîâ'ÿçêîâî øóêàòè çíà÷åííÿ
ôóíêöi¨ f (x) â óñiõ òî÷êàõ x0, x1, . . . , xn. Äîñèòü çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f (x) øóêàòè
â òèõ òî÷êàõ xi, ÿêi ïîòðiáíi äëÿ îá÷èñëåííÿ ri.

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî òðåáà óòî÷íèòè òî÷êó, ÿêó âèáðàíî çãiäíî àëãîðèòìó
çà òî÷êó ìiíiìóìó ôóíêöi¨ f (x), òî òîé æå àëãîðèòì çàñòîñîâó¹ìî, âèáðàâøè
çà ïðîìiæîê [a, b] âiäïîâiäíèé îêië çàäàíî¨ òî÷êè.
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Çàóâàæåííÿ 3. ßêùî f (x) < 0 äëÿ âñiõ x ∈ [a, b], àëå ôóíêöiÿ C + f (x), äå
C � äåÿêà ñòàëà, ¹ ëîãàðèôìi÷íî îïóêëà, òî âiäøóêàííÿ ìiíiìóìó ôóíêöi¨ f (x)
ìîæíà çàìiíèòè âiäøóêàííÿì ìiíiìóìó ôóíêöi¨ C + f (x).

Ïðèêëàä 1.
Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ f (x) = 1+ |x| (ðèñ.1) íà ïðîìiæêó [−5; 4] ïðè

n = 100.

−3 −2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

x

y

Ðèñ. 1

Ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì äâiéêîâîãî ïîøóêó [2]. Òîäi h = 0, 09, âèáåðåìî ñå-
ðåäíié iíäåêñ m = 50 i rm = 1,910629, rm+1 = 1,988746, ìà¹ìî òðåòié âèïàäîê.
Ïîêëàäåìî m = 75 òîäi rm = 0,68219, rm+1 = 0,690928 ìà¹ìî äðóãèé âèïàäîê.
Ïðè m = 62, rm = 0,521184, rm+1 = 0,540348, äàëi m = 56, rm = 1,112186 i
rm+1 = 0,397648. Ìè îäåðæàëè óìîâè ïåðøîãî âèïàäêó. Òîáòî òî÷êó x = 0, 04
ïðèéìà¹ìî çà òî÷êó ìiíiìóìó ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èíè êðîêó. Çìåíøèâøè êðîê
óòî÷íèìî ïîïåðåäíþ òî÷êó i îäåðæèìî òî÷êó x = 0, â ÿêié äîñÿãà¹òüñÿ ìiíiìóì
ôóíêöi¨.

2. Àëãîðèòì òèïó ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêó âiäøóêàííÿ àáñîëþòíî-
ãî åêñòðåìóìó íåãëàäêèõ ëîãàðèôìi÷íî îïóêëèõ ôóíêöié äâîõ äié-
ñíèõ çìiííèõ. Íåõàé òðåáà çíàéòè ìiíiìóì íåãëàäêî¨ ëîãàðèôìi÷íî îïóêëî¨
ôóíêöi¨ f (x, y) â îáëàñòi D = {a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî
àëãîðèòì âiäøóêàííÿ ìiíiìóìó íåãëàäêî¨ ëîãàðèôìi÷íî îïóêëî¨ ôóíêöi¨ îäíi¹¨
äiéñíî¨ çìiííî¨, ðîçãëÿíóòèé â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi. Â îáëàñòi D âèáèðà¹-
ìî äåÿêå ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ

(
x(0), y(0)

)
åêñòðåìàëüíî¨ òî÷êè i ðîçãëÿäà¹ìî

f
(
x, y(0)

)
ÿê ôóíêöiþ îäíi¹¨ çìiííî¨ x. Íà ïðîìiæêó [a, b] âèáèðà¹ìî ñèñòåìó

òî÷îê
xk = x0 + kh1, k = 0, 1, . . . , n, x0 = a, h1 = (b− a) /n

i çíàõîäèìî ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f
(
x, y(0)

)
, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîïåðåäíié

àëãîðèòì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ìè çíàéøëè êîîðäèíàòó x, â ÿêié ôóíêöiÿ f

(
x, y(0)

)
iç çàäà-

íîþ òî÷íiñòþ h1 íàáóâà¹ íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ. Íåõàé öi¹þ êîîðäèíàòîþ áóäå
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x(1). Çàôiêñó¹ìî öþ êîîðäèíàòó i ðîçãëÿíåìî f
(
x(1), y

)
ÿê ôóíêöiþ îäíi¹¨ çìií-

íî¨ y. Òîäi íà ïðîìiæêó [c, d] âèáèðà¹ìî ñèñòåìó òî÷îê

yk = y0 + kh2, k = 0, 1, . . . ,m, y0 = c, h2 = (d− c) /m

i çíàõîäèìî ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f
(
x(1), y

)
, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîïåðåäíié

àëãîðèòì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f

(
x(1), y

)
iç çàäàíîþ òî÷íiñòþ h2 ïðèéìà¹ íàéìåí-

øå çíà÷åííÿ â y(1). Çàôiêñó¹ìî öþ êîîðäèíàòó. Òîäi àíàëîãi÷íî øóêà¹ìî x(2), â
ÿêié ôóíêöiÿ f

(
x, y(1)

)
iç çàäàíîþ òî÷íiñòþ íà âiäïîâiäíié äèñêðåòíié ìíîæèíi

òî÷îê íàáóâà¹ íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ. I ò.ä.
Â ïðîöåñi âèêîíàííÿ àëãîðèòìó îäåðæó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê(

x(0), y(0)
)
,
(
x(1), y(1)

)
, . . . ,

(
x(r), y(r)

)
, . . .

Ðîáîòà àëãîðèòìó ïðîäîâæó¹òüñÿ äîòè, äîêè íå áóäå çíàéäåíà òî÷êà (x(s), y(s))
òàêà, ùî x = x(s) ¹ ç çàäàíîþ òî÷íiñòþ òî÷êîþ ìiíiìóìó ôóíêöi¨ f

(
x, y(s)

)
, à

y(s) ç çàäàíîþ òî÷íiñòþ ¹ òî÷êîþ ìiíiìóìó ôóíêöi¨ f
(
x(s), y

)
íà âiäïîâiäíèõ

äèñêðåòíèõ ìíîæèíàõ òî÷îê. Òîäi òî÷êó
(
x(s), y(s)

)
ïðèéìà¹ìî çà òî÷êó, â ÿêié

äîñÿãà¹òüñÿ, ç çàäàíîþ òî÷íiñòþ, ìiíiìóì ôóíêöi¨ f (x, y).
Òî÷êè

(
x(0), y(0)

)
,
(
x(1), y(0)

)
,
(
x(1), y(1)

)
,. . . ,

(
x(s), y(s)

)
â îáëàñòi D ëåæàòü íà

ëàìàíié ëiíi¨ ðèñ.2.

Ðèñ. 2

Òîìó ïðè ïåðåõîäi âiä òî÷êè äî òî÷êè äîñèòü ðóõàòèñü â îäíîìó íàïðÿìi,
âèçíà÷åíîìó âiäïîâiäíèì ÷èñëîâèì íàõèëîì.

Ùîá ç áiëüøîþ òî÷íiñòþ çíàéòè òî÷êó, â ÿêié f (x, y) äîñÿãà¹ ñâîãî íàéìåí-
øîãî çíà÷åííÿ ïîòðiáíî öåé æå àëãîðèòì çàñòîñóâàòè äî ôóíêöi¨ f (x, y), àëå
çà D âçÿòè îáëàñòü{

x(s) − h1 < x < x(s) + h1, y
(s) − h2 < y < y(s) + h2

}
i çìåíøèòè êðîêè h1 i h2.

Ïðèêëàä 2.
Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ øòðàôíî¨ ôóíêöi¨ �2 (ðèñ. 3)

f (x, y) = (x− 1)2 + (y − 1)2 + 10−3
(
x2 + y2 − 0, 25

)2
.
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Ðèñ. 3

Çà ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ âiçüìåìî òî÷êó (−10;−10) i h1 = h2 = 0, 02, ó ðåçóëü-
òàòi çàñòîñóâàííÿ íàâåäåíîãî àëãîðèòìó îäåðæèìî ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê (0, 84; 1),
(1; 1). Òî÷êó (1; 1) ïðèéìà¹ìî ç òî÷íiñòþ 0, 02 çà òî÷êó â ÿêié äîñÿãà¹òüñÿ ìiíi-
ìóì ôóíêöi¨, à çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â öié òî÷öi ðiâíî 0,0030625.

Óòî÷íèìî îäåðæàíó òî÷êó. Ïîêëàäåìî h1 = h2 = 0, 0003, ó ðåçóëüòàòi çà-
ñòîñóâàííÿ àëãîðèòìó îäåðæèìî ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê (0, 8; 0, 8), (0, 9971; 0, 8),
(0, 9971; 0, 9965), (0, 9965; 0, 9965).

Îòæå ç òî÷íiñòþ h = 0, 0003 min f (x, y) = 0, 0030382 ïðè x = 0, 9965,
y = 0, 9965.

Âèñíîâêè. Âèêîðèñòîâóþ÷è àïàðàò íåêëàñè÷íèõ ìiíîðàíò i äiàãðàì Íüþ-
òîíà ôóíêöi¨ îäíi¹¨ äiéñíî¨ çìiííî¨, çàäàíèõ òàáëè÷íî, ðîçðîáëåíî ÷èñåëüíi ìå-
òîäè âiäøóêàííÿ àáñîëþòíîãî åêñòðåìóìó íåãëàäêèõ ëîãàðèôìi÷íî îïóêëèõ
ôóíêöié îäíi¹¨ òà äâîõ äiéñíèõ çìiííèõ. Ìåòîä ìîæíà óçàãàëüíèòè äëÿ äîâiëü-
íèõ ðîçðèâíèõ ôóíêöié. Íàâåäåíi ïðèêëàäè âêàçóþòü íà âèñîêó åôåêòèâíiñòü
ìåòîäó. Çáiæíiñòü ìåòîäó íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ.
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