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ПРО МОДЕЛЮВАННЯ ДЕЯКИХ ВИПАДКОВИХ ПРОЦЕСIВ IЗ
ЗАДАНОЮ КОРЕЛЯЦIЙНОЮ ФУНКЦIЄЮ

Testing of the criterion about correlation function for Gaussian stationary stochastic process is
considered.

В роботi тестується критерiй перевiрки гiпотези про вигляд кореляцiйної функцiї гауссового
випадкового процесу.

1. Вступ

Моделювання випадкових процесiв, оцiнювання їх спектральних та кореля-
цiйних функцiй та побудова критерiїв для iдентифiкацiї цих характеристик були
i залишаються актуальним напрямком в теорiї випадкових процесiв. Iнтенсивне
вивчення цих проблем в першу чергу пов’язане з широким застосуванням отри-
маних результатiв при розв’язаннi рiзноманiтних задач статистики випадкових
процесiв. Таке оцiнювання можливо здiйснювати за допомогою побудованих
ранiше критерiїв, але використання цих критерiїв вимагає, щоб проводилось
спостереження за траєкторiєю процесу.

В роботi розглядається сепарабельний дiйсний стацiонарний гауссiв випад-
ковий процес ξ(t) iз заданою спектральною щiльнiстю, для якого побудовано
модель його траєкторiї iз заданою точнiстю та надiйнiстю. По спостережен-
ням за змодельованою траєкторiєю процесу, протестовано критерiй перевiрки
гiпотези про кореляцiйну функцiю даного випадкового процесу. Результатом
роботи є обчисленi значення критерiю за спостереженнями процесу на промiж-
ках рiзної довжини та перевiрка гiпотези про кореляцiйну функцiю процесу за
даними спостереженнями.

2. Побудова моделi гауссового випадкового процесу

В данiй роботi розглядаються центрованi, стацiонарнi в широкому розумiн-
нi, неперервнi в середньому квадратичному випадковi процеси. Як вiдомо(див.
наприклад [1]), такi процеси зображуються у виглядi:

Y (t) =

∞∫

0

cos λ t dξ (λ) +

∞∫

0

sin λ t dη (λ),

де ξ (λ) та η (λ) центрованi випадковi процеси з некорельованими приростами
такi, що ∀λ1 < λ2 E (ξ (λ2)− ξ (λ1))

2 = E (η (λ2)− η (λ1))
2 = F (λ2) − F (λ1),

F (λ) — спектральна функцiя.
Моделлю такого процесу назвемо суму Ỹ (t) виду

Ỹ (t) =
N−1∑

k=0

(cos λkt ∆kξ (λ) + sin λkt ∆kη (λ)), (1)
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де ∆kξ (λ) =
λk+1∫
λk

dξ (λ), ∆kη (λ) =
λk+1∫
λk

dη (λ), λk – точки розбиття DΛ : 0 = λ0 <

< λ1 < . . . < λN = Λ.
Якщо процес Y (t) гауссовий, то процеси ξ (λ) та η (λ) також гауссовi (це

випливає з теореми Карунена).

Означення 1. Скажемо, що модель Ỹ (t) випадкового процесу Y (t) набли-
жає його з надiйнiстю 1−α, 0 < α < 1 та точнiстю δ > 0 в просторi Lp[0, T ],
p ≥ 1, якщо для цiєї моделi виконується нерiвнiсть

P
{
‖Y (t)− Ỹ (t)‖ > δ

}
≤ α.

Теорема 1. Нехай Y (t) центрований, стацiонарний, регулярний, гауссо-
вий, неперервний в середньому квадратичному випадковий процес зi спектраль-
ною функцiєю F (λ), розбиття DΛ iнтервалу [0, Λ] таке, що λi+1− λi = Λ

N
, i =

0, N та TΛ
N
≤ 1. Тодi випадковий процес (1), де ∆kξ (λ) та ∆kη (λ) – незалежнi

гауссовi випадковi величини такi, що ∀λ1 < λ2 E (∆kξ (λ))2 = E (∆kξ (λ))2 =
F (λ2)− F (λ1) наближає процес Y (t) з надiйнiстю 1− α, 0 < α < 1 та точнi-
стю δ > 0 в просторi Lp[0, T ] якщо для чисел Λ та n виконуються нерiвностi:

exp

{
1

2

}
δ

(Dn,Λ)
1
2 T

1
p

exp

{
− δ2

2Dn,ΛT
2
p

}
≤ α,

(Dn,Λ)
1
2 T

1
p при 1 ≤ p ≤ 2,

(Dn,Λ)
1
2 T

1
p (p + 1)

1
2 ≤ δ при p > 2,

де
Dn,Λ =

T 2Λ2

N2
F (Λ) + F (∞)− F (Λ).

Доведення див. в [2].

3. Критерiй перевiрки гiпотези про вигляд кореляцiйної функцiї
гауссового випадкового процесу

Нехай випадковий процес Y = {Y (t), t ∈ [0, T + B], 0 < B < ∞} – задоволь-
няє умовам теореми 1 та є сепарабельний. Його кореляцiйна функцiя

ρ(τ) = EY (t + τ)Y (t), 0 ≤ τ ≤ B,

є неперервною.
Нехай Y (t) – траєкторiя стацiонарного процесу. Розглядатимемо стандартнi

оцiнки кореляцiйних функцiй, а саме, корелограми

ρ̂T (τ) =
1

T

∫ T

0

Y (t + τ)Y (t)dt, T ≥ 0 (2)

Нехай H – гiпотеза, яка полягає в тому, що при 0 ≤ τ ≤ B кореляцiйна фун-
кцiя сепарабельного дiйсного центрованого стацiонарного гауссового випадко-
вого процесу Y дорiвнює ρ(τ), при цьому за оцiнку ρ(τ) вибираємо ρ̂T (τ). Для
перевiрки гiпотези пропонується наступний критерiй.
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Критерiй 1. Для заданого рiвня довiри α, знайдемо такi додатнi xα та
yα, що

s(xα, u) + f(yα) = α, (3)

де
s(x, u) = g(u) exp

{
u2x
2

}
, u > 0, f(x) = 2

1
4 x

1
4

cosh(
√

x
2
− 1

2)
.

Гiпотеза H приймається, якщо

xα <

∫ B

0
(ρ̂T (τ)− ρ(τ))2 dτ

E
∫ B

0
(ρ̂T (τ)− ρ(τ))2 dτ

< yα

i вiдкидається в протилежному випадку.

Обгрунтування дивись в [5].

Зауваження 1. При використаннi наведеного критерiю помилка першого
роду не перевищує α.

Приклад 1. Нехай Y (t) – гауссовий, стацiонарний, центрований, непе-
рервний у середньому квадратичному випадковий процесу з спектральною щiль-
нiстю f(λ) = exp {−Cλ2} . Тодi кореляцiйна функцiя ρ(τ) процесу Y (t) має
вигляд

ρ(τ) = A exp
{−aτ 2

}
,

де A = 1
2

√
π
C
, a = 1

4C
.

Перевiримо роботу критерiю за спостереженнями за змодельованою тра-
єкторiєю цього процесу. Для використання критерiю необхiдно обчислити зна-
чення виразу

∫ B

0
(ρ̂T (τ)− ρ(τ))2 dτ

E
∫ B

0
(ρ̂T (τ)− ρ(τ))2 dτ

(4)

та перевiрити, чи потрапляє воно в iнтервал (xα, yα).
Нехай α = 0.05. Тодi з рiвняння (3) отримаємо xα = 0.0014 та yα = 76.

Врахувавши, що при

ρ(τ) = A exp
{−aτ 2

}
,

знаменник в (4) дорiвнює (див. [5])

2A2

T 2

(
B +

√
π

2a
Φ(2B

√
a)

)(
T

√
π

2a
Φ(2T

√
a) +

1

4a

(
e−2T 2 − 1

))

та пiдставивши замiсть сталих A, a, C, T, B їх значення, отримаємо насту-
пнi результати, зведенi в таблицю (значення константи C = 1000 покладено
для забезпечення спрощень обчислень для моделювання гауссового випадкового
процесу, хоча це не впливає на значимiсть результату).
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№ T B Значення критерiю
1. T = 150 B = T

3
3,15096

2. T = 100 B = T
3

3,8064
3. T = 50 B = T

3
4,35939

4. T = 150 B = 5 40,4267
5. T = 150 B = 10 21,7541
6. T = 150 B = 20 10,5839
7. T = 150 B = 40 4,43171
8. T = 150 B = 100 0,574658

Отже, як видно з таблицi, при достатньо великих T , значення критерiю
потрапляє в iнтервал (xα, yα), а це означає, що гiпотеза про вигляд кореля-
цiйної функцiї приймається.

Зауваження 2. При обчисленнi значень критерiю та при моделюваннi
траєкторiї процесу було використано програмну систему Mathematica.
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