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ПСЕВДООБЕРНЕНИЙ ОПЕРАТОР ДО IНТЕГРАЛЬНОГО
ОПЕРАТОРА ФРЕДГОЛЬМА З ВИРОДЖЕНИМ ЯДРОМ У
ГIЛЬБЕРТОВОМУ ПРОСТОРI

The conditions for the normal solution of Fredholm integral operators with degenerate kernel in
Hilbert spaces are obtained in the paper. The pseudoinvese operator for Fredholm integral operator
with degenerate kernel in Hilbert space is constracted. The example is suggested.

В роботi отримано умови нормальної розв’язностi iнтегальних операторiв Фредгольма з ви-
родженим ядром у гiльбертових просторах. Побудовано псевдообернений оператор до iнте-
грального оператора Фредгольма з виродженим ядром у гiльбертовому просторi. Наведено
приклад.

Дослiдження умов розв’язностi та зображення загальних розв’язкiв опера-
торних рiвнянь у банахових та гiльбертових просторах є проблемою, яка зале-
жить вiд можливостi побудови узагальнено-обернених та псевдообернених опе-
раторiв у цих просторах.

Вiдомо [1,2], що узагальнено-обернений оператор у банаховому просторi ви-
значається неоднозначно. У гiльбертовому просторi завдяки скалярному добу-
тку, однозначному розкладу його у прямi суми ортогональних замкнутих пiд-
просторiв, iзоморфностi взаємно спряжених просторiв, iз множини узагальнено-
обернених операторiв можна видiлити псевдооберений. Такий оператор єди-
ний [3,4].

Постановка задачi. Нехай H− дiйсний гiльбертовий простiр зi скалярним
добутком (x, y)H, x ∈ H, y ∈ H, I = [a, b]− скiнченний промiжок, z(t)− функцiя
зi значеннями в гiльбертовому просторi H, вимiрна у сенсi Бохнера [5, c. 138],

така, що
b∫

a

‖z(t)‖2
Hdt < ∞. Визначимо на множинi таких функцiй скалярний

добуток (z(t), g(t)) =
b∫

a

z∗(t)g(t)dt, де ”∗” — операцiя транспонування. Визначе-

ний таким чином простiр буде гiльбертовим. Позначимо його L2(I,H). Норма
елемента z(t) у цьому просторi визначається через скалярний добуток

‖z(t)‖L2(I,H) =
√

(z(t), z(t))H =

√√√√√
b∫

a

‖z(t)‖2
Hdt.

В якостi гiльбертового простору H може, наприклад, виступати простiр l2 або
iнший гiльбертовий простiр.

У цiй роботi розглядаються умови узагальненої оборотностi та способи по-
будови псевдооберненого оператора до iнтегрального оператора

(Lz)(t) := z(t)−M(t)

b∫

a

N(s)z(s)ds, (1)
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де оператор-функцiї M(t) = {mij(t)} ∞
i,j=1 та N(t) = {nij(t)} ∞

i,j=1− злiченновимiр-
нi матрицi.

Попереднi вiдомостi. Нехай L — лiнiйний обмежений нормально розв’я-
зний оператор, який дiє з гiльбертового простору H1 у гiльбертовий простiр
H2. Вiдомо [6], що ядро N(L) та образ R(L) нормально розв’язного оператора
замкненi i, як наслiдок, доповнювальнi у гiльбертових просторах H1 та H2, вiд-
повiдно. Такi оператори називаються топологiчно нетеровими [7], а за умови,
що нуль-простори N(L) та N(L∗) — лiнiйно iзоморфнi — топологiчно фредголь-
мовими.

Вiдомо [1,3], що оператор L+ — псевдообернений за Муром–Пенроузом [8,9]
до оператора L задовольняє властивостям:

1. LL+L = L
2. L+LL+ = L+;
3. (LL+)∗ = LL+ = IH2 − PN(L∗);
4. (L+L)∗ = L+L = IH − PN(L),

де PN(L) : H → N(L) та PN(L∗) : H2 → N(L∗) — ортопроектори на нуль-простори
N(L) та N(L∗) операторiв L та його спряженого, вiдповiдно.

Оскiльки норми операторiв PN(L) i PN(L∗) дорiвнюють одиницi, то з власти-
востей 3 та 4 маємо, що розв’язок x = L+y рiвняння Lx = y мiнiмiзує норму
нев’язки ‖Lx−y‖H2 = ‖PN(L∗)y‖H2 , а розв’язок f = (L∗)+g = (L+)∗g спряженого
рiвняння L∗f = g мiнiмiзує норму нев’язки ‖L∗f − g‖H1 = ‖PN(L)g‖H1 , причому
цi мiнiмуми досягаються, завдяки рiвностi (L∗)+ = (L+)∗, з допомогою одно-
го i того ж оператора L+. Проте, кожен мiнiмум окремо може досягатися за
допомогою рiзних операторiв.

Означення 1. [10] Узагальнено-обернений оператор L− : H2 → H1, що
задовольняє умовам

1. LL−L = L,
2. L−LL− = L−,
3. (LL−)∗ = LL− = IH2 − PN(L∗)

називається правим псевдооберненим оператором до оператора L i позначає-
ться L+

r .
Означення 2. [10] Узагальнено-обернений оператор L− : H2 → H1, що

задовольняє умовам

1. LL−L = L,
2. L−LL− = L−,
3. (L−L)∗ = L−L = IH1 − PN(L),

називається лiвим псевдооберненим оператором до оператора L i позначає-
ться L+

l .
Оператор, який є i лiвим i правим псевдооберненим одночасно буде псевдо-

оберненим у сенсi Мура–Пенроуза [8, 9].
Наведемо необхiднi вiдомостi з загальної теорiї побудови односторонньо псев-

дооберених та псевдообернених операторiв у гiльбертових просторах [10].
Нехай L− : H2 → H1 — узагальнено-обернений оператор до нормально

розв’язного оператора L.
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Теорема 1. Оператор

L+
r = L−(IH2 − PN(L∗)),

де PN(L∗) : H2 → N(L∗) — нескiнченновимiрний ортопроектор, є обмеженим
правим псевдооберненим до топологiчно нетерового оператора L : H1 → H2.

Теорема 2. Оператор

L+
l = (IH1 − PN(L))L

−,

де PN(L) : H1 → N(L) — нескiнченновимiрний ортопроектор, є обмеженим
правим псевдооберненим до топологiчно нетерового оператора L : H1 → H2.

Теорема 3. Оператор

L+ = (IH1 − PN(L))L
−(IH2 − PN(L∗)),

де PN(L) : H1 → N(L) та PN(L∗) : H2 → N(L∗) — нескiнченновимiрнi орто-
проектори, є єдиним обмеженим псевдооберненим до нормально розв’язного
топологiчно нетерового оператора L.

Основний результат. Визначимо умови, при яких оператор (1) буде дiяти
з гiльбертового простору L2(I,H) в себе. Для цього на злiченновимiрнi матрицi
M(t) та N(t) необхiдно накласти деякi обмеження.

Для того, щоб елемент p(t) = N(t)z(t) належав простору L2(I,H) для будь-
якого z(t) = col{z1(t), z2(t), . . . , zj(t), . . .} ∈ L2(I,H) повинна виконуватись не-
рiвнiсть

∞∑
i=1

( ∞∑
j=1

nij(t)zj(t)

)2

< ∞.

Використовуючи нерiвнiсть Буняковського, отримаємо

‖p(t)‖2
L2(I,H) =

b∫

a

∞∑
i=1

p2
i (t)dt =

b∫

a

∞∑
i=1

( ∞∑
j=1

nij(t)zj(t)

)2

dt ≤

≤
b∫

a

∞∑
i=1

( ∞∑
j=1

nij(t)

)2

dt

b∫

a

( ∞∑
j=1

zj(t)

)2

dt =

=

b∫

a

∞∑
i=1

( ∞∑
j=1

nij(t)

)2

dt‖z(t)‖2
L2(I,H) = N2

0‖z(t)‖2
L2(I,H).

Таким чином, якщо

b∫

a

∞∑
i,j=1

n2
ij(t)dt = N2

0 < ∞, (2)

то елемент p(t) буде належати простору L2(I,H).
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Отже, доведено, що при виконаннi умови (2) для будь-якого z(t) ∈ L2(I,H)
виконується (4) i, як наслiдок, p(t) належить простору L2(I,H). Очевидно, що
b∫

a

p(t)dt належить простору H.

Аналогiчно доводиться, що при виконаннi умови

b∫

a

∞∑
i,j=1

m2
ij(t)dt = M2

0 < ∞, (3)

вектор-стовпець M(t)
b∫

a

N(t)z(t)dt належить простору L2(I,H).

Таким чином, при умовах (2), (3) iнтегральний оператор (1) дiє з гiльберто-
вого простору L2(I,H) у цей же простiр.

Позначимо D = IH − A : H → H− лiнiйний обмежений оператор, де

A =
b∫

a

N(t)M(t)dt. Припустимо, що D− нормально розв’язний оператор. Тодi

iснують ортопроектори PN(D) : H → N(D) та PN(D∗) : H → N(D∗) на нуль-
простори N(D) та N(D∗) операторiв D та йому спряженого D∗, P 2

N(D) = PN(D),

P ∗
N(D) = PN(D), P 2

N(D∗) = PN(D∗), P ∗
N(D∗) = PN(D∗).

Позначимо через PN0(D) звуження оператора PN(D) на пiдпростiр N0(D), по-
роджений системою лiнiйно-незалежних вектор-стовпцiв матрицi-ортопроекто-
ра PN(D). Аналогiчно позначимо PN0(D∗) звуження оператора PN(D∗) на пiдпро-
стiр N0(D

∗), породжений системою лiнiйно-незалежних вектор-стовпцiв матрицi-
ортопроектора PN(D∗).

Тодi оператор-функцiї

X(t) = M(t)PN0(D), Φ(t) = N∗(t)PN0(D∗) (4)

є повними системами лiнiйно-незалежних вектор-функцiй, якi складають бази-
си нуль-просторiв N(L) та N(L∗) iнтегральних операторiв L та L∗, вiдповiдно.

Нехай

α =

b∫

a

X∗(t)X(t)dt, β =

b∫

a

Φ∗(t)Φ(t)dt

— самоспряженi обмеженi оператори, якi є оборотними злiченновимiрними ма-
трицями Грама, дiють з гiльбертового простору H в себе, оскiльки вектор-
стовпцi та вектор-рядки злiченновимiрних матриць X(t) та Φ(t)− лiнiйно-незалежнi.

Теорема 4. Нехай D : H → H− лiнiйний обмежений нормально розв’язний
оператор. Тодi iнтегральний оператор L : L2(I,H) → L2(I,H) (1) — нормально
розв’язний.

Доведення. Для доведення необхiдно i достатньо показати, що iснують ор-
топроектори PN(L) : L2(I,H) → N(L) та PN(L∗) : L2(I,H) → N(L∗).

Покажемо, що

(PN(L)z)(t) = X(t)α−1

b∫

a

X∗(s)z(s)ds,
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(PN(L∗)f)(t) = Φ(t)β−1

b∫

a

Φ∗(s)f(s)ds

— ортопроектори на нуль-простори N(L) та N(L∗) iнтегрального оператора (1)
та йому спряженого, вiдповiдно.

Доведення проведемо для оператора PN(L). Для цього покажемо, що:

1. P 2
N(L) = PN(L), 2. P ∗

N(L) = PN(L), 3. LPN(L) = 0.

Покажемо, що:
1. P 2

N(L) = PN(L).

(P 2
N(L)z)(t) = (PN(L)PN(L))z(t) = X(t)α−1

b∫

a

X∗(s)
{

X(s)α−1×

×
b∫

a

X∗(τ)z(τ)dτ
}

ds = X(t)α−1αα−1

b∫

a

X∗(τ)z(τ)dτ =

= X(t)α−1

b∫

a

X∗(τ)z(τ)dτ = (PN(L)z)(t),

оскiльки
b∫

a

X∗(s)X(s)ds = α, α−1α = IN0(D), де IN0(D)− тотожний оператор у

пiдпросторi N0(D).
2. P ∗

N(L) = PN(L), тобто оператор PN(L) задовольняє спiввiдношенню

(
(PN(L)z)(t), y(t)

)
L2(I,H)

=
(
z(t), (P ∗

N(L)y)(t)
)
L2(I,H)

.

(
(PN(L)z)(t), y(t)

)
L2(I,H)

=

b∫

a

(PN(L)z)∗(t)y(t)dt =

=

b∫

a

[
X(t)α−1

b∫

a

X∗(s)z(s)ds
]∗

y(t)dt =

b∫

a

{ b∫

a

[
X∗(s)z(s)

]∗
ds×

×[
X(t)α−1

]∗}
y(t)dt =

b∫

a

b∫

a

z∗(s)X∗∗(s)(α−1)∗X∗(t)y(t)dsdt =

=

b∫

a

z∗(s)
[
X(t)α−1

b∫

a

X∗(t)y(t)ds
]
dt =

b∫

a

z∗(s)(PN(L)y)(s)ds =
(
z(t), (PN(L)y)(t)

)
L2(I,H)

.
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Таким чином, P ∗
N(L) = PN(L).

3. PN(L)− ортопроектор на нуль-простiр оператора L, тобто LPN(L) = 0.

(LPN(Lz)(t) = X(t)α−1

b∫

a

X∗(s)z(s)ds−M(t)

b∫

a

N(s)×

×
{

X(s)α−1

b∫

a

X∗(τ)z(τ)dτ
}

ds = X(t)α−1

b∫

a

X∗(t)z(s)ds−

−M(t)APN0(D)α
−1

b∫

a

X∗(s)z(s)ds = X(t)α−1

b∫

a

X∗(s)z(s)ds−

−M(t)[IH −D]PN0(D)α
−1

b∫

a

X∗(s)z(s)ds = 0,

оскiльки M(s)PN0(D) = X(s), A = IH −D, DPN0(D) = 0.
Таким чином, оператор PN(L) − ортопроектор на нуль-простiр N(L) опера-

тора L. Доведення для оператора PN(L∗) проводиться аналогiчно.
Отже, оператор L− узагальнено оборотний i, як наслiдок, нормально розв’яз-

ний. Тому для нього iснує у гiльбертовому просторi єдиний обмежений псевдо-
обернений оператор L+.

Для отримання конструкцiй односторонньо псевдообернених та псевдообер-
неного операторiв доведемо наступну теорему.

Теорема 5. Нехай D : H → H — нормально розв’язний оператор. Тодi
оператор

(L−f)(t) = f(t) + M(t)D+

b∫

a

N(s)f(s)ds

є обмеженим узагальнено-оберненим оператором до iнтегрального оператора
(1), де D+ — обмежений псевдообернений оператор до оператора D.

Доведення. Вiдомо [11], що узагальнено-обернений оператор повинен задо-
вольняти спiввiдношенню LL−L = L, яке його визначає.

Обчислимо L−L.

(L−Lz)(t) = z(t)−M(t)

b∫

a

N(s)z(s)ds + M(t)D+

b∫

a

N(τ)
{

z(τ)−M(τ)×

×
b∫

a

N(s)z(s)ds
}

dτ = z(t)−M(t)

b∫

a

N(s)z(s)ds + M(t)D+

b∫

a

N(s)z(s)ds−

−M(t)D+

b∫

a

N(τ)M(τ)dτ

b∫

a

N(s)z(s)ds = z(t)−M(t)

b∫

a

N(s)z(s)ds+
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+M(t)D+

b∫

a

N(s)z(s)ds−M(t)D+A

b∫

a

N(s)z(s)ds = z(t)−M(t)×

×
b∫

a

N(s)z(s)ds + M(t)D+
[
IH − A

] b∫

a

N(s)z(s)ds = z(t)−M(t)×

×
b∫

a

N(s)z(s)ds + M(t)D+D

b∫

a

N(s)z(s)ds = z(t)−M(t)

b∫

a

N(s)z(s)ds+

+M(t)
[
IH − PN(D)

] b∫

a

N(s)z(s)ds = z(t)−M(t)PN(D)

b∫

a

N(s)z(s)ds,

оскiльки D+D = IH − PN(D)

Таким чином, (L−Lz)(t) = z(t)−M(t)PN(D)

b∫
a

N(s)z(s)ds.

Далi обчислимо LL−L.

(LL−Lz)(t) = z(t)−M(t)PN(D)

b∫

a

N(s)z(s)ds−M(t)

b∫

a

N(τ)
{

z(τ)−

−M(τ)PN(D)

b∫

a

N(s)z(s)ds
}

dτ = z(t)−M(t)PN(D)

b∫

a

N(s)z(s)ds−

−M(t)

b∫

a

N(τ)z(τ)dτ + M(t)APN(D)

b∫

a

N(s)z(s)ds =

= z(t)−M(t)

b∫

a

N(s)z(s)ds−M(t)
[
IH − A

]
PN(D)

b∫

a

N(s)z(s)ds =

= z(t)−M(t)

b∫

a

N(s)z(s)ds−M(t)DPN(D)

b∫

a

N(s)z(s)ds =

= z(t)−M(t)

b∫

a

N(s)z(s)ds = (Lz)(t),

оскiльки DPN(D) = 0.
Таким чином, (LL−Lz)(t) = (Lz)(t).
Обмеженiсть оператора L− випливає з обмеженостi оператор-функцiй M(t),

N(t) та оператора D+.
Теорему доведено.
Позначимо

α̃(−1) = PN0(D)α
−1P ∗

N0(D), β̃(−1) = PN0(D∗)β
−1P ∗

N0(D∗). (5)
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Теорема 6. Нехай D — нормально розв’язний оператор. Тодi оператор

(L+
r f)(t) = f(t) +

[
M(t)D+ −N∗(t)β̃(−1)

] b∫

a

N(s)f(s)ds

є обмеженим правим псевдооберненим оператором до iнтегрального оператора
(1), де D+ псевдообернений оператор до оператора D.

Доведення. За теоремою 1 правий псевдообернений оператор L+
r має вигляд

L+
r = L−(IH2 − PN(L∗)) = L− − L−PN(L∗).

За теоремою 5 в якостi узагальнено-оберненого оператора L− вiзьмемо опе-
ратор

(L−f)(t) = f(t) + M(t)D+

b∫

a

N(s)f(s)ds.

Обчислимо L−PN(L∗).

(L−PN(L∗)f)(t) = Φ(t)β−1

b∫

a

Φ∗(s)f(s)ds+

+M(t)D+

b∫

a

N(s)
{

Φ(s)β−1

b∫

a

Φ∗(τ)f(τ)dτ
}

ds =

= Φ(t)β−1

b∫

a

Φ∗(s)f(s)ds + M(t)D+NPN0(D∗)β
−1

b∫

a

Φ∗(s)f(s)ds =

= Φ(t)β−1

b∫

a

Φ∗(s)f(s)ds = N∗(t)β̃(−1)

b∫

a

N(s)f(s)ds,

оскiльки
b∫

a

N(s)Φ(s)ds =
b∫

a

N(s)N∗(s)dsPN0(D∗) = NPN0(D∗), а внаслiдок само-

спряженостi операторiв N =
b∫

a

N(s)N∗(s)ds та PN(D∗) маємо, що NPN0(D∗) =

P ∗
N0(D∗)N, а D+PN0(D∗) = 0, Φ(t) = N∗(t)PN0(D∗), β̃(−1) = PN0(D∗)β

−1P ∗
N0(D∗).

Тодi оператор

(L+
r f)(t) = (L−f)(t)− (L−PN(L∗)f)(t) =

= f(t) + M(t)D+

b∫

a

N(s)f(s)ds−N∗(t)β̃(−1)

b∫

a

N(s)f(s)ds =

= f(t) +
[
M(t)D+ −N∗(t)β̃(−1)

] b∫

a

N(s)f(s)ds

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2014, вип. 25, № 1



ПСЕВДООБЕРНЕНИЙ ОПЕРАТОР ДО IНТЕГРАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА . . . 65

є обмеженим правим псевдооберненим оператором до iнтегрального оператора
(1).

Теорема 7. Нехай D — нормально розв’язний оператор. Тодi оператор

(L+
l f)(t) = f(t) + M(t)

b∫

a

[
D+N(s)− α̃(−1)M∗(s)

]
f(s)ds

є обмеженим лiвим псевдооберненим оператором до iнтегрального оператора
(1), де D+ псевдообернений оператор до оператора D.

Доведення. За теоремою 2 лiвий псевдообернений оператор L+
r має вигляд

L+
l = L− − PN(L)L

−.

Обчислимо PN(L)L
−.

(PN(L)L
−f)(t) = X(t)α−1

b∫

a

X∗(s)
{

f(s)+

+ M(s)D+

b∫

a

N(τ)f(τ)dτ
}

ds = X(t)α−1

b∫

a

X∗(s)f(s)ds+

+ X(t)α−1P ∗
N0(D)MD+

b∫

a

N(s)f(s)ds =

= X(t)α−1

b∫

a

X∗(s)f(s)ds = M(t)α̃(−1)

b∫

a

M∗(s)f(s)ds,

оскiльки X∗(s) = P ∗
N0(D)M

∗(s), M =
∫ b

a
M∗(s)M(s)ds− самоспряжена матриця,

P ∗
N0(D)M = MPN0(D), а PN0(D)D

+ = 0, X(t) = M(t)PN0(D), α̃
(−1) = PN0(D)α

−1P ∗
N0(D).

Тодi оператор

(L+
l f)(t) = (L−f)(t)− (PN(L)L

−f)(t) =

= f(t) + M(t)D+

b∫

a

N(s)f(s)ds−M(t)α̃(−1)

b∫

a

M∗(s)f(s)ds =

= f(t) + M(t)

b∫

a

[
D+N(s)− α̃(−1)M∗(s)

]
f(s)ds

є обмеженим лiвим псевдооберненим оператором до iнтегрального оператора
(1).

Конструкцiю псевдооберненого оператора L+ дає наступна теорема.
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Теорема 8. Нехай D− нормально розв’язний оператор. Тодi оператор

(L+f)(t) = f(t) + M(t)

b∫

a

[
D+N(s)− α̃(−1)M∗(s)

]
f(s)ds+

+
[
M(t)α̃(−1)β̃(−1) −N∗(t)β̃(−1)

] b∫

a

N(s)f(s)ds (6)

є єдиним обмеженим псевдооберненим оператором до iнтегрального оператора
(1), де D+ узагальнено-обернений оператор до оператора D.

Доведення. За теоремою 3

L+ = (IL2(I,H) − PN(L))L
−(IL2(I,H) − PN(L∗)). (7)

Розкривши дужки у спiввiдношеннi (7), отримаємо

L+ = L− − PN(L)L
− + PN(L)L

−PN(L∗) − L−PN(L∗), (8)

При доведеннi теорем 5 та 6 було обчислено другий та четвертий доданки.
Обчислимо третiй доданок.

(PN(L)L
−PN(L∗)f)(t) = (PN(L)PN(L∗)f)(t) =

= X(t)α−1

b∫

a

X∗(s)
{

Φ(s)β−1

b∫

a

Φ∗(τ)f(τ)dτ
}

ds =

= X(t)α−1P ∗
N0(D)A

∗PN0(D∗)β
−1

b∫

a

Φ∗(s)f(s)ds =

= X(t)α−1P ∗
N0(D)[IH −D∗]PN0(D∗)β

−1

b∫

a

Φ∗(s)f(s)ds =

= X(t)α−1P ∗
N0(D)PN0(D∗)β

−1

b∫

a

Φ∗(s)f(s)ds,

оскiльки
b∫

a

X∗(s)Φ(s)ds = P ∗
N0(D)

b∫
a

M∗(s)N∗(s)dsPN0(D∗) = P ∗
N0(D)A

∗PN0(D∗), A∗ =

IH −D∗, а D∗PN0(D∗) = 0.
Пiдставивши отриманi результати у формулу (8) та використавши позначе-

ння (4), (5), отримаємо псевдообернений оператор до iнтегрального оператора
(8) у гiльбертовому просторi L2(I,H)

(L+f)(t) = f(t) + M(t)D+

b∫

a

N(s)f(s)ds−M(t)α̃(−1)

b∫

a

M∗(s)f(s)ds+

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2014, вип. 25, № 1



ПСЕВДООБЕРНЕНИЙ ОПЕРАТОР ДО IНТЕГРАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА . . . 67

+M(t)α̃(−1)β̃(−1)

b∫

a

N(s)f(s)ds−N∗(t)β̃(−1)

b∫

a

N(s)f(s)ds =

= f(t) + M(t)

b∫

a

[
D+N(s)− α̃(−1)M∗(s)

]
f(s)ds+

+
[
M(t)α̃(−1)β̃(−1) −N∗(t)β̃(−1)

] b∫

a

N(s)f(s)ds.

Обмеженiсть псевдооберненого оператора (6) випливає з обмеженостi опера-
тор-функцiй M(t), N(t) та оператора D+.

Зауваження 1. Замiсть псевдооберненого оператора D+ у формулi (6) мо-
жна взяти узагальнено-обернений оператор D−.

Приклад.
Побудуємо односторонньо псевдооберненi та псевдообернений оператори до

лiнiйного iнтегрального оператора Фредгольма з виродженим ядром

(Lz)(t) = z(t)−M(t)

2∫

0

N(s)z(s)ds, (9)

де

M(t) = diag

{(
0 0 t− 1

t− 1
2

1
2
− t 0

)
,

(
0 0 t− 1

t− 1
2

1
2
− t 0

)
, . . .

}
,

N(s) = diag








0 1
1 0
3s
2

0


 ,




0 1
1 0
3s
2

0


 , . . .





— злiченновимiрнi дiагональнi матрицi, якi дiють з простору L2([0, 2], l2) в себе.

Оператор D = Il2 − A, де A =
2∫
0

N(s)M(s)ds має вигляд

D = diag








0 1 0
0 1 0
0 0 0


 ,




0 1 0
0 1 0
0 0 0


 , . . .



 .

Тодi

PN(D) = diag








1 0 0
0 0 0
0 0 1


 ,




1 0 0
0 0 0
0 0 1


 , . . .



 ,

PN(D∗) = diag








1
2
−1

2
0

−1
2

1
2

0
0 0 1


 ,




1
2
−1

2
0

−1
2

1
2

0
0 0 1


 , . . .



 ,

D+ = diag








0 0 0
1
2

1
2

0
0 0 0


 ,




0 0 0
1
2

1
2

0
0 0 0


 , . . .



 .
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Звуження PN0(D) та PN0(D∗) операторiв PN(D) та PN(D∗), вiдповiдно будуть
мати вигляд

PN0(D) = diag








1 0
0 0
0 1


 ,




1 0
0 0
0 1


 , . . .



 ,

PN0(D∗) = diag








1
2

0
−1

2
0

0 1


 ,




1
2

0
−1

2
0

0 1


 , . . .



 .

Тодi оператор-функцiї

X(t) = M(t)PN0(D) = diag

{(
0 t− 1

t− 1
2

0

)
,

(
0 t− 1

t− 1
2

0

)
, . . .

}
,

Φ(t) = N∗(t)PN0(D∗) = diag

{( −1
2

3t
2

1
2

0

)
,

( −1
2

3t
2

1
2

0

)
, . . .

}

є повними системами лiнiйно-незалежних вектор-функцiй, якi складають бази-
си нуль-просторiв N(L) та N(L∗) iнтегральних операторiв L та L∗, вiдповiдно.

Далi побудуємо матрицi Грама

α =

2∫

0

X∗(t)X(t)dt = diag

{(
7
6

0
0 2

3

)
,

(
7
6

0
0 2

3

)
, . . .

}
,

β =

2∫

0

Φ∗(t)Φ(t)dt = diag

{(
1 −3

2

−3
2

6

)
,

(
1 −3

2

−3
2

6

)
, . . .

}

та матрицi

α̃(−1) = PN0(D)α
−1P ∗

N0(D) = diag








6
7

0 0
0 0 0
0 0 3

2


 ,




6
7

0 0
0 0 0
0 0 3

2


 , . . .



 ,

β̃(−1) = PN0(D∗)β
−1P ∗

N0(D∗) = diag








2
5
−2

5
1
5

−2
5

2
5
−1

5

1
5
−1

5
4
15




,




2
5
−2

5
1
5

−2
5

2
5
−1

5

1
5
−1

5
4
15




, . . .





.

Тодi за теоремою 6 побудуємо правий псевдообернений оператор

(L+
r f)(t) = f(t) + M1(t)

2∫

0

N(s)f(s)ds,

де
M1(t) = M(t)D+ −N∗(t)β̃(−1) =

= diag








4−3t
10

3t−4
10

1−2t
5

−3−10t
20

13−10t
20

−1
5


 ,




4−3t
10

3t−4
10

1−2t
5

−3−10t
20

13−10t
20

−1
5


 , . . .



 .
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За теоремою 7 лiвий псевдообернений оператор буде мати вигляд

(L+
l f)(t) = f(t) + M(t)

b∫

a

N1(s)f(s)ds,

де

N1(s) = D+N(s)− α̃(−1)M∗(s) = diag








0 3−6s
7

1
2

1
2

3−3s
2

0




,




0 3−6s
7

1
2

1
2

3−3s
2

0




, . . .





.

За теоремою 8 псевдообернений оператор до iнтегрального оператора (9)
буде мати вигляд

(L+f)(t) = f(t) + M(t)

b∫

a

N1(s)f(s)ds + M2(t)

b∫

a

N(s)f(s)ds

де N1(s) — визначено вище, а

M2(t) = M(t)α̃(−1)β̃(−1) −N∗(t)β̃(−1) =

= diag








1
10

− 1
10

−1
5

12t−20
35

20−12t
35

6t−10
35


 ,




1
10

− 1
10

−1
5

12t−20
35

20−12t
35

6t−10
35


 , . . .



 .
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