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ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-СИМВОЛЬНИЙ МЕТОД
РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧI КОШI ДЛЯ ОДНОРIДНОЇ
СИСТЕМИ РIВНЯНЬ IЗ ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ

We investigate the Cauchy problem for homogeneous normal system with respect to the highest
time derivatives of partial differential equations with constant coefficients. We specify the classes of
existence and uniqueness of solution of the problem. Those classes contain entire vector-functions
of certain orders either in each variable or in a set of variables. In those classes by means of the
differential-symbol method we construct the solution of the problem in the form of finite sums or
power series, which define entire functions.

Дослiджено задачу Кошi для однорiдної нормальної системи стосовно старших похiдних за
часом рiвнянь iз частинними похiдними зi сталими коефiцiєнтами. Видiлено класи iснування
та єдиностi розв’язку задачi. До цих класiв належать цiлi вектор-функцiї деяких порядкiв або
за кожною змiнною або за сукупнiстю змiнних. У цих класах за допомогою диференцiально-
символьного методу побудовано розв’язок задачi у виглядi скiнченних сум або степеневих
рядiв, якi визначають цiлi функцiї.

Вступ. Серед крайових задач математичної фiзики особливе мiсце займає
задача Кошi, яка на сьогоднi є найбiльш вивченою. Першими ґрунтовними пра-
цями з цiєї проблематики були дослiдження Ж.Адамара [1], I. Г.Петровського
[2], С.Л.Соболєва [3], в яких найповнiше дослiджено задачу Кошi для гiпербо-
лiчних та параболiчних рiвнянь i систем рiвнянь.

Загальнi результати щодо розв’язностi задачi Кошi для рiвнянь iз частин-
ними похiдними зi сталими коефiцiєнтами одержано у працях [4,5].

Першi результати в напрямi вiдшукання найширших класiв iснування та
єдиностi розв’язку задачi Кошi належать Е. Гольмгрену [6] i А.M.Тiхонову [7],
якi вказали класи єдиностi розв’язку задачi Кошi для рiвняння теплопровiд-
ностi та близьких до нього рiвнянь.

Особливе мiсце в теорiї задачi Кошi займає теорiя пiвгруп, тобто теорiя
еволюцiйних диференцiальних рiвнянь у банаховому просторi. Фундаменталь-
нi результати з цiєї теорiї мiстяться в монографiях [8–11]. Задача Кошi для
диференцiально-операторних рiвнянь вивчалась багатьма вченими (див., зокре-
ма, [12–15] та бiблiографiю в них).

У цiй працi дослiдимо задачу Кошi для однорiдної нормальної системи рiв-
нянь iз частинними похiдними довiльного скiнченного порядку за часом та зага-
лом нескiнченного порядку за просторовими змiнними. Використаємо для цього
диференцiально-символьний метод, запропонований у працях [16,17].

1. Формулювання задачi. Розглянемо в областi змiнних t > 0, x ∈ Rs

задачу Кошi
n∑

j=1

lij

(
∂

∂t
,

∂

∂x

)
Uj(t, x)≡

(
δij

∂m

∂tm
−

m∑
p=1

n∑
j=1

apij

(
∂

∂x

)
∂m−p

∂tm−p

)
Uj = 0, i = 1, n,

(1)
∂kUi

∂tk

∣∣∣∣∣
t=0

= ϕki(x), k = 0,m− 1 , i = 1, n, (2)

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2014, вип. 25, № 1



86 З. М. НИТРЕБИЧ

де apij

(
∂
∂x

)
– довiльнi диференцiальнi вирази зi сталими коефiцiєнтами, симво-

лами яких є цiлi функцiї apij(ν), i, j = 1, n, p = 1,m, {m,n, s} ⊂ N, δij – дельта
Кронекера.

Поряд iз квадратною системою рiвнянь (1) запишемо систему звичайних
диференцiальних рiвнянь

n∑
j=1

lij

(
d

dt
, ν

)
Tj(t, ν) = 0, i = 1, n, (3)

де ν ∈ Cs, ν – векторний параметр, ν = (ν1, . . . , νs).
Нехай L(λ, ν) = ‖ lij(λ, ν) ‖i,j=1, n , ϕ(λ, ν) = det L(λ, ν), l̃ij(λ, ν) – алгеб-

ричнi доповнення елементiв lij(λ, ν) матрицi L(λ, ν).
Функцiя ϕ(λ, ν) є зведеним полiномом щодо λ вигляду

ϕ(λ, ν) = λmn +
mn∑
j=1

ξj(ν) λmn−j, (4)

де коефiцiєнти ξ1(ν), . . . , ξmn(ν) є цiлими функцiями, причому справджуються
спiввiдношення

n∑
j=1

lij(λ, ν)l̃rj(λ, ν) = δir ϕ(λ, ν), i, r = 1, n. (5)

Позначимо через W (t, ν) розв’язок (функцiю Кошi) такої задачi з початко-
вими умовами:

ϕ

(
d

dt
, ν

)
W (t, ν) = 0, (6)

djW

dtj

∣∣∣∣
t=0

= δj, mn−1, j = 0,mn− 1. (7)

Доведемо, що для довiльного фiксованого r ∈ { 1, 2, . . . , n } функцiї вигляду

Tm−1, jr(t, ν) = l̃rj

(
d

dt
, ν

)
W (t, ν), j = 1, n, (8)

задовольняють систему рiвнянь (3).
Справдi, на пiдставi (5) та (6) для {i, r} ⊂ { 1, 2, . . . , n } маємо

n∑
j=1

lij

(
d

dt
, ν

)
Tm−1, jr(t, ν) =

n∑
j=1

lij

(
d

dt
, ν

){
l̃rj

(
d

dt
, ν

)
W (t, ν)

}
=

=
n∑

j=1

{
lij

(
d

dt
, ν

)
l̃rj

(
d

dt
, ν

)}
W (t, ν) = δir ϕ

(
d

dt
, ν

)
W (t, ν) = 0.

Аналогiчно доводиться, що для фiксованого r ∈ { 1, 2, . . . , n } функцiї вигля-
ду

Tm−k−1,jr(t, ν) =
d kTm−1,jr(t, ν)

dtk
−

−
k∑

p=1

(
n∑

l=1

d k−pTm−1,jl(t, ν)

dtk−p
aplr(ν)

)
, j = 1, n, k = 1,m− 1,

(9)
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задовольняють систему рiвнянь (3).
Легко бачити, що l̃jj(λ, ν), j = 1, n, є зведеними полiномами щодо λ степеня

mn −m, а всi полiноми l̃rj(λ, ν) для r 6= j мають степiнь, нижчий за mn −m.
Тому маємо

∂mn−m l̃rj(λ, ν)

∂λmn−m
= δrj (mn−m)!, r, j = 1, n. (10)

На пiдставi спiввiдношень (10) та (7) неважко довести, що функцiї (8) i (9)
задовольняють умови

dpTk,jr

dtp

∣∣∣∣
t=0

= δjrδkp, p, k = 0,m− 1 , j, r = 1, n. (11)

2. Основнi результати. Питання встановлення класу iснування та єдинос-
тi розв’язку задачi (1), (2) пов’язане iз дослiдженням поведiнки функцiї W (t, ν)
за компонентами вектора ν – параметрами ν1, ν2, . . . , νs.

Оскiльки за припущенням apij(ν), i, j = 1, n, p = 1, m, є цiлими функцiями
параметрiв ν1, ν2, . . . , νs разом з коефiцiєнтами ξk(ν) полiнома (4), то за тео-
ремою Пуанкаре [18, c. 59] про аналiтичну залежнiсть розв’язку задачi Кошi
вiд параметрiв маємо, що функцiя W (t, ν) як розв’язок задачi Кошi (6), (7)
є цiлою функцiєю параметрiв ν1, ν2, . . . , νs. Очевидно, що елементи l̃rj(λ, ν),
r, j = 1, n, будуть також цiлими функцiями стосовно ν1, ν2, . . . , νs. Отже, функ-
цiї Tk,jr(t, ν), k = 0,m− 1, j, r = 1, n, є цiлими стосовно ν1, ν2, . . . , νs функцiя-
ми, а їх порядки за сукупнiстю параметрiв ν1, ν2, . . . , νs визначаються порядком
цiлої функцiї W (t, ν) [4, c. 83]:

θ =





max
k=1, mn

{
deg ξk(ν)

k

}
, якщо apij(ν), i, j = 1, n, p = 1,m, – полiноми,

∞ – в iнших випадках.
(12)

У формулi (12) deg ξk(ν) позначає степiнь полiнома ξk(ν) за сукупнiстю змiн-
них ν1, ν2, . . . , νs.

Уведемо до розгляду такi класи цiлих функцiй:
A = {ϕ(x), x ∈ Rs : ϕ(z) – цiла функцiя, z ∈ Cs} – клас цiлих функцiй;
Ap = {ϕ(x), x ∈ Rs : ϕ(z) – цiла функцiя порядку ρ < p за сукупнiстю

змiнних, z ∈ Cs} , 1 < p < ∞;
A1 ={ϕ(x), x ∈ Rs : ϕ(z) – цiла функцiя експоненцiйного типу, z ∈ Cs} ;
A q = {ϕ(x), x ∈ Rs : ϕ(z) – цiла функцiя за змiнною zj порядку ρ < qj

для 1 < qj < ∞; довiльного порядку для qj = ∞; експоненцiйного типу для
qj = 1; z ∈ Cs, j = 1, s

}
, q = (q1, q2, . . . , qs).

Для θ ∈ R+

⋃{∞} позначаємо:

Dθ =





Aθ′ , де 1
θ

+ 1
θ′ = 1 , якщо 1 < θ < ∞ ,

A, якщо 0 ≤ θ ≤ 1 ,
A 1 , якщо θ = ∞ .

Теорема 1. Нехай у системi (1) apij

(
∂
∂x

)
, i, j = 1, n, p = 1,m, – довiль-

нi диференцiальнi вирази зi сталими коефiцiєнтами, символами яких є цiлi
функцiї apij(ν), i, j = 1, n, p = 1,m, а θ визначено за формулою (12). Якщо для
всiх k = 0,m− 1, i = 1, n початковi функцiї ϕki(x) належать до Dθ, то у
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класi цiлих вектор-функцiй, компоненти яких Uj(t, x), j = 1, n, для кожного
фiксованого t > 0 належать до Dθ, iснує єдиний розв’язок задачi (1), (2), який
можна знайти за формулою

Uj(t, x) =
m−1∑

k=0

n∑
r=1

ϕkr

(
∂

∂ν

){
Tk, jr(t, ν)eν·x

} ∣∣∣∣
ν=O

, j = 1, n, (13)

де Tk,jr(t, ν), k = 0,m− 1, j, r = 1, n, – функцiї (8), (9), ν · x = ν1x1 + . . . + νsxs,
O = (0, . . . , 0).

Доведення. Обчислимо θ за формулою (12) i припустимо, що для всiх
i = 1, n, k = 0,m− 1 ϕki ∈ Dθ. Визначимо диференцiальнi вирази ϕkr

(
∂
∂ν

)
, r =

1, n, k = 0, m− 1, як диференцiальнi вирази нескiнченного порядку, замiнивши
у розвиненнях в ряди Маклорена функцiй ϕkr (x) вектор-змiнну x на вектор-
похiдну ∂

∂ν
. Як було зазначено вище, функцiї у фiгурних дужках формули (13)

є цiлими за параметрами ν1, ν2, . . . , νs, порядок яких не перевищує θ за сукуп-
нiстю параметрiв ν1, ν2, . . . , νs. Дiї диференцiальних виразiв нескiнченного по-
рядку ϕkr

(
∂
∂ν

)
, r = 1, n, k = 0,m− 1, на цi функцiї визначенi коректно, якщо

символи виразiв ϕkr(x), r = 1, n, k = 0,m− 1, належать до Dθ (див. [19] для
s = 1 та [20] для s > 1).

Покажемо, що результат дiї ϕkr

(
∂
∂ν

)
на Tk,jr(t, ν)eν·x для фiксованого t > 0

належатиме до Dθ. Для цього запишемо очевидну рiвнiсть для цiлих функцiй
ϕkr(x):

ϕkr

(
∂

∂ν

) {
eν·x

}∣∣∣
ν=O

= ϕkr(x).

Подiємо на обидвi частини цiєї рiвностi диференцiальними виразами нескiнчен-
ного порядку Tk,jr

(
t, ∂

∂x

)
. Злiва, за цiлiстю функцiї ϕkr

(
∂
∂ν

) {
eν·x

}
в околi точки

ν = O одержимо

ϕkr

(
∂

∂ν

) {
Tk,jr(t, ν)eν·x

}∣∣∣
ν=O

,

а справа отримаємо вираз Tk,jr(t,
∂
∂x

)ϕkr(x). Оскiльки ϕkr ∈ Dθ, а символами
диференцiальних виразiв Tk,jr(t,

∂
∂x

) для фiксованого t > 0 є цiлi функцiї по-
рядку не вище θ, то результат дiї Tk,jr(t,

∂
∂x

)ϕkr(x) для фiксованого t > 0 буде
належати до Dθ (див. [19] та [20]).

Зауважимо також, що функцiї Uj(t, x) вигляду (13) є цiлими функцiями i
допускають скiнченного порядку диференцiювання за змiнною t та за змiнними
x1, x2, . . . , xs у випадку, коли apij

(
∂
∂x

)
, i, j = 1, n, p = 1,m, – диференцiальнi по-

лiноми. Якщо ж, хоча б один з диференцiальних виразiв apij

(
∂
∂x

)
, i, j = 1, n, p =

1,m, є диференцiальним виразом нескiнченного порядку, то θ = ∞ i функцiї
Uj(t, x) допускатимуть нескiнченного порядку диференцiювання за змiнними
x1, x2, . . . , xs [20].

Дiя виразiв ϕkr

(
∂
∂ν

)
на вiдповiднi продиференцiйованi вирази буде коректно

визначеною, оскiльки пiсля диференцiювання функцiй Uj(t, x) вигляду (13) у
фiгурних дужках одержуються цiлi функцiї параметрiв ν1, ν2, . . . , νs того ж по-
рядку θ за сукупнiстю ν1, ν2, . . . , νs.

Доведемо тепер, що функцiї (13) задовольняють систему (1). З того, що для
довiльного r = 1, n функцiї (8), (9) задовольняють систему рiвнянь (3), для
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i = 1, n маємо
n∑

j=1

lij

(
∂

∂t
,

∂

∂x

)
Uj(t, x) =

=
n∑

j=1

lij

(
∂

∂t
,

∂

∂x

) m−1∑

k=0

n∑
r=1

ϕkr

(
∂

∂ν

){
Tk,jr(t, ν)eν·x

} ∣∣∣∣
ν=O

=

=
m−1∑

k=0

n∑
r=1

ϕkr

(
∂

∂ν

)(
n∑

j=1

lij

(
∂

∂t
,

∂

∂x

) {
Tk,jr(t, ν)eν·x

}) ∣∣∣∣
ν=O

=

=
m−1∑

k=0

n∑
r=1

ϕkr

(
∂

∂ν

) {
eν·x

n∑
j=1

lij

(
d

dt
, ν

)
Tk,jr(t, ν)

} ∣∣∣∣∣
ν=O

= 0.

Крiм того, спiввiдношення (11) забезпечують для розв’язку (13) системи (1)
виконання початкових умов (2). Отже, клас цiлих вектор-функцiй, компоненти
яких для фiксованого t > 0 належать до Dθ, є класом iснування розв’язку за-
дачi (1), (2). Цей клас вектор-функцiй є одночасно й класом єдиностi розв’язку,
оскiльки вiн є звуженням вiдомого класу єдиностi розв’язку задачi, видiленого
в роботi [4]. Теорему доведено.

Зауваження 1. Задачу (1), (2) зручно записувати у матричному виглядi

L

(
∂

∂t
,

∂

∂x

)
U(t, x) ≡ ∂mU

∂tm
−

m∑
p=1

Ap

(
∂

∂x

)
∂m−pU

∂tm−p
= 0, (14)

∂kU

∂tk

∣∣∣
t=0

= Φk(x), k = 0,m− 1, (15)

де U(t, x) =
(
U1(t, x), . . . , Un(t, x)

)τ

, Φk(x) =
(

ϕk1(x), . . . , ϕkn(x)
)τ

, k = 0,m− 1,

Ap

(
∂
∂x

)
=

∥∥ apij

(
∂
∂x

) ∥∥
i,j=1, n

, p = 1,m, 0 = (0, . . . , 0)τ , τ – символ транспонуван-
ня.

На пiдставi формули (13) розв’язок задачi (14), (15) можна записати у
виглядi

U(t, x) =

[
m−1∑

k=0

Φτ
k

(
∂

∂ν

) {
T τ

k (t, ν)eν·x
} ∣∣∣∣

ν=O

] τ

, (16)

де

Tm−1(t, ν) = L̃

(
d

dt
, ν

) (
EnW (t, ν)

)
, (17)

Tm−k−1(t, ν) =
d kTm−1(t, ν)

dtk
−

k∑
p=1

d k−pTm−1(t, ν)

dtk−p
Ap(ν), k = 1,m− 1, (18)

En – одинична матриця порядку n.

Враховуючи порядки цiлої функцiї W (t, ν) за кожним параметром νj зокре-
ма, де j = 1, s, можна видiлити ширший (анiзотропний) клас iснування та єди-
ностi розв’язку задачi (1), (2), вiдмiнний вiд поданого в теоремi 1.
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Теорема 2. Нехай у системi (1) apij

(
∂
∂x

)
, i, j = 1, n, p = 1,m, – довiль-

нi диференцiальнi вирази зi сталими коефiцiєнтами, символами яких є цiлi
функцiї apij(ν), i, j = 1, n, p = 1,m, а θl, l = 1, s, визначаються рiвностями

θl =





max
k=1, mn

{
deg ξk(ν)

k

}
, якщо apij(ν), i, j = 1, n, p = 1, m,−полiноми,

∞− в iнших випадках,
(19)

де deg ξk(ν) – степiнь полiнома ξk(ν) за змiнною νl, l = 1, s. Якщо для всiх
k = 0,m− 1, i = 1, n функцiї ϕki(x) належать до Dθ, де θ = (θ1, θ2, . . . , θs), то
у класi цiлих вектор-функцiй, компоненти яких Uj(t, x), j = 1, n, для кожного
фiксованого t > 0 належать до Dθ, iснує єдиний розв’язок задачi (1), (2). Цей
розв’язок можна подати у виглядi (13), де Tk,jr(t, ν), k = 0,m− 1, j, r = 1, n,
– функцiї (8).

Доведення. Якщо apij(ν), i, j = 1, n, p = 1,m, – полiноми, то обчислимо θl

за формулою (19), де deg ξk(ν) – степiнь полiнома ξk(ν) за змiнною νl, l = 1, s.
Якщо ж хоча б один з виразiв apij(ν), i, j = 1, n, p = 1,m, не є полiномом за
змiнною νl, l = 1, s, то покладаємо νl = ∞. Утворюємо вектор θ = (θ1, θ2, . . . ,
θs) i припускаємо, що для всiх k = 0,m− 1, i = 1, n функцiї ϕki(x) належать до
Dθ. Далi доведення теореми є аналогiчним до доведення теореми 1.

3. Приклад розв’язування задачi Кошi. Знайти розв’язок задачi Кошi
для однорiдної системи диференцiально-функцiональних рiвнянь

∂2

∂t2
U1(t, x1, x2) = 2U1(t, x1 + 2, x2) + 2U2(t, x1 + 3, x2)− ∂2

∂x2
2

U2(t, x1 + 1, x2),

∂2

∂t2
U2(t, x1, x2) = 2U1(t, x1 + 1, x2) + 2U2(t, x1 + 2, x2) +

∂2

∂x2
2

U2(t, x1, x2),

(20)
∂kUi

∂tk

∣∣∣
t=0

= ϕki(x1, x2), k = 0, 1, i = 1, 2. (21)

H Для даної задачi маємо n = 2, s = 2, m = 2,

A1(ν) =

(
0 0
0 0

)
, A2(ν) =

(
2e2ν1 2e3ν1 − ν2

2e
ν1

2eν1 2e2ν1 + ν2
2

)
, ν = (ν1, ν2),

L(λ, ν) =

(
λ2 − 2e2ν1 −2e3ν1 + ν2

2e
ν1

−2eν1 λ2 − 2e2ν1 − ν2
2

)
, ϕ(λ, ν) =

(
λ2 − 4e2ν1

) (
λ2 − ν2

2

)
,

L̃(λ, ν) =

(
λ2 − 2e2ν1 − ν2

2 2e3ν1 − ν2
2e

ν1

2eν1 λ2 − 2e2ν1

)
.

Задача Кошi (6), (7) набуває вигляду
(

d2

dt2
− 4e2ν1

)(
d2

dt2
− ν2

2

)
W (t, ν) = 0,

dkW

dtk

∣∣∣∣
t=0

= δ3k, k = 0, 1, 2, 3.

(22)

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2014, вип. 25, № 1



ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-СИМВОЛЬНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧI КОШI. . . 91

Розв’язком задачi (22) є функцiя вигляду

W (t, ν) =
ν2 sh[2eν1t]− 2eν1 sh[ν2t]

2ν2eν1 [4e2ν1 − ν2
2 ]

,

яка є цiлою стосовно ν1 та ν2, причому має порядок θ = ∞ за сукупнiстю
змiнних i, крiм того, нескiнченний порядок за ν1 та перший порядок за ν2.

Формули (17), (18) набувають вигляду

T1(t, ν) = L̃

(
d

dt
, ν

) (
E2W (t, ν)

)
, (23)

T0(t, ν) =
dT1(t, ν)

dt
. (24)

За формулою (23) знаходимо елементи матрицi T1(t, ν):

T1,11(t, ν) = l̃11

(
d

dt
, ν

)
W (t, ν) =

(
d2

dt2
− 2e2ν1 − ν2

2

)
W (t, ν) =

=
ν2(2e

2ν1 − ν2
2) sh[2eν1t] + 4e3ν1 sh[ν2t]

2ν2eν1 [4e2ν1 − ν2
2 ]

,

T1,12(t, ν) = l̃21

(
d

dt
, ν

)
W (t, ν) = (2e2ν1 − ν2

2)
ν2 sh[2eν1t]− 2eν1 sh[ν2t]

2ν2[4e2ν1 − ν2
2 ]

,

T1,21(t, ν) = l̃12

(
d

dt
, ν

)
W (t, ν) =

ν2 sh[2eν1t]− 2eν1 sh[ν2t]

ν2[4e2ν1 − ν2
2 ]

,

T1,22(t, ν) = l̃22

(
d

dt
, ν

)
W (t, ν) =

(
d2

dt2
− 2e2ν1

)
W (t, ν) =

=
ν2e

ν1 sh[2eν1t] + [2e2ν1 − ν2
2 ] sh[ν2t]

ν2[4e2ν1 − ν2
2 ]

.

Аналогiчно знаходимо елементи матрицi T0(t, ν) за формулою (24).
Шуканий розв’язок задачi (20), (21) знаходимо за формулою (16):

U(t, x1, x2)=
[
Φτ

0

( ∂

∂ν

){
T τ

0 (t, ν)eν1x1+ν2x2

}∣∣∣
ν=O

+ Φτ
1

( ∂

∂ν

){
T τ

1 (t, ν)eν1x1+ν2x2

}∣∣∣
ν=O

]τ

.

(25)
Оскiльки за формулою (12) θ = ∞, то згiдно з теоремою 1 розв’язок (25) за-

дачi (20), (21) iснує i єдиний у вiдповiдному класi функцiй, якщо ϕki(x1, x2), k =
0, 1, i = 1, 2, належать до A1.

Крiм того, W (t, ν) як цiла стосовно ν1 i ν2 функцiя має нескiнченний по-
рядок стосовно ν1 та перший порядок стосовно ν2, тому за теоремою 2, якщо
ϕki(x1, x2), де k = 0, 1, i = 1, 2, є довiльними цiлими функцiями за змiнною x2 i
належать до A1 як функцiї змiнної x1, то iснує єдиний розв’язок задачi (20) у
вiдповiдному класi цiлих вектор-функцiй i цей розв’язок задачi можна знайти
за формулою (25).

Якщо в задачi (20), (21) початковi функцiї є конкретними, зокрема, є цiлими
функцiями зi вказаного класу розв’язностi

ϕ11(x1, x2) = 1, ϕ12(x1, x2) = ex1+3x2 , ϕ01(x1, x2) = ϕ02(x1, x2) = 0,
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то розв’язок такої задачi набуває вигляду
(

U1(t, x1, x2)
U2(t, x1, x2)

)
=

[(
1 e

∂
∂ν1

+3 ∂
∂ν2

) (
T1,11(t, ν) T1,21(t, ν)
T1,12(t, ν) T1,22(t, ν)

)
eν1x1+ν2x2

]τ ∣∣∣∣
ν1=ν2=0

,

звiдки отримуємо

U1(t, x1, x2) = T1,11(t, 0, 0) + T1,12(t, 1, 3)ex1+3x2 ,

U2(t, x1, x2) = T1,21(t, 0, 0) + T1,22(t, 1, 3)ex1+3x2 .

За допомогою граничних переходiв визначаємо

T1,11(t, 0, 0) =
1

4
sh[2t] +

1

2
t, T1,12(t, 1, 3) = (2e2 − 9)

3 sh[2et]− 2e sh[3t]

6(4e2 − 9)
,

T1,21(t, 0, 0) =
1

4
sh[2t]− 1

2
t, T1,22(t, 1, 3) =

3e sh[2et] + (2e2 − 9) sh[3t]

3(4e2 − 9)
.

Отже, шуканий розв’язок задачi Кошi (20), (21) є таким:

U1(t, x1, x2) =
1

4
sh[2t] +

1

2
t + (2e2 − 9)

3 sh[2et]− 2e sh[3t]

6(4e2 − 9)
ex1+3x2 ,

U2(t, x1, x2) =
1

4
sh[2t]− 1

2
t +

3e sh[2et] + (2e2 − 9) sh[3t]

3(4e2 − 9)
ex1+3x2 .

Знайдений розв’язок задачi є єдиним (теорема 1) у класi цiлих вектор-функ-
цiй, якi для кожного фiксованого t > 0 є цiлими функцiями експоненцiального
типу. N

Висновки. У цiй працi вивчено задачу Кошi для однорiдної системи рiв-
нянь iз частинними похiдними, розв’язної стосовно старших похiдних за ча-
сом зi сталими коефiцiєнтами. Видiлено класи цiлих вектор-функцiй деяких
порядкiв або за кожною змiнною або за сукупнiстю змiнних як класи iснуван-
ня та єдиностi розв’язку задачi. У цих класах за допомогою диференцiально-
символьного методу побудовано розв’язок задачi у виглядi дiї диференцiальних
виразiв, символами яких є початковi функцiї, на деякi цiлi функцiї параметрiв.
Подано приклад застосування методу для однорiдної системи диференцiально-
функцiональних рiвнянь.

У подальших дослiдженнях цiкавим є вивчення задачi Кошi для неоднорiд-
ної системи рiвнянь iз частинними похiдними загалом нескiнченного порядку
за просторовими змiнними.
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