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ЗАДАЧА ДIРIХЛЕ-НЕЙМАНА ДЛЯ ЛIНIЙНОГО
ГIПЕРБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ ВИСОКОГО ПОРЯДКУ ЗI
СТАЛИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ У СМУЗI

We find the classes of univalent solvability of the problem with Dirichlet-Neumann conditions in
time variable for hyperbolic equation homogeneous with respect to the order of differentiation,
in a strip. These classes contain entire functions of order not higher than the first. Using the
differential-symbol method we construct a solution of the problem in the form of action of differen-
tial expressions (generally of infinite order), whose symbols are right-hand sides of the Dirichlet-
Neumann conditions and the equation, onto some meromorphic functions of parameters.

Знайдено класи однозначної розв’язностi задачi з умовами Дiрiхле-Неймана за часом для
гiперболiчного рiвняння, однорiдного за порядком диференцiювання, у смузi. Цi класи мiстять
цiлi функцiї порядку, не вище першого. За допомогою диференцiально-символьного методу
побудовано розв’язок задачi у виглядi дiї диференцiальних виразiв (загалом нескiнченного
порядку), символами яких є правi частини крайових умов та рiвняння, на деякi мероморфнi
функцiї параметрiв.

Вступ. Крайовi задачi з даними на всiй межi областi для гiперболiчних рiв-
нянь i систем рiвнянь, взагалi, є умовно коректними, а їх розв’язнiсть у багатьох
випадках пов’язана з проблемою малих знаменникiв (див. [1, 2] та бiблiографiю
в них). Щоб забезпечити коректнiсть таких задач, на шуканий розв’язок на-
кладають певнi додатковi умови. У випадках, коли область є смугою чи шаром,
такими умовами є, наприклад: додатковi умови за часовою змiнною [3], умо-
ви перiодичностi, майже перiодичностi [4-6] або певнi умови щодо поведiнки
розв’язку на нескiнченностi [7-10] за просторовими координатами.

У данiй працi знайдено класи однозначної розв’язностi задачi Дiрiхле–Ней-
мана для лiнiйного неоднорiдного гiперболiчного рiвняння порядку 2n (n ∈ N)
зi сталими коефiцiєнтами у смузi. Цими класами є цiлi функцiї, порядок яких
не перевищує одиницi. Для дослiдження задачi та побудови її розв’язку вико-
ристано диференцiально-символьний метод [11].

1. Формулювання задачi. В областi S = {(t, x) ∈ R2 : 0<t<h, x ∈ R} роз-
глянемо задачу

L

(
∂

∂t
,

∂

∂x

)
u (t, x) :=

n∑
s=0

as
∂2nu

∂t2n−2s∂x2s
= f (t, x) , (1)

∂2r−2u

∂t2r−2

∣∣∣∣
t=0

= ϕr (x) ,
∂2r−1u

∂t2r−1

∣∣∣∣
t=h

= ϕn+r (x) , r ∈ {1, . . . , n} , (2)

де as ∈ R, s ∈ {0, . . . , n}, a0 = 1, n ∈ N.
Припустимо, що рiвняння (1) є строго гiперболiчним за Петровським, тобто

всi коренi рiвняння
n∑

s=0

asλ
2n−2s = 0 (3)
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є дiйсними та рiзними, а отже, i вiдмiнними вiд нуля. Нехай λj, j ∈ {1, . . . , n} ,
— додатнi коренi рiвняння (3), причому λ1 < λ2 < · · · < λn.

Поряд iз задачею (1), (2) розглядатимемо вiдповiдну їй однорiдну задачу

L

(
∂

∂t
,

∂

∂x

)
u (t, x) = 0, (4)

∂2r−2u

∂t2r−2

∣∣∣∣
t=0

=
∂2r−1u

∂t2r−1

∣∣∣∣
t=h

= 0, r ∈ {1, . . . , n} . (5)

2. Основнi результати. Розв’язок неоднорiдної задачi (1), (2), якщо вiн
iснує, не буде єдиним. Наприклад, однорiдна задача

(
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)
u(t, x) = 0, u|t=0 =

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=h

= 0

має нетривiальнi розв’язки u(t, x) = sin
(2k + 1)πt

2h
sin

(2k + 1)πx

2h
, де k ∈ Z, тому

вiдповiдна неоднорiдна задача не може мати єдиного розв’язку.
Розв’язок задачi (1), (2) зобразимо у виглядi суми

u (t, x) = v (t, x) + w (t, x) , (6)

де v (t, x) — розв’язок задачi (1), (5), а w (t, x) — розв’язок задачi (4), (2).
2.1. Задача для однорiдного рiвняння та неоднорiдних умов. Дослi-

димо задачу (4), (2). Розглянемо звичайне диференцiальне рiвняння

L

(
d

dt
, ν

)
T (t, ν) = 0, (7)

яке одержуємо з (4) формальною замiною
∂

∂x
на ν, де ν — деякий параметр,

ν ∈ C.
Випадок ν 6= 0. Фундаментальна система розв’язкiв рiвняння (7) є такою:

{
exp [νλjt] , exp [−νλjt] , j ∈ {1, . . . , n}

}
.

Загальний розв’язок рiвняння (7) визначає формула

T (t, ν) =
n∑

l=1

(Cl(ν) exp [νλlt] + Cn+l(ν) exp [−νλlt]) ,

де Cl(ν), l ∈ {1, . . . , 2n}, — довiльнi функцiї параметра ν.
Знайдемо розв’язки T̃j (t, ν), j ∈ {1, . . . , 2n}, рiвняння (7), якi задовольняють

умови
d2r−2T̃j

dt2r−2

∣∣∣∣∣
t=0

= δr,j,
d2r−1T̃j

dt2r−1

∣∣∣∣∣
t=h

= δn+r,j, r ∈ {1, . . . , n} , (8)

де δr,j =

{
1, r = j,
0, r 6= j.
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Цi розв’язки зображаємо формулами

T̃j (t, ν) =
n∑

l=1

{Cj,l(ν) exp [νλlt] + Cj,n+l(ν) exp [−νλlt]} , j ∈ {1, . . . , 2n} ,

де Cj,l := Cj,l(ν), j, l ∈ {1, ..., 2n} , — функцiї параметра ν, якi визначаємо зi
системи лiнiйних алгебричних рiвнянь



n∑
l=1

{Cj,l + Cj,n+l} (νλl)
2r−2 = δr,j,

n∑
l=1

{Cj,l exp [νλlh]− Cj,n+l exp [−νλlh]} (νλl)
2r−1 = δn+r,j,

r ∈ {1, . . . , n} . (9)

Головний визначник ∆ (h, ν) системи (9) є визначником матрицi



1 · · · 1 1 . . . 1
(νλ1)

2 . . . (νλn)2 (νλ1)
2 . . . (νλn)2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
(νλ1)

2(n−1) . . . (νλn)2(n−1) (νλ1)
2(n−1) . . . (νλn)2(n−1)

νλ1e
νλ1h . . . νλne

νλnh −νλ1e
−νλ1h . . . −νλne

−νλnh

(νλ1)
3eνλ1h . . . (νλn)3eνλnh −(νλ1)

3e−νλ1h . . . −(νλn)3e−νλnh

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
(νλ1)

2n−1eνλ1h . . . (νλn)2n−1eνλnh −(νλ1)
2n−1e−νλ1h . . . −(νλn)2n−1e−νλnh




i обчислюється за формулою

∆ (h, ν) = (−2)nν2n2−n
∏

1≤s<l≤n

(
λ2

s − λ2
l

)2
n∏

j=1

(λj ch [νλjh]) . (10)

Запишемо множину M тих значень ν, для яких визначник ∆ (h, ν) оберта-
ється в нуль, тобто

M =

{
(2m + 1) π

2λjh
i, m ∈ Z, i =

√−1, j ∈ {1, . . . , n}
}

. (11)

Для всiх ν ∈ C\M система рiвнянь (9) має єдиний розв’язок i ми отримуємо
розв’язки задач (7), (8):

T̃j (t, ν) =
n∑

l=1

(
∆j,l (h, ν)

∆ (h, ν)
exp [νλlt] +

∆j,n+l (h, ν)

∆ (h, ν)
exp [−νλlt]

)
,

де ∆j,l (h, ν), j, l ∈ {1, ..., 2n}, — алгебричне доповнення елемента, який стоїть
на перетинi j-го рядка та l-го стовпця у визначнику ∆ (h, ν).

Спростивши вирази, отримуємо, що для всiх ν ∈ C\M шуканi розв’язки
задач (7), (8) T̃j (t, ν) , T̃n+j (t, ν) , j ∈ {1, . . . , n} , набувають вигляду

T̃j (t, ν) =
n∑

l=1

(−1)n+j S
(l)
n−j ch [νλl (h− t)]

ν2n−2 ch [νλlh]
n∏

s=1,s6=l

(λ2
l − λ2

s)
,

T̃n+j (t, ν) =
n∑

l=1

(−1)n+j S
(l)
n−j sh [νλlt]

ν2n−1λl ch [νλlh]
n∏

s=1,s 6=l

(λ2
l − λ2

s)
,

(12)
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де S
(l)
q — сума всiх можливих добуткiв елементiв (νλ1)

2 , ..., (νλl−1)
2, (νλl+1)

2 ,

... , (νλn)2, узятих по q ≥ 1 штук у кожному добутку, S
(l)
0 ≡ 1, l ∈ {1, . . . , n}.

Випадок ν = 0. Рiвняння (7) набуває вигляду

d2nT (t, 0)

dt2n
= 0, (13)

а
{

tj−1, j ∈ {1, . . . , 2n}
}
є фундаментальною системою його розв’язкiв. Розв’яз-

ки задачi (13), (8) є такими полiномами:

T̃j (t, 0) =
2n∑

l=1

Cj,lt
l−1, j ∈ {1, . . . , 2n} ,

де сталi Cj,l, j, l ∈ {1, ..., 2n} , для кожного j ∈ {1, . . . , 2n} визначаються зi
системи лiнiйних алгебричних рiвнянь





Cj,2r−1(2r − 2)! = δr,j,
2n∑

l=2r

Cj,l
(l − 1)!

(l − 2r)!
hl−2r = δn+r,j,

r ∈ {1, . . . , n} , (14)

з головним визначником ∆(h) вигляду
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0 · · · 0
0 1 2h · · · (n−1)hn−2 · · · (2n−1)h2n−2

0 0 2 · 1 · · · 0 · · · 0
0 0 0 · · · (n−1)(n−2)(n−3)hn−4 · · · (2n−1)(2n−2)(2n−3)h2n−4

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · (n−1)(n−2) · · · 3 · 2 · 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 0 · · · (2n−1)(2n−2) · · · 3 · 2 · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

який обчислюється за формулою

∆(h) = 1! 2! · · · (2n− 1)!.

Розв’язуючи систему (14), знаходимо шуканi функцiї:

T̃j(t, 0) =
2n∑

l=1

∆j,l (h)

∆ (h)
tl−1, j ∈ {1, . . . , 2n} , (15)

де ∆j,l (h), j, l ∈ {1, ..., 2n}, — алгебричне доповнення елемента, який стоїть на
перетинi j-го рядка та l-го стовпця у визначнику ∆ (h).

Зауваження 1. Формули (15) можна одержати з (12) шляхом гранично-
го переходу при ν→0. Надалi вважатимемо, що параметр ν може набува-
ти довiльного значення з множини C\M i на цiй множинi визначенi функцiї
T̃1(t, · ), . . . , T̃2n(t, · ) формулами (12).
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Позначимо через A1,d клас цiлих функцiй, порядок яких не перевищує оди-
ницi, причому функцiї першого порядку мають тип менший, нiж d, d > 0, а
через Ad позначимо клас цiлих функцiй g(t, x), якi для кожного фiксованого
t ∈ [0, h] належать класу A1,d.

Для встановлення класу однозначної розв’язностi задачi (4), (2) нам знадо-
биться наступне твердження.

Лема 1. Нехай P (z) — аналiтична функцiя в крузi Bd = {z ∈ C : |z| < d},
а f(z) належить класу A1,d. Тодi P

(
d
dz

)
f(z) належить класу A1,d.

Доведення. Якщо P (z) =
∑
s≥0

asz
s — довiльна аналiтична в Bd функцiя, то

функцiя P̃ (z) =
∑
s≥0

|as|zs також є аналiтичною в Bd. Оскiльки цiла функцiя

f(z) =
∑
r≥0

brz
r належить класу A1,d, то

∀d1 ∈ (0, d) ∃N ∈ N ∀r > N |br| < dr
1

r!
.

Зобразимо дiю виразу P
(

d
dz

)
на f(z) у виглядi P

(
d
dz

)
f(z) = M1(z) + M2(z),

де M1(z) =
∑

0≤r≤N

arf
(r)(z), M2(z) =

∑
r>N

arf
(r)(z).

Функцiя M1(z) належить класу A1,d як дiя диференцiального полiнома на
f(z) з класу A1,d. Покажемо, що функцiя M2(z) також належить класу A1,d.
Оцiнимо зверху за модулем коефiцiєнти cs, s ≥ 0, степеневого ряду M2(z) =
∑
s≥0

csz
s, що обчислюються [12] за формулами cs =

∑
r>N

arbr+s
(r + s)!

s!
, s ≥ 0:

|cs| ≤
∑
r>N

|ar||br+s|(r + s)!

s!
≤

∑
r>N

|ar| dr+s
1

(r + s)!

(r + s)!

s!
=

∑
r>N

|ar|dr
1

ds
1

s!
= P̃ (d1)

ds
1

s!
.

Оскiльки |cs| ≤ P̃ (d1)
ds
1

s!
для довiльного s ≥ 0, то функцiя M2(z) належить

класу A1,d. Отже, функцiя P
(

d
dz

)
f(z) як сума цiлих функцiй з класу A1,d є

цiлою функцiєю з цього ж класу. Лему доведено.

Теорема 1. Нехай ϕr ∈ A1,d, r ∈ {1, . . . , 2n}, де d = π (2hλn)−1 . Тодi у класi
цiлих функцiй Ad, iснує єдиний розв’язок задачi (4), (2), який можна подати
у виглядi

w (t, x) =
2n∑

j=1

ϕj

(
∂

∂ν

) {
T̃j (t, ν) exp [νx]

}∣∣∣∣∣
ν=0

, (16)

де T̃j (t, ν), j ∈ {1, . . . , 2n}, — функцiї вигляду (12).

Доведення. Диференцiальнi вирази ϕr

(
∂
∂ν

)
, r∈{1, . . . , 2n}, нескiнченного

порядку визначимо шляхом замiни x на ∂
∂ν

у рядах Маклорена для функцiй
ϕr (x), r∈{1, . . . , 2n}. Тодi вираз (16) є деяким рядом. Цей ряд визначає цiлу
функцiю w (t, x), яка є цiлою функцiєю за змiнною t i для кожного фiксованого
t ∈ [0, h] належить класу A1,d, що випливає з рiвностей

ϕj

(
∂

∂ν

) {
T̃j (t, ν) exp [νx]

} ∣∣∣
ν=0

= T̃j

(
t,

∂

∂x

)
ϕj(x), j ∈ {1, . . . , 2n},
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та леми 1. Отже, w ∈ Ad.
Покажемо тепер, що функцiя (16) є розв’язком задачi (4), (2) i у класi Ad

не iснує iнших розв’язкiв.
Доведемо, що функцiя (16) задовольняє рiвняння (4). З того, що функцiї

(12) є розв’язками рiвняння (7), випливає

L

(
∂

∂t
,

∂

∂x

)
w (t, x) = L

(
∂

∂t
,

∂

∂x

) 2n∑
j=1

ϕj

(
∂

∂ν

) {
T̃j (t, ν) exp [νx]

}∣∣∣∣∣
ν=0

=

=
2n∑

j=1

ϕj

(
∂

∂ν

)
L

(
∂

∂t
,

∂

∂x

) {
T̃j (t, ν) exp [νx]

}∣∣∣∣∣
ν=0

=

=
2n∑

j=1

ϕj

(
∂

∂ν

){
exp [νx] L

(
d

dt
, ν

)
T̃j (t, ν)

}∣∣∣∣∣
ν=0

= 0.

Враховуючи, що функцiї (12) задовольняють умови (8), i що для цiлих
функцiй ϕj(x), j ∈ {1, . . . , 2n} , справджуються рiвностi ϕj

(
∂
∂ν

) {exp [νx]}|ν=0 =
ϕj(x), j ∈ {1, . . . , 2n} , отримуємо

∂2r−2w

∂t2r−2

∣∣∣∣
t=0

=
∂2r−2

∂t2r−2




2n∑
j=1

ϕj

(
∂

∂ν

) {
T̃j (t, ν) exp [νx]

}∣∣∣∣∣
ν=0




∣∣∣∣∣∣
t=0

=

=
2n∑

j=1

ϕj

(
∂

∂ν

){[
∂2r−2

∂t2r−2
T̃j (t, ν)

]∣∣∣∣
t=0

exp [νx]

}∣∣∣∣∣
ν=0

=

=
2n∑

j=1

ϕj

(
∂

∂ν

)
{δr,j exp [νx]}

∣∣∣∣∣
ν=0

=
2n∑

j=1

δr,jϕj(x) = ϕr(x), r ∈ {1, . . . , n} .

Подiбно доводимо, що функцiя (16) задовольняє умови (2) у точцi t = h.
Застосовуючи методику працi [7] до задачi (1), (2), доводимо, що задача

(4), (2) не може мати двох рiзних розв’язкiв у класi функцiй, якi для кожного
t ∈ [0, h] зростають на нескiнченностi не швидше, нiж exp (d |x|), d = π (2hλn)−1.
Позначимо цей клас функцiй через Ed.

Оскiльки Ad ⊂ Ed, то з вище сказаного випливає, що клас цiлих функцiй
Ad є класом однозначної розв’язностi задачi (4), (2). Теорему доведено.

Нехай KL — клас квазiполiномiв вигляду

ϕ (x) =
m∑

j=1

Qj (x) exp [αjx] , (17)

де αj ∈ L ⊆ C, αj 6= αk для j 6= k, j, k ∈ {1, . . . , m}, m ∈ N, Qj (x), j ∈ {1, . . . , m},
— полiноми.

Зауважимо, що кожний квазiполiном ϕ (x) вигляду (17) визначає диферен-

цiальну операцiю
m∑

j=1

Qj

(
d
dν

)
скiнченного порядку на класi цiлих функцiй Φ(ν),

а саме

ϕ

(
d

dν

)
Φ(ν) =

m∑
j=1

Qj

(
d

dν

)
Φ(ν + αj),
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зокрема,

ϕ

(
d

dν

)
Φ(ν)

∣∣∣∣
ν=0

=
m∑

j=1

Qj

(
d

dν

)
Φ(ν)

∣∣∣∣∣
ν=αj

. (18)

Позначимо через KC, L клас квазiполiномiв двох змiнних

f (t, x) =
m∑

j=1

N∑
l=1

Pl,j (t, x) exp [βlt + αjx] ,

де Pl,j (t, x) — полiноми змiнних t та x, βl ∈ C, αj ∈ L, βl 6= βr для l 6= r,
l, r ∈ {1, . . . , N}, αk 6= αj для k 6= j, k, j ∈ {1, . . . , m}, m,N ∈ N.

Теорема 2. Нехай ϕr ∈ KC\M , r ∈ {1, . . . , 2n}, де M — множина (11).
Тодi у класi квазiполiномiв KC,C\M iснує єдиний розв’язок задачi (4), (2), який
можна подати у виглядi (16).

Доведення. Згiдно з формулою (18) за умов теореми випливає, що функцiї
ϕj

(
∂
∂ν

) {
T̃j (t, ν) exp [νx]

}∣∣∣
ν=0

, j ∈ {1, . . . , 2n}, належать до KC, C\M . Оскiльки
функцiя (16) задовольняє рiвняння (4) i умови (2), то в класi KC, C\M вона є
розв’язком задачi (4), (2).

Єдинiсть розв’язку задачi (4), (2) у парi класiв KC\M , KC, C\M доведемо ме-
тодом вiд супротивного. Припустимо, що для ϕr ∈ KC\M , r ∈ {1, . . . , 2n}, у
класi KC, C\M iснує два розв’язки u1 (t, x), u2 (t, x) задачi (4), (2) у смузi S; тодi
їх можна подати у виглядi

u1 (t, x) =
2n∑

j=1

ϕj

(
∂

∂ν

) {
T̃1,j (t, ν) exp [νx]

}∣∣∣∣∣
ν=0

,

u2 (t, x) =
2n∑

j=1

ϕj

(
∂

∂ν

) {
T̃2,j (t, ν) exp [νx]

}∣∣∣∣∣
ν=0

,

де T̃1,j (t, ν), T̃2,j (t, ν), j ∈ {1, . . . , 2n}, — деякi розв’язки рiвняння (7). Рiзниця
цих функцiй

ũ (t, x) = u1 (t, x)− u2 (t, x) =
2n∑

j=1

ϕj

(
∂

∂ν

) {(
T̃1,j (t, ν)− T̃2,j (t, ν)

)
exp [νx]

}∣∣∣∣∣
ν=0

задовольняє у смузi S рiвняння (4) i умови (5).
Оскiльки ϕr ∈ KC\M , r ∈ {1, . . . , 2n}, то, згiдно з (18) квазiполiном ũ (t, x)

належить до KC, C\M . Цей квазiполiном мiстить значення T̃1,r (t, ν) − T̃2,r (t, ν),
r ∈ {1, . . . , 2n}, та значення їх вiдповiдних похiдних за ν в точках (t, ν), де
ν ∈ C\M , t ∈ [0, h]. Оскiльки T̃1,r (t, ν) − T̃2,r (t, ν), r ∈ {1, . . . , 2n},— розв’язки
рiвняння (7), якi задовольняють однорiднi умови (8), i ν ∈ C\M , то ∆(h, ν) 6= 0

i цi розв’язки є нульовими, тобто T̃1,r (t, ν) − T̃2,r (t, ν) ≡ 0, r ∈ {1, . . . , 2n} , на
[0, h]× (C\M). Отже, u1(t, x) ≡ u2(t, x). Теорему доведено.

2.2. Задача для неоднорiдного рiвняння та однорiдних умов. Не-
хай

{
Tk(t, ν), k ∈ {0, . . . , 2n − 1}

}
— нормальна в точцi t = 0 фундаментальна
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система розв’язкiв рiвняння (7). Розглянемо визначену на множинi [0, h] × C2

функцiю

Φ (t, λ, ν) =

exp [λt]−
2n−1∑
k=0

λkTk (t, ν)

L (λ, ν)
, (19)

яка є розв’язком задачi Кошi

L

(
d

dt
, ν

)
Φ = exp [λt] ,

dkΦ

dtk

∣∣∣∣
t=0

= 0, k ∈ {0, . . . , 2n− 1}, (20)

та визначену на [0, h]× C× (C \M) функцiю

F (t, λ, ν) =

exp [λt]−
n∑

j=1

λ2j−2T̃j (t, ν)− exp [λh]
n∑

j=1

λ2j−1T̃n+j (t, ν)

L (λ, ν)
, (21)

де T̃j (t, ν), j ∈ {1, . . . , 2n}, — функцiї (12).

Лема 2. Функцiю F (t, λ, ν) можна подати у такому виглядi:

F (t, λ, ν) = Φ (t, λ, ν)−
n∑

m=1

d2m−1Φ

dt2m−1

∣∣∣∣
t=h

T̃n+m(t, ν). (22)

Доведення. Елементи нормальної фундаментальної системи розв’язкiв{
Tk(t, ν), k ∈ {0, . . . , 2n − 1}

}
подамо у виглядi лiнiйної комбiнацiї елементiв

фундаментальної системи
{

T̃j(t, ν), j ∈ {1, . . . , 2n}
}
:

Tj(t, ν) =
n∑

m=1

(
cj,m(ν)T̃m(t, ν) + dj,m(ν)T̃n+m(t, ν)

)
, j ∈ {0, . . . , 2n− 1}. (23)

Визначимо коефiцiєнти cj,m(ν), dj,m(ν) на пiдставi умов (8):

d2r−2Tj

dt2r−2

∣∣∣∣
t=0

= δj,2r−2 =
n∑

m=1

cj,m(ν)δr,m = cj,r(ν),

d2r−1Tj

dt2r−1

∣∣∣∣
t=h

=
n∑

m=1

dj,m(ν)δn+r,n+m = dj,r(ν), r ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {0, . . . , 2n− 1}.

Пiдставляючи знайденi значення коефiцiєнтiв cj,r(ν), dj,r(ν), r ∈ {1, . . . , n},
j ∈ {0, . . . , 2n− 1}, у вирази (23), одержуємо такi спiввiдношення:

Tj(t, ν) =
n∑

m=1

(
δj,2m−2T̃m(t, ν) + T

(2m−1)
j (h, ν)T̃n+m(t, ν)

)
, j ∈ {0, . . . , 2n− 1}.

(24)
Домноживши обидвi частини рiвностi (24) на λj та пiдсумувавши за j, одер-

жуємо
2n−1∑
j=0

λjTj(t, ν) =
n∑

m=1

λ2m−2T̃m(t, ν) +
n∑

m=1

T̃n+m(t, ν)
2n−1∑
j=0

λjT
(2m−1)
j (h, ν). (25)
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Здiйснимо перетворення правої частини формули (22):

Φ (t, λ, ν)−
n∑

m=1

d2m−1Φ

dt2m−1

∣∣∣∣
t=h

T̃n+m(t, ν) =

=

exp[λt]−
2n−1∑
j=0

λjTj(t, ν)

L(λ, ν)
−

n∑
m=1

λ2m−1exp[λh]−
2n−1∑
j=0

λjT
(2m−1)
j (h, ν)

L (λ, ν)
T̃n+m(t, ν)=

=

n∑
m=1

λ2m−2T̃m (t, ν) +
n∑

m=1

T̃n+m(t, ν)
2n−1∑
j=0

λjT
(2m−1)
j (h, ν)−

2n−1∑
j=0

λjTj (t, ν)

L (λ, ν)
+

+F (t, λ, ν) . (26)

Iз (26), на пiдставi формули (25), одержуємо рiвнiсть (22). Лему доведено.
Позначимо через AM

d клас цiлих функцiй g(t, x), якi для кожного фiксова-
ного t ∈ [0, h] належать класу A1,d

⋃
KC\M .

Теорема 3. Нехай f (t, x) належить класу AM
d , де d = π (2hλn)−1, а M —

множина (11). Тодi у класi цiлих функцiй AM
d iснує єдиний розв’язок задачi

(1), (5), який можна подати у виглядi

v (t, x) = f

(
∂

∂λ
,

∂

∂ν

)
{F (t, λ, ν) exp [νx]}

∣∣∣∣
λ=0, ν=0

, (27)

де функцiю F (t, λ, ν) визначає формула (21).

Доведення. Згiдно з теоремою Пуанкаре [13, с. 59] про аналiтичну залеж-
нiсть розв’язку задачi Кошi вiд параметрiв, функцiя Φ (t, λ, ν), яка визначена
рiвнiстю (19), як розв’язок задачi (20) є цiлою стосовно λ i ν. З леми 2 випливає,
що F (t, λ, ν) — мероморфна стосовно ν функцiя, полюсами якої є точки мно-
жини M , а стосовно λ є цiлою функцiєю першого порядку скiнченного типу. За
цiлою функцiєю f(t, x) визначаємо диференцiальний вираз нескiнченного по-
рядку f

(
∂
∂λ

, ∂
∂ν

)
шляхом формальної замiни t на ∂

∂λ
, а x на ∂

∂ν
у рядi Маклорена

для функцiї f(t, x). Тодi вираз (27) є рядом, що подiбно до доведення теореми 1
визначає цiлу функцiю v (t, x), яка є цiлою за змiнною t, а для кожного t ∈ [0, h]
є цiлою функцiєю класу A1,d, тобто v (t, x) належить класу AM

d .
Покажемо, що функцiя (27) задовольняє рiвняння (1):

L

(
∂

∂t
,

∂

∂x

)
v (t, x) = L

(
∂

∂t
,

∂

∂x

) (
f

(
∂

∂λ
,

∂

∂ν

)
{F (t, λ, ν) exp [νx]}

∣∣∣∣
λ=0, ν=0

)
=

= f

(
∂

∂λ
,

∂

∂ν

)
L

(
∂

∂t
,

∂

∂x

)
{F (t, λ, ν) exp [νx]}

∣∣∣∣
λ=0, ν=0

=

= f

(
∂

∂λ
,

∂

∂ν

){
exp [νx] L

(
d

dt
, ν

)
F (t, λ, ν)

}∣∣∣∣
λ=0, ν=0

. (28)
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Оскiльки функцiї (12) задовольняють рiвняння (7), то

L

(
d

dt
, ν

)
F (t, λ, ν) =

= L

(
d

dt
, ν

) exp [λt]−
n∑

j=1

λ2j−2T̃j (t, ν)− exp [λh]
n∑

j=1

λ2j−1T̃n+j (t, ν)

L (λ, ν)
=

= L−1 (λ, ν)

{
L

(
d

dt
, ν

)
exp [λt]−

n∑
j=1

λ2j−2L

(
d

dt
, ν

)
T̃j (t, ν) −

−exp [λh]
n∑

j=1

λ2j−1L

(
d

dt
, ν

)
T̃n+j (t, ν)

}
= L−1 (λ, ν)L

(
d

dt
, ν

)
exp [λt] =exp [λt] .

(29)
Iз (28) та (29) випливає

L

(
∂

∂t
,

∂

∂x

)
v (t, x) = f

(
∂

∂λ
,

∂

∂ν

)
{exp [λt + νx]}

∣∣∣∣
λ=0, ν=0

= f(t, x).

Покажемо, що функцiя (27) справджує умови (5). Дiйсно, враховуючи (8) i
(21), для r ∈ {1, . . . , n} отримуємо

∂2r−2v

∂t2r−2

∣∣∣∣
t=0

=

[
∂2r−2

∂t2r−2
f

(
∂

∂λ
,

∂

∂ν

)
{F (t, λ, ν) exp [νx]}

∣∣∣∣
λ=0, ν=0

]∣∣∣∣∣
t=0

=

= f

(
∂

∂λ
,

∂

∂ν

) [{
exp [νx]

∂2r−2

∂t2r−2
F (t, λ, ν)

}∣∣∣∣
λ=0, ν=0

]∣∣∣∣∣
t=0

=

= f

(
∂

∂λ
,

∂

∂ν

)




exp [νx]

λ2r−2 −
n∑

j=1

λ2j−2δr,j − 0

L (λ, ν)





∣∣∣∣∣∣∣∣
λ=0, ν=0

= 0.

Подiбно показуємо, що функцiя (27) задовольняє умови (5) також у точцi t = h.
Встановимо єдинiсть розв’язку задачi (1), (5) у класi функцiй AM

d . У пiдкласi
функцiй, якi для кожного фiксованого t ∈ [0, h] належать до A1,d, єдинiсть
доводимо подiбно до доведення єдиностi розв’язку в теоремi 1.

Покажемо тепер, що у пiдкласi KC, C\M класу AM
d немає iнших розв’язкiв

задачi (1), (5), окрiм (27). Припустимо, що для f ∈ KC,C\M у класi KC,C\M iснує
два розв’язки v1 (t, x), v2 (t, x) задачi (1), (5) у смузi S; тодi їх можна подати у
виглядi

v1 (t, x) = f

(
∂

∂λ
,

∂

∂ν

)
{F1 (t, λ, ν) exp [νx]}

∣∣∣∣
λ=0, ν=0

,

v2 (t, x) = f

(
∂

∂λ
,

∂

∂ν

)
{F2 (t, λ, ν) exp [νx]}

∣∣∣∣
λ=0, ν=0

,

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2014, вип. 25, № 1



104 З. М. НИТРЕБИЧ, Б. Й. ПТАШНИК, С. М. РЕПЕТИЛО

де F1 (t, λ, ν), F2 (t, λ, ν) — деякi розв’язки рiвняння L

(
d

dt
, ν

)
F = exp[λt], якi

задовольняють однорiднi умови

d2r−2F

dt2r−2

∣∣∣∣
t=0

=
d2r−1F

dt2r−1

∣∣∣∣
t=h

= 0.

Функцiя ṽ (t, x) = v1 (t, x) − v2 (t, x) у смузi S задовольняє рiвняння (4) та
умови (5). Провiвши далi мiркування, аналогiчнi доведенню єдиностi в теоремi
2, отримуємо, що F1 (t, λ, ν)−F2 (t, λ, ν) ≡ 0 на [0, h]×C×(C\M). Отже, v1(t, x) ≡
v2(t, x). Теорему доведено.

2.3. Розв’язнiсть задачi (1), (2). Оскiльки розв’язок задачi (1), (2) ми
можемо подати у виглядi (6), то з теорем 1–3 випливає таке твердження.

Теорема 4. Нехай ϕj ∈ A1,d

⋃
KC\M , j ∈ {1, . . . , 2n}, f ∈ AM

d , де M —
множина (11), а d = π (2hλn)−1. Тодi у класi AM

d iснує єдиний розв’язок задачi
(1), (2), який є сумою функцiй (16) та (27).

3. Приклад. У смузi S розв’язати задачу

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= t exp[x + t], (30)

u|t=0 = exp[x],
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=h

= cos[x]. (31)

H Для побудови розв’язку задачi (30), (31) скористаємось загальними фор-
мулами (16) та (27), зауваживши, що в задачi (30), (31)

ϕ1(x) = exp[x], ϕ2(x) = cos[x], f(t, x) = t exp[x + t],

T̃1 (t, ν) =
ch [ν (h− t)]

ch [νh]
, T̃2 (t, ν) =

sh [νt]

ν ch [νh]
,

F (t, λ, ν) =
1

λ2 − ν2

(
exp[λt]− ν ch [ν (h− t)] + λ exp[λh] sh [νt]

ν ch [νh]

)
.

Тодi отримаємо

u (t, x) = ϕ1

(
∂

∂ν

) {
T̃1 (t, ν) exp [νx]

}∣∣∣∣
ν=0

+ ϕ2

(
∂

∂ν

) {
T̃2 (t, ν) exp [νx]

}∣∣∣∣
ν=0

+

+f

(
∂

∂λ
,

∂

∂ν

)
{F (t, λ, ν) exp [νx]}

∣∣∣∣
λ=0, ν=0

=

= exp

[
∂

∂ν

]{
ch [ν (h− t)]

ch [νh]
exp[νx]

}∣∣∣∣
ν=0

+cos

[
∂

∂ν

]{
sh [νt]

ν ch [νh]
exp[νx]

}∣∣∣∣
ν=0

+

+
∂

∂λ
exp

[
∂

∂ν
+

∂

∂λ

]{
νexp[λt] ch [νh]−ν ch[ν (h−t)]−λexp[λh]sh[νt]

ν (λ2−ν2)ch[νh] (exp[νx])−1

}∣∣∣∣
λ=0, ν=0

=

=

{
ch [ν (h−t)] exp[νx]

ch [νh]

}∣∣∣∣
ν=1

+
1

2

({
sh [νt] exp[νx]

ν ch [νh]

}∣∣∣∣
ν=i

+

{
sh [νt] exp[νx]

ν ch [νh]

}∣∣∣∣
ν=−i

)
+
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+

{
exp[νx]

∂

∂λ

ν exp[λt] ch [νh]− ν ch [ν (h− t)]− λ exp[λh] sh [νt]

ν (λ2 − ν2) ch [νh]

}∣∣∣∣
λ=1, ν=1

. (32)

Провiвши обчислення у (32), отримуємо таку формулу для розв’язку задачi
(30), (31):

u (t, x) =
ch [h− t]

ch [h]
exp[x] +

sin[t] cos[x]

cos[h]
+

+
(t2 − t) ch[h] exp[t]− (h2 + h− 1) sh[t] exp[h]

4 ch[h]
exp[x].

На пiдставi теорем 1–3 знайдений розв’язок є єдиним у класi AM
d , де d = π

2h
,

а M =
{

πi
h

(
m + 1

2

)
, m ∈ Z}

. N
Висновки. За допомогою диференцiально-символьного методу дослiджено

задачу з умовами Дiрiхле-Неймана за часом для лiнiйного неоднорiдного гi-
перболiчного рiвняння порядку 2n (n ∈ N) зi сталими коефiцiєнтами у смузi.
Встановлено, що клас цiлих функцiй, порядок яких не перевищує одиницi, є
класом однозначної розв’язностi дослiджуваної задачi. При цьому розв’язок за-
дачi зображено у виглядi дiї в околi нуля диференцiальних виразiв (загалом
нескiнченного порядку), символами яких є правi частини крайових умов та рiв-
няння, на деякi мероморфнi функцiї параметрiв. Нульове значення параметра
не є полюсом цих функцiй.
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