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ТОЧНIСТЬ МОДЕЛЮВАННЯ СУБГАУССОВОГО ДРОБОВОГО
БРОУНIВСЬКОГО РУХУ

This paper investigates algorithms for simulation of the trajectories of a strictly sub-Gaussian frac-
tional Brownian motion with given accuracy and reliability. Spectral representation of fractional
Brownian motion as random series examines as a model. Estimates of the accuracy and reliability
investigated in various functional spaces. Given the accuracy of the numbers and simulation al-
gorithms error of Gaussian random variables in the model are used strictly sub-Gaussian random
variables. Examples of simulation are represented below.

В роботi дослiджується тоснiсть i надiйнiсть моделювання субгауссового дробового броунiв-
ського руху в рiзних функцiональних просторах з заданими точнiстю i надiйнiстю. Модель
будується на основi розкладу дробового броунiвського руху у виглядi стохастичного ряду.
Розглянуто приклади моделювання.

Методи статистичного моделювання використовуються для розвязку бага-
тьох прикладних задач, а саме, при чисельному обчисленнi кратних iнтегралiв,
чисельному розвязуваннi стохастичних диференцiйних рiвнянь, при випробува-
ннях технiчних систем [1] – [2].

В роботах [3] – [4] дослiджувались оцiнки точностi i надiйностi моделюван-
ня субгауссових випадкових процесiв в рiзних функцiональних просторах. Уза-
гальнений вiнерiвський процес використовується в багатьох прикладних зада-
чах, має певнi ососбливостi при моделюваннi, що повязанi з точнiстю обчисле-
ння деяких параметрiв спектрального розкладу.

В роботi дослiджуються оцiнки точностi i надiйностi моделювання строго
субгауссового узагальненого вiнерiвського процесу (строго субгауссового дро-
бового броунiвського руху).

Основнi означення i поняття.
Нехай (Ω, Σ, P ) - стандартний ймовiрносний простiр, T (T = [0, T ] або T =

[0,∞])- деяка параметрична множина.
Для моделювання випадкових процесiв використовуються зображення про-

цесiв у виглядi стохастичних рядiв X(t) =
∑∞

k=1 fk(t)ξk, де {ξk} - послiдовнiсть
незалежних випадкових величин з нульовим середнiм та Eξ2

k = σ2
k. Модель бу-

дується у виглядi S(t,M) =
∑M

k=1 fk(t)ξk. Нехай (T, Θ, µ) - деякий вимiрний
простiр. Нехай всi S(t,M) та X(t) належать деякому функцiональному просто-
ру A(T ).

Означення 1. Модель S(t,M) наближає процес X(t) iз заданими точнi-
стю δ > 0 i надiйнiстю 0 < ε < 1 в нормi функцiонального простору A(T ),
якщо P{‖X(t)− S(t,M)‖A ≥ δ} ≤ 1− ε.

При реальному моделюваннi послiдовностi {ξk} отримуються, як правило,
строго субгауссовi випадковi величини.

Означення 2. Випадкова величина ξ називається субгауссовою, якщо iснує
a > 0, що для всiх λ ∈ R виконується нерiвнiсть E exp{λξ} ≤ exp

{
a2λ2

2

}
.
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Клас субгауссових випадкових величин є банаховим простором. Властивостi
субгауссових випадкових величин i процесiв дослiджувались в роботi [5]. При
Eξ2 = a2 маємо клас строго субгауссових випадкових величин.

Позначимо LU(T ) - простiр Орлiча,що породжується C-функцiєю U(x), x ∈
R.

Означення 3. Простором Орлiча, що породжується функцiєю U(x), на-
зивається сiмя функцiй {f(t), t ∈ T}, для кожної з яких iснує константа r,

при якiй виконується умова
∫

T
U

(f(t)
r

)
dµ(t) < ∞.

Простiр LU(T ) є банаховим простором вiдносно норми Люксембурга [5].

Означення 4. Дробовим броунiвським рухом з iндексом Хюрста α ∈ (0, 1)
називається гауссiвський процес {Wα(t), t ∈ T} з нульовим середнiм EWα(t) =
0 та кореляцiйною функцiєю

R(t, s) =
1

2

(|t|2α + |s|2α − |t− s|2α
)
,

такий, що Wα(0) = 0.

При α = 1
2
маємо стандартний вiнерiвський процес. Процес Wα(t) можна

зобразити у виглядi [7]

Wα(t) =
∞∑

n=1

sin(xnt)

xn

ξ1
n +

∞∑
n=1

1− cos(ynt)

yn

ξ2
n (1)

де {ξ1
n, ξ

2
n} – незалежнi гауссовi випадковi величини з нульовим середнiм та

E(ξ1
n)2 =

2c

x2α
n J2

1−α(xn)
,

E(ξ2
n)2 =

2c

y2α
n J2−α(yn)

,

c =
Γ(2α + 1) sin(πα)

π
,

де {xn} - дiйснi нулi функцiї Бесселя J−α(x), {yn} - дiйснi нулi функцiї Бесселя
J1−α(x). Зображення (1) можна переписати у виглядi

Wα(t) =
∞∑

n=1

cn sin(xnt)Xn +
M∑

n=1

dn(1− cos(ynt))Yn,

де

cn =

√
2c

xα+1
n J1−α(xn)

,

dn =

√
2c

yα+1
n J−α(yn)

,

{Xn, Yn} - незалежнi гауссовi випадковi величини з EX2
n = EY 2

n = 1.

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2014, вип. 25, № 1



108 А. О. ПАШКО

Модель узагальненого вiнерiвського процесу будуємо у виглядi

Sα(t,M) =
M∑

n=1

cn sin(xnt)Xn +
M∑

n=1

dn(1− cos(ynt))Yn,

де {Xn, Yn} - послiдовнiсть незалежних строго субгауссових випадкових вели-
чин. Розглянемо

∞∑
n=1

c2
n(sin(xnt))

2 +
∞∑

n=1

d2
n(1− cos(ynt))2 ≤

∞∑
n=1

(c2
n + 4d2

n).

На основi роботи [8] маємо

xn = (n +
3

4
− α

2
)π − 4α2 − 1

2π(4n + 3− 2α)
+ ...

yn = (n +
5

4
− α

2
)π − 4(1− α)2 − 1

2π(4n + 1 + 2α)
+ ...

тобто, xn ≈ yn ≈ nπ при n →∞. Для функцiй Бесселя Jα(x), α > −1 має мiсце
асимптотичне спiввiдношення J2

−α(x)+J2
1−α(x) ≈ 2

xπ
для великих x. Тодi для xn

та yn справедливо J2
1−α(xn) ≈ 2

xnπ
та J2

−α(yn) ≈ 2
ynπ

при n →∞. Тому

∞∑
n=1

(c2
n + 4d2

n) ≈ Γ(2α + 1) sin(πα)
∞∑

n=1

(
1

x2α+1
n

+
4

y2α+1
n

)
< ∞.

Отже, випадковий процес Wα(t) в зображеннi (1), коли {ξ1
n, ξ2

n} незалежнi строго
субгауссовi випадковi величини, буде строго субгауссiвським випадковим про-
цесом [3] – [4].

Означення 5. Строго субгауссовим узагальненим дробовим броунiвським
рухом з iндексом Хюрста α ∈ (0, 1) називається строго субгауссiвський процес
{Wα(t), t ∈ [0, T ]} з нульовим середнiм EWα(t) = 0 та кореляцiйною функцiєю

R(t, s) =
1

2

(|t|2α + |s|2α − |t− s|2α
)
,

такий, що Wα(0) = 0.

В подальшому будемо розглядати строго субгауссiвський узагальнений дро-
бовий броунiвський рух.

Оцiнка точностi i надiйностi моделювання. Оскiльки нулi функцiї Бес-
селя точно знайти не можемо, то будемо знаходити їх з деякою точнiстю. По-
значимо наближенi значення cn, dn, xn, yn вiдповiдно c̃n, d̃n, x̃n, ỹn. Нехай

|cn − c̃n| ≤ hc
n,

|dn − d̃n| ≤ hd
n,

|xn − x̃n| ≤ hx
n,

|yn − ỹn| ≤ hy
n,
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де hc
n, h

d
n, h

x
n, hy

n - задана точнiсть. Тодi модель процесу Wα(t) має вигляд

S̃α(t,M) =
M∑

n=1

c̃n sin(x̃nt)Xn +
M∑

n=1

d̃n(1− cos(ỹnt))Yn,

Похибка моделювання ∆(t) рiвна ∆(t) = Wα(t)− S̃α(t,M).
На основi робiт [3] – [4] має мiсце теорема.

Теорема 1. Модель S̃α(t,M) наближає процес Wα(t) з точнiстю δ > 0
i надiйнiстю 1 − ε > 0, ε ∈ (0, 1) в просторi L2([0, T ]), якщо виконуються
нерiвностi

BM ≤ δ2,

та

exp

{
1

2

}
δ√
BM

exp

{
− δ2

2BM

}
≤ ε,

де

BM = T

∞∑

k=M+1

(
c2
k + 4d2

k

)
+ T

M∑

k=1

((
Tckh

x
k + hc

k

)2
+

(
Tdkh

y
k + 2hd

k

)2
)

.

Доведення. Розглянемо

E
(
Wα(t)− S̃α(t,M)

)2
=

= E
(
Wα(t)− Sα(t,M) + Sα(t,M)− S̃α(t,M)

)2
=

= E
( ∞∑

n=M+1

(
cn sin(xnt)Xn + dn(1− cos(ynt))Yn

)
+

M∑
n=1

(
(cn sin(xnt)− c̃n sin(x̃nt))Xn + (dn(1− cos(ynt))− d̃n(1− cos(ỹnt))Yn)

))2 ≤

≤ E
( ∞∑

n=M+1

(
cn sin(xnt)Xn + dn(1− cos(ynt))Yn

))2
+

E
( M∑

n=1

(
(cn sin(xnt)− c̃n sin(x̃nt))Xn + (dn(1− cos(ynt))− d̃n(1− cos(ỹnt))Yn)

))2
=

= E(D1)
2 + E(D2)

2.

За перетвореннями, аналогiчними [6] отримаємо

E(D1)
2 = E

( ∞∑
n=M+1

(
cn sin(xnt)Xn + dn(1− cos(ynt))Yn

))2≤

≤
∞∑

n=M+1

(
c2
n + 4d2

n

)
.
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Для E(D2)
2 маємо

E(D2)
2 ≤

M∑
n=1

(
cn sin(xnt)− c̃n sin(x̃nt)

)2
+

M∑
n=1

(
dn(1− cos(ynt))− d̃n(1− cos(ỹnt))

)2
= A2

1 + A2
2.

Для A2
1 отримаємо

A2
1 =

M∑
n=1

(
cn sin(xnt)− cn sin(x̃nt) + cn sin(x̃nt)− c̃n sin(x̃nt)

)2
=

=
M∑

n=1

(
cn(sin(xnt)− sin(x̃nt)) + (cn − c̃n) sin(x̃nt)

)2 ≤

≤
M∑

n=1

(
cn|xn − x̃n|t + |cn − c̃n|

)2
=

M∑
n=1

(
cnhx

nt + hc
n

)2
.

Для A2
2 отримаємо

A2
2 =

M∑
n=1

(
dn(1−cos(ynt))−dn(1−cos(ỹnt))+dn(1−cos(ỹnt))− d̃n(1−cos(ỹnt))

)2 ≤

≤
M∑

n=1

(
dn(− cos(ynt) + cos(ỹnt)) + |dn − d̃n|(1− cos(ỹnt))

)2 ≤

≤
M∑

n=1

(
dn|yn − ỹn|t + 2|dn − d̃n|

)2
=

M∑
n=1

(
dnh

y
nt + 2hd

n

)2
.

На основi леми 1.13 [9] для строго субгауссiвського процесу S(t) = Wα(t) −
S̃α(t,M) маємо

P
{∫

T

S2(t)dµ(t) > δ
} ≤ exp

{
1

2

}(
δ∫

T
(ES2(t)dµ(t))

) 1
2

exp

{
− δ

2
∫

T
(ES2(t)dµ(t))

}
.

Таким чином,(нехай dµ(t) = dt)

BM ≤
∫ T

0

( ∞∑
n=M+1

(
c2
n + 4d2

n

)
+

M∑
n=1

(
cnh

x
nt + hc

n

)2
+

M∑
n=1

(
dnh

y
nt + 2hd

n

)2)
dt ≤

≤ T

∞∑
n=M+1

(
c2
n + 4d2

n

)
+ T

M∑
n=1

(
cnh

x
nT + hc

n

)2
+ T

M∑
n=1

(
dnh

y
nT + 2hd

n

)2
.

Теорему доведено.
Аналогiчно, спираючись на теорему 1.3 та теорему 1.5 iз [9], отримуємо такi

результати:
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Теорема 2. Модель S̃α(t,M) наближає процес Wα(t) з точнiстю δ > 0 i
надiйнiстю 1− ε > 0, ε ∈ (0, 1) в просторi Lp([0, T ]), p > 0, якщо виконуються
нерiвностi

p
1
2 (µ(T ))

1
p ZM ≤ δ2

та

2 exp

{
− δ2

2(µ(T ))
2
p Z2

M

}
≤ ε,

де

Z2
M =

∞∑

k=M+1

(
c2
k + 4d2

k

)
+

M∑

k=1

((
Tckh

x
k + hc

k

)2
+

(
Tdkh

y
k + 2hd

k

)2
)

.

Нехай U(x), x ∈ R така C-функцiя Орлiча, що функцiя

GU(t) = exp

{(
U (−1)(t− 1)

)2}
, t ≥ 1,

опукла при t ≥ 1, U (−1)(t) - функцiя обернена до U(t). Приклади таких функцiй
наведенi в роботi [9].

Теорема 3. Модель S̃α(t,M) наближає процес Wα(t) з точнiстю δ > 0
i надiйнiстю 1 − ε > 0, ε ∈ (0, 1) в просторi LU([0, T ]), якщо виконуються
нерiвностi

µ(T )ZM(2 + (U (−1)(1))−2)
1
2 ≤ δ2,

exp

{
1

2

}
δU (−1)(1)

ZMµ(T )
exp

{
−δ2(U (−1)(1))2

2Z2
M(µ(T ))2

}
≤ ε,

де

Z2
M =

∞∑

k=M+1

(
c2
k + 4d2

k

)
+

M∑

k=1

((
Tckh

x
k + hc

k

)2
+

(
Tdkh

y
k + 2hd

k

)2
)

.

Розрахунок параметрiв моделi. Побудуємо модель строго субгауссового
узагальненого дробового броунiвського руху для рiзних α з заданими точнiстю
δ = 0.1 та надiйнiстю ε = 0.05 в просторi L2([0, T ]). Для визначення параметрiв
моделi, оцiнимо BM зверху, оскiльки функцiя f(x) = x exp{−x2

2
} монотонно спа-

дає при x > 1. Для обчислення функцiї Бесселя використаємо її асимптотичне
зображення [8]

Jα(x) =

√
2

xπ

(
cos

(
x− απ

2
− π

4

)
− 4α2 − 1

8x
sin

(
x− απ

2
− π

4

))

при x →∞. Нехай hc
n = hd

n = hx
n = hy

n = h.
При α = 0.3 маємо M = 150000 та h = 0.00002. На рис. 1 представленi вiд-

повiднi реалiзацiї строго субгауссового узагальненого дробового броунiвського
руху.

При α = 0.5 (стандартний вiнерiвський процес) маємо M = 550 та h =
0.0002. На рис. 2 зображенi вiдповiднi реалiзацiї строго субгауссового узагаль-
неного дробового броунiвського руху.
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Рис. 1

Рис. 2

Рис. 3
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Рис. 4

При α = 0.8 маємо M = 25 та h = 0.001. На рис. 3 зображенi вiдповiднi
реалiзацiї строго субгауссового узагальненого дробового броунiвського руху.

Висновки. Неважко помiтити, що при зростаннi α значення M зменшую-
ться. Чим ближче α до 1, тим гладша реалiзацiя, а при α = 0.9999 (рис. 4)
реалiзацiї попадають в дiапазон допустимих похибок. Теоретично, при α = 1
дробовий броунiвський рух вироджується в пряму лiнiю.

Отриманi оцiнки можна використовувати при моделюваннi дробового броу-
нiвського руху в задачах фiнансової та актуарної математики, при обчисленнi
iнтегралiв, а також, в iнших галузях, де використовуються методи статистично-
го моделювання випадкових процесiв. Заслуговує на увагу використання таких
оцiнок при моделюваннi зображення дробового броунiвського процесу у виглядi
стохастичного iнтеграла.
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