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ПРЕДСТАВЛЕННЯ РОЗВ’ЯЗКУ КРАЙОВОЇ ПЕРIОДИЧНОЇ
ЗАДАЧI ДЛЯ ГIПЕРБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ ДРУГОГО
ПОРЯДКУ

For boundary-value 2π-periodic problem utt−uxx = g(x, t), u(0, t) = u(π, t) = 0, u(x, t+2π) =
u(x, t), 0 ≤ x ≤ π, t ∈ R, we established that unique classical solution may be in form u(x, t) =
u0(x, t)+ ũ(x, t), where u0(x, t)− is a solution of the corresponding homogeneous periodic problem
and ũ(x, t)− is a partial solution of the non-homogeneous equation such as ũ(x, t + 2π) = ũ(x, t),
in the two cases: 1) u(x, t) = ũ(x, t), u0(x, t) ≡ 0; 2)u(x, t) = u0(x, t) + ũ(x, t), u0(x, t) 6= 0.

Для крайової 2π-перiодичної задачi utt − uxx = g(x, t), u(0, t) = u(π, t) = 0, u(x, t + 2π) =
u(x, t), 0 ≤ x ≤ π, t ∈ R, встановлено, що єдиний класичний розв’язок може iснувати у ви-
глядi u(x, t) = u0(x, t)+ ũ(x, t), де u0(x, t)− розв’язок вiдповiдної однорiдної перiодичної за-
дачi, а ũ(x, t)− частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння такий, що ũ(x, t+2π) = ũ(x, t),
у двох випадках: 1) u(x, t) = ũ(x, t), u0(x, t) ≡ 0; 2) u(x, t) = u0(x, t) + ũ(x, t), u0(x, t) 6= 0.

Важливим етапом при дослiдженнi крайових задач є встановлення умов
iснування та побудова розв’язку. У роботi [1] вперше, на нашу думку, вста-
новлено загальнi умови розв’язностi крайової ω− перiодичної задачi вигляду

utt − uxx = g(x, t), 0 < x < π, t ∈ R, (1)
u(0, t) = u(π, t) = 0, t ∈ R, (2)
u(x, t + ω) = u(x, t), 0 ≤ x ≤ π, t ∈ R. (3)

Якщо припустити, що iснує частинний розв’язок ũ(x, t) задачi (1), (3) такий,
що ũ(x, t + ω) = ũ(x, t), то умови iснування розв’язку задачi (1)–(3) мають
вигляд [1, c. 915]:

B +
∞∑

k=1

(
A1

k cos νkt + A3
k sin νkt

)
+ ũ(0, t) = 0,

Aπ + B +
∞∑

k=1

(
A1

k cos νkπ + A2
k sin νkπ

)
cos νkt + (4)

+
∞∑

k=1

(
A3

k cos νkπ + A4
k sin νkπ

)
sin νkt + ũ(π, t) = 0,

де A, B, Ai
k, i = 1, 2, 3, 4, k ∈ N, – невiдомi коефiцiєнти, νk = 2πk

ω
.

Зрозумiло, що система (4) може мати рiзну структуру в залежностi вiд ви-
бору перiоду ω та частинного розв’язку ũ(x, t) перiодичної задачi (1), (3).

Побудуємо розв’язок крайової перiодичної задачi (1)–(3) при ω = 2π у ви-
падку, коли замiсть розв’язку ũ(x, t) покласти функцiю

ũ1(x, t) = −1
2

x∫
0

dξ
t+x−ξ∫
t−x+ξ

g(ξ, τ) dτ ≡ (
S1g

)
(x, t). (5)

Покладаючи ω = 2π i враховуючи формулу (5), одержимо таку систему:
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B +
∞∑

k=1

(
A1

k cos kt + A3
k sin kt

)
+ 0 = 0,

Aπ + B +
∞∑

k=1

(
A1

k cos kπ + A2
k sin kπ

)
cos kt+

+
∞∑

k=1

(
A3

k cos kπ + A4
k sin kπ

)
sin kt + ũ1(π, t) = 0,

З першого рiвняння випливає, що B = 0, A1
k = 0, A3

k = 0, k ∈ N.
Пiдставляючи знайденi значення коефiцiєнтiв B, A1

k, A3
k, k ∈ N, у друге

рiвняння, одержимо A = − 1
π
ũ1(π, t).

На основi отриманих результатiв i враховуючи формулу (5), розв’язок кра-
йової перiодичної задачi (1)–(3) при ω = 2π матиме вигляд

u(x, t) =
∞∑

k=1

(
A2

k cos kt + A4
k sin kt

)
sin kx +

(
S1g

)
(x, t)− x

π

(
S1g

)
(π, t), (6)

де A2
k, A4

k, k ∈ N, – довiльнi сталi. А це означає, що крайова перiодична задача
(1)–(3) при ω = 2π має безлiч розв’язкiв. На основi формули (6) стверджуємо,
що розв’язок вказаної задачi буде єдиним, коли однозначно будуть визначенi
коефiцiєнти A2

k, A4
k, k ∈ N. А це можливо у двох випадках:

1)A2
k = 0, A4

k = 0, k ∈ N;
2)A2

k та A4
k− конкретнi числа.

У першому випадку випливає справедливiсть результатiв О.Вейводи–М.Ште-
дри [2]– [4], а в другому – результат П.Рабиновича [5, 6].

Слiд зазначити, що для визначення коефiцiєнтiв A2
k та A4

k, k ∈ N, не задано
додаткових умов. Це спонукає до додаткових дослiджень. З iншого боку, фор-
мула (6) не завжди є розв’язком рiвняння (1), оскiльки невiдомо, яке значення
набуває функцiя

(
S1g

)
(x, t) при x = π.

Враховуючи вище зробленi зауваження вiдносно розв’язностi крайової перi-
одичної задачi (1)–(3) при ω = 2π, нами встановлене наступне твердження.

Використовуючи для функцiї µ(t + 2π) = µ(t) зображення

1

2

t+x∫

t−x

µ(α) dα− x

2π

t+π∫

t−π

µ(α) dα ≡
∞∑

k=1

(
A2

k cos kt + A4
k sin kt

)
sin kx,

де A2
k = ak/k, A4

k = bk/k, k ∈ N, ak, bk− коефiцiєнти ряду Фур’є функцiї

µ(t) =
a0

2
+

∞∑

k=1

(
ak cos kt + bk sin kt

)
,
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розв’язок (6) крайової перiодичної задачi (1)–(3) при ω = 2π можна записати
так:

u(x, t) =
1

2

t+x∫

t−x

µ(α) dα− 1

2

x∫

0

dξ

t+x−ξ∫

t−x+ξ

g(ξ, τ) dτ +

+
x

2π





π∫

0

dξ

t+π−ξ∫

t−π+ξ

g(ξ, τ) dτ −
t+π∫

t−π

µ(α) dα



 . (7)

Теорема. Нехай g ∈ C0,1
(
[0, π]× R)

i g(x, t + 2π) = g(x, t). Тодi для кожної
функцiї µ(t) ∈ C1

(
R

)
, µ(t + 2π) = µ(t), яка задовольняє рiвняння

t+π∫

t−π

µ(α) dα =

π∫

0

dξ

t+π−ξ∫

t−π+ξ

g(ξ, τ) dτ,

функцiя

u(x, t) =
1

2

t+x∫

t−x

µ(α) dα− 1

2

x∫

0

dξ

t+x−ξ∫

t−x+ξ

g(ξ, τ) dτ ≡ u0(x, t) +
(
S1g

)
(x, t)

є єдиним класичним розв’язком крайової перiодичної задачi (1)–(3) при ω = 2π.
На основi сформульованої теореми можна зробити висновок, що iснування

розв’язкiв крайової перiодичної задачi (1)–(3) при ω = 2π потрiбно дослiджувати
i у виглядi u(x, t) = u0(x, t) +

(
S1g

)
(x, t), де u0(x, t)− розв’язок однорiдного рiв-

няння u0
tt − u0

xx = 0.
Це iлюструє наступний розв’язок

u(x, t) =
1

2

t+x∫

t−x

µ(α) dα− 1

2
x sin x sin t,

де µ(t)− неперервна i 2π− перiодична функцiя така, що
t+π∫
t−π

µ(α) dα = 0, крайової

2π− перiодичної задачi:

utt − uxx = cos x sin t, 0 < x < π, t ∈ R,

u(0, t) = u(π, t) = 0, t ∈ R,

u(x, t + 2π) = u(x, t), 0 ≤ x ≤ π, t ∈ R.
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