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ПРО АРИФМЕТИЧНI ВЛАСТИВОСТI РЕКУРЕНТНИХ
ПОСЛIДОВНОСТЕЙ НА КРИВИХ ЛЕЖАНДРА

Properties of divisibility of points of elliptic Legendre curves over finite field are learned. Arithmetic
progressions on such curves are examined. Criterion of divisibility by 2 of the points of elliptic
Legendre curves is proved.

Вивчаються властивостi подiльностi точок елiптичних кривих Лежандра над скiнченним по-
лем. Розглянуто арифметичнi прогресiї на таких кривих. Доведено критерiй подiльностi на 2
точок елiптичних кривих Лежандра.

1. Вступ
Вивчення послiдовностей, пов’язаних з точками на елiптичних кривих, ви-

кликане їх застосуванням в криптографiї [1], [2] та теорiї кодування [3]. Та-
кi послiдовностi також використовують при побудовi послiдовностей псевдови-
падкових чисел, тому вивчення їх властивостей буде корисним для створення
i коректного застосування генераторiв псевдовипадкових чисел, побудованих
на цiй основi. Зазвичай використовують елiптичнi кривi, заданi в канонiчнiй
формi Вейєрштрасса [4], [5]. В роботi [6] розглянуто арифметичну прогресiю,
елементами якої є точки елiптичної кривої Вейєрштрасса, та дослiджуються
арифметичнi властивостi координат цих точок. Крiм елiптичних кривих Вейєр-
штрасса, вiдомо декiлька iнших видiв елiптичних кривих [7], кожен з яких має
певнi переваги. Розглянемо подiбнi до [6] побудови та властивостi елементiв
послiдовностей, обчислених на елiптичнiй кривiй Лежандра.

2. Елiптичнi кривi Лежандра
Нехай E – елiптична крива над полем Fq, charFq 6= 2, яка задана у формi

Лежандра

E : y2 = x(x− 1)(x− λ), λ ∈ Fq, λ 6= 0, 1. (1)

Точками елiптичної кривої E над довiльним полем F називають пари еле-
ментiв (x, y), якi належать будь-якому розширенню поля F i задовольняють
(1); крiм того, точкою елiптичної кривої E вважають нескiнченно вiддалену то-
чку O. Якщо при цьому x, y ∈ F, то точку (x, y) називають рацiональною або
F- точкою. Точку O вважають рацiональною для довiльної елiптичної кривої. В
цiй роботi, говорячи про точки E, будемо розглядати тiльки рацiональнi точки
цiєї кривої.

Для довiльної точки P = (x, y) кривої E позначимо ªP = (x, −y). Коор-
динати ªP задовольняють (1), тому ªP ∈ E.

Якщо P1 = (x1, y1) i P2 = (x2, y2) – рiзнi точки елiптичної кривої E, заданої
рiвнянням (1), i P2 6= ªP1, то P1⊕P2 визначимо як точку P3 = (x3, y3), де (x3, y3)
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обчислюють так:




x3 =

(
y2 − y1

x2 − x1

)2

− x1 − x2 + λ + 1,

y3 =
y1 − y2

x2 − x1

x3 − y1x2 − x1y2

x2 − x1

.

Якщо P1 = P2, то P1 ⊕ P1=P3 i




x3 =

(
3x2

1 − 2(λ + 1)x1 + λ

2y1

)2

− 2x1 + λ + 1,

y3 = −
(

3x2
1 − 2(λ + 1)x1 + λ

2y1

)
x3 +

x3
1 − λx1

2y1

.

(2)

Як вiдомо [5], точки P = (x, y) елiптичної кривої E (1), x, y ∈ Fq, разом з
O утворюють абелеву групу вiдносно операцiї ⊕. Нейтральним елементом цiєї
групи є точка O, оберненим до елементу P = (x, y) є елемент ªP = (x, −y),
тобто для довiльної точки P ∈ E справджуються спiввiдношення P⊕(ªP ) = O,
P ⊕O = P.

Надалi позначимо P1 ⊕ P2 через P1 + P2 i назвемо сумою точок елiптичної
кривої E. Також позначимо nP = P + · · ·+P, де сума складається з n доданкiв.

3. Арифметичнi прогресiї на кривiй Лежандра
Для цiлого r точку Q ∈ E називають r-подiльною, якщо на кривiй E iснує

точка R, для якої rR = Q. Наприклад, для елiптичної кривої E (1) точка O є
2-подiльною, так як точками порядку 2 є точки (0, 0), (1, 0), (λ, 0).

Нехай E – елiптична крива (1), P1 i P2 – деякi фiксованi точки E, вiдмiннi
вiд точки O. Послiдовнiсть вiдмiнних вiд O точок Ml елiптичної кривої E з
першим членом M1 = P1 +P2 i кожен наступний член якої визначають рiвнiстю

Ml+1 = Ml + P2, l = 1, 2, . . . , (3)

називають арифметичною прогресiєю на E з початковим членом P1+P2 i рiзни-
цею P2. Кiлькiсть рiзних елементiв послiдовностi (3) вiдповiдає порядку точки
P2, тому на практицi цю точку вибирають високого порядку. Позначимо ко-
ординати Ml, l = 1, 2, . . . , через xl = x(Ml), yl = y(Ml). З послiдовнiстю (3)
пов’яжемо послiдовнiсть x-координат її точок:

x1, x2, ... . (4)

Теорема 1. Над полем Fq, charFq 6= 2, для елементiв послiдовностi (4)
справджуються такi твердження:

якщо P1 є 2-подiльна точка на E, то x2l є квадрати елементiв Fq;
якщо P1 + P2 є 2-подiльна точка, то x2l−1 є квадрати елементiв Fq;
якщо P1 i P2 є 2-подiльнi точки, то xl є квадрати елементiв Fq для усiх l.

Доведення. Нехай E – елiптична крива над скiнченим полем Fq, charFq 6= 2,
яка задана рiвнянням (1). Знайдемо необхiднi i достатнi умови 2-подiльностi її
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точок. Будемо вважати, що точка Q = (u, v) ∈ E, Q 6= O, 2-подiльна, тобто на
E iснує точка R = (u1, v1), для якої 2R = Q. Так як Q 6= O, то v1 6= 0.

Згiдно формул (2) маємо

u = t2 − 2u1 + λ + 1, (5)

v = −tu +
u3

1 − λu1

2v1

, (6)

де

t =
3u2

1 − 2(λ + 1)u1 + λ

2v1

. (7)

З (5) та (7) одержимо

u =
1

4

(3 u1
2 − 2 (λ + 1) u1 + λ)

2

v1
2

− 2 u1 + λ + 1. (8)

Перетворивши (8), отримаємо

4 λ2u1
2 − 12 λu1

3 + 9 u1
4 − 4 λ2u1 + 14 λu1

2 + 4 λv1
2 − 12 u1

3 − 8 u1 v1
2− (9)

−4 u v1
2 + λ2 − 4 λu1 + 4 u1

2 + 4 v1
2 = 0.

Так як R ∈ E, то v2
1 = u1 (u1 − 1 )(u1 − λ), тому з (9)

4λ2u1
2 − 12λu1

3 + 9u1
4 − 4λ2u1 + 14λu1

2 − 8u1
3 + λ2 + 4u1

2+ (10)
+4λ

(
u1

3 − (λ + 1) u1
2 + λu1

)− 8u1

(
u1

3 − (λ + 1) u1
2 + λu1

)−
−4u

(
u1

3 − (λ + 1) u1
2 + λu1

)− 4 (λ + 1) u1
2 = 0.

Спростивши (6) та (10), де t визначається формулою (7), отримаємо, що коор-
динати (u1, v1) точки R задовольняють такi рiвняння

u1
4 − 4 u1

3u + (4 λu + 4 u − 2 λ) u1
2 − 4 λu1 u + λ2 = 0, (11)

u3
1 − 3uu2

1 − λu1 + 2λuu1 + 2uu1 − λu− 2vv1 = 0 (12)

Навпаки, нехай Q = (u, v) ∈ E та рiвняння (11) має розв’язок ũ1, а рiвняння
(12) має розв’язок ṽ1. Тодi R̃ = (ũ1, ṽ1) ∈ E та справджуються (5), (6), тобто
Q = 2R̃ для точки R̃ = (ũ1, ṽ1) на E.

Якщо Q = (u, v) = 2R, де R = (u1, v1), тодi з (11) отримаємо, що

u = −1

4

(u4
1 − 2λu2

1 + λ2)

(u1(λu1 − u2
1 − λ + u1))

. (13)

Так як v1
2 = u1 (u1 − 1)(u1 − λ) 6= 0, то з (13) ми одержимо рiвнiсть

u =
1

4

(u1
2 − λ)

2

v2
1

.
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Отже, для довiльної 2-подiльної точки Q = (u, v), Q 6= O, елiптичної кривої E
над полем Fq, заданої рiвнянням (1), перша координата є повним квадратом.

Якщо P1 є 2-подiльна точка на кривiй E, то 2-подiльною буде будь-яка точка
Ml = P1 + lP2 послiдовностi (3) з парним l; якщо ж 2-подiльною точкою є точка
P1 + P2, то 2-подiльною точкою буде будь-яка точка Ml в послiдовностi (3),
що має непарне l; якщо ж обидвi точки P1 i P2 є 2-подiльнi, то 2-подiльною
точкою буде будь-яка точка в послiдовностi (3). Звiдси випливає, що вiдповiднi
елементи xl послiдовностi (4) у всiх вказаних випадках є точними квадратами.
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