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ДОСЯЖНIСТЬ ОПТИМАЛЬНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ
ЛЕКСИКОГРАФIЧНО-ПАРЕТIВСЬКИХ ЗАДАЧ ПРО
МАКСИМАЛЬНИЙ ПОТIК З АЛЬТЕРНАТИВНИМИ
КРИТЕРIЯМИ ТА АЛЬТЕРНАТИВНИМИ ГРУПАМИ
КРИТЕРIЇВ

The methods of finding of attainable optimum solutions of lexicographic-pareto maximum flow
problem and lexicographic-pareto maximum flow problem with alternative criteria by reducing
them to the problem of onecriterion optimization with a scalar objective function is considered.

Розглядаються методи знаходження досяжних оптимальних розв’язкiв лексикографiчно-паре-
тiвських задач про максимальний потiк i лексикографiчно-паретiвських задач про макси-
мальний потiк з альтернативними критерiями та їх групами критерiїв шляхом зведення їх до
вiдповiдних однокритерiальних задач з скалярною цiльовою функцiєю.

Вступ
При розв’язаннi багатьох прикладних задач, що виникають у рiзних сферах

людської дiяльностi, рiшення доводиться приймати на основi багатьох критерi-
їв. Якщо критерiї за деякою ознакою розбито на групи, в межах кожної iз них
критерiї є рiвноважливими, а групи упорядковано за важливiстю у суборди-
нацiї строгого ранжування, то одержимо задачу лексикографiчно-паретiвської
оптимiзацiї.

В [1] запропоновано пiдхiд для розв’язання задач лексикографiчно-паретiвсь-
кої оптимiзацiї, що ґрунтується на зведеннi їх до задач лексикографiчної опти-
мiзацiї. В свою чергу у [2] запропоновано методи розв’язання цих задач зведен-
ням їх до однокритерiальних задач з використанням лiнiйної згортки критерi-
їв. У данiй статтi результати отриманi у [2, 3] застосовуються для розв’язання
лексикографiчно-паретiвських задач про максимальний потiк та лексикогра-
фiчно-паретiвських задач про максимальний потiк з альтернативними критерi-
ями i альтернативними групами критерiїв.

1. Досяжнiсть оптимальних розв’язкiв лексикографiчно-паретiвсь-
кої задачi про максимальний потiк

Розглянемо мережу G = (N, A), де N– множина вузлiв, A – множина дуг.
Кожна з дуг мережi (i, j) ∈ A характеризується пропускною здатнiстю uij та
вектором оцiнок

(
c11
ij , c12

ij , ..., c1q1

ij , c21
ij , c22

ij , ..., c2q2

ij , ..., cq1
ij , cq2

ij , ..., c
qqq

ij

)
. Таким чином

кожний потiк x оцiнюється з використанням однорiдних критерiїв з критерi-
альними функцiями

ckl (x) =
∑

i

∑
j

ckl
ijxij, (i, j) ∈ A, k = 1, 2, ..., q, l = 1, 2, ..., qk.

Позначимо c (x) = (c1 (x) , c2 (x) , ..., cq (x)) векторну згортку критерiїв ck (x) ,
k = 1, 2, ..., q у субординацiї строгого ранжування Rg (1, 2, ..., q), де кожний з
критерiїв ck (x) = (ck1 (x) , ck2 (x) , ..., ckqk

(x)) , k ∈ {1, 2, ..., q}, в свою чергу, є ве-
кторною згорткою критерiїв ckl, l = 1, 2, ..., qk у субординацiї рiвної важливостi
Rv.
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Нехай
Nα– множина джерел,
nα– кiлькiсть джерел,
Nβ– множина витокiв,
nβ– кiлькiсть витокiв,
Ng– множина промiжних пунктiв,
ng– кiлькiсть промiжних вузлiв,
ai– кiлькiсть продукту у i-му джерелi,
bj– потреби у продуктi в j-му вузлi витоку.
Розглянемо задачу визначення однопродуктового потоку з джерел у витоки,

що протiкає через промiжковi вузли i є непокращуваним за згорткою критерiїв
c (x). Її математична модель має вигляд

maxLP c (x) , x ∈ X, (1)

де множина X допустимих розв’язкiв (потокiв) задається системою обмежень

xij∑
j

−
xji∑
j

≤ ai, i ∈ Nα,

xij∑
j

−
xji∑
j

= 0, i ∈ Ng,

xji∑
j

−
xij∑
j

≥ bi, i ∈ Nβ,

0 ≤ xij ≤ uij, (i, j) ∈ A.

Задача (1) є лексикографiчно-паретiвською задачею про максимальний по-
тiк.

Будемо вважати, що величини ai, bj, uij цiлочисловi, а величини ckl
ij є невiд’єм-

ними рацiональними числами.
Якщо розв’язок багатокритерiальної задачi оптимiзацiї може бути отрима-

ний як розв’язок вiдповiдної однокритерiальної задачi, з цiльовою функцiєю,
яка є лiнiйною згорткою критерiїв цiєї багатокритерiальної задачi оптимiзацiї,
то вважається, що даний розв’язок є досяжним за зваженою сумою рiзноваж-
ливих критерiїв.

Нехай

fk (x) =

qk∑

l=1

ᾱklckl (x), (2)

де ᾱkl > 0, l = 1, 2, ..., qk, k = 1, 2, ..., q,
qk∑
l=1

ᾱkl = 1, k = 1, 2, ..., q.

У [1] розглядається метод зведення задачi (1) до задачi лексикографiчної
оптимiзацiї

maxLf (x) , x ∈ X, (3)
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де f (x) = (f1 (x) , f2 (x) , ..., fq (x)). Вибравши додатнi коефiцiєнти β̄1, β̄2, ..., β̄q

згiдно [3,5], задачу (3) можна звести до вiдомої задачi про максимальний потiк

max B̄ (x) =

q∑

k=1

β̄kfk (x), x ∈ X. (4)

2. Досяжнiсть оптимальних розв’язкiв лексикографiчно-паретiвсь-
кої задачi про максимальний потiк з альтернативними критерiями

Розглянемо модифiкацiю задачi (1), у якiй оптимальний розв’язок необхiдно
знайти враховуючи тiльки один критерiй якнайвищого рангу з групи критерiїв
якнайвищого рангу, для якого виконується умова

ckl (x) ≥ mkl, mkl ∈ R, k ∈ {1, 2, ..., q} , l ∈ {1, 2, ..., qk} .

Такий критерiй вважаємо допустимим. Дана задача є лексикографiчно-паре-
тiвською задачею про максимальний потiк з альтернативними критерiями. Роз-
в’язання поставленої задачi може бути зведено до задачi знаходження макси-
муму функцiоналу

B (x) =

q∑

k=1

β̄k

qk∑

l=1

αklckl (x) (5)

на множинi, яка задається умовами

xij∑
j

−
xji∑
j

≤ ai, i ∈ Nα, (6)

xij∑
j

−
xji∑
j

= 0, i ∈ Ng, (7)

xji∑
j

−
xij∑
j

≥ bi, i ∈ Nβ, (8)

0 ≤ xij ≤ uij, (i, j) ∈ A. (9)

ckl (x) ≥ mklykl, k = 1, 2, ..., q, l = 1, 2, ..., qk, (10)

αkl = ᾱklykl, k = 1, 2, ..., q, l = 1, 2, ..., qk, (11)

q∑

k=1

qk∑

l=1

ykl = 1, (12)

ykl ∈ {0, 1} , k = 1, 2, ..., q, l = 1, 2, ..., qk. (13)

Теорема 1.
(

_
x,

_
y
)
є оптимальним розв’язком задачi (1)-(13), тодi _

x є
оптимальним розв’язком лексикографiчно-паретiвської задачi про максималь-
ний потiк з альтернативими критерiями.
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Доведення теореми легко отримати, враховуючи вибiр коефiцiєнтiв β̄k i ᾱkl.
Якщо в лексикографiчно-паретiвськiй задачi про максимальний потiк з аль-

тернативними критерiями оптимальний розв’язок необхiдно знайти в залежно-
стi вiд вибору d, d ≥ 1 допустимих критерiїв, то обмеження (12) необхiдно
замiнити обмеженням

q∑

k=1

qk∑

l=1

ykl = d.

3. Досяжнiсть оптимальних розв’язкiв лексикографiчно-паретiв-
ської задачi про максимальний потiк з альтернативними групами кри-
терiїв

Розглянемо модифiкацiю задачi (1), у якiй оптимальний розв’язок необхiдно
знайти, враховуючи тiльки одну групу критерiїв якнайвищого рангу, тобто тiль-
ки один векторний критерiй ck (x) , k ∈ {1, 2, ..., q}, який є векторною згорткою
критерiїв ckl, l = 1, 2, ..., qk у субординацiї рiвної важливостi Rv i

ckl (x) ≥ mkl, l = 1, 2, ..., qk.

Такий векторний критерiй вважаємо допустимим. Дана задача є лексикогра-
фiчно-паретiвською задачею про максимальний потiк з альтернативними гру-
пами критерiїв. Розв’язання поставленої задачi може бути зведено до задачi
знаходження максимуму функцiоналу

B (x) =

q∑

k=1

βk

qk∑

l=1

ᾱklckl (x) (14)

на допустимiй множинi, що задається обмеженнями

xij∑
j

−
xji∑
j

≤ ai, i ∈ Nα, (15)

xij∑
j

−
xji∑
j

= 0, i ∈ Ng, (16)

xji∑
j

−
xij∑
j

≥ bi, i ∈ Nβ, (17)

0 ≤ xij ≤ uij, (i, j) ∈ A. (18)

ckl (x) ≥ mklyk, k = 1, 2, ..., q, l = 1, 2, ..., qk, (19)

βk = β̄kyk, k = 1, 2, ..., q, (20)

q∑

k=1

yk = 1, (21)

yk ∈ {0, 1} , k = 1, 2, ..., q. (22)
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Теорема 2.
(

_
x
′
,

_
y
′) ∈ Rn+q є оптимальним розв’язком задачi (14)-(22),

тодi розв’язок _
x
′ є розв’язком лексикографiчно-паретiвської задачi про макси-

мальний потiк з альтернативними групами критерiїв.

Теорема доводиться на основi правил вибору коефiцiєнтiв β̄k i ᾱkl.
Якщо в лексикографiчно-паретiвськiй задачi про максимальний потiк з аль-

тернативними групами критерiїiв необхiдно знайти оптимальний розв’язок, вра-
ховуючи d, d ≥ 1 груп критерiїв якнайвищого рангу, то обмеження (21) необхi-
дно замiнити обмеженням

q∑

k=1

yk = d.

Висновки
Розглянутi пiдходи до розв’язання багатокритерiальних задач про макси-

мальний потiк дають можливiсть перейти вiд задачi багатокритерiальної опти-
мiзацiї до задачi однокритерiальної оптимiзацiї, для розв’язання якої можна
застосувати вiдомi методи.
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