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ДО ПИТАННЯ ТОЧНОСТI АПРОКСИМАЦIЇ ФУНКЦIЇ ДВОХ
ДIЙСНИХ ЗМIННИХ НЕКЛАСИЧНОЮ МАЖОРАНТОЮ
НЬЮТОНА

In the article is suggested the question of the accuracy of approximation function of two real
variables of non-classical Newtonian majorant.

Розглянуто питання точностi наближення функцiї двох дiйсних змiнних некласичною мажо-
рантою Ньютона.

Вступ. В [1, 2] розроблено апарат некласичних мажорант i дiаграм Ньютона
функцiй двох дiйсних змiнних, заданих таблично. В [3] цей апарат використано
для побудови формули для наближеного обчислення визначених подвiйних iн-
тегралiв. В [4,5], використовуючи властивостi некласичних мажорант i дiаграм
Ньютона, побудовано чисельнi методи вiдшукання абсолютного екстремуму не-
гладких логарифмiчно вгнутих функцiй двох дiйсних змiнних. В [6] розглянуто
оцiнку точностi апроксимацiї двiчi неперервно диференцiйованої i логарифмi-
чно опуклої функцiї f(x) визначеної на промiжку [a, b], функцiєю gn(f ; x), яка
на кожному промiжку [xi, xi+1] (xi ∈ [a, b], i = 0, 1, ..., n − 1), збiгається з не-
класичною мажорантою Ньютона, побудованою за значеннями функцiї f(x) в
двох точках xi та xi+1.

В данiй роботi розглянуто питання точностi апроксимацiї функцiї двох дiй-
сних змiнних некласичною мажорантою Ньютона.
Постановка задачi. Нехай функцiя двох дiйсних змiнних z = f (x, y) задана
своїми значеннями в точках (xi, yj) (i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , m):

f (xi, yj) = zij (i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , m) ,

де x1 < x2 < . . . < xn, y1 < y2 < . . . < ym, |zij| = aij ≤ M i a11 ·a1m ·an1 ·anm 6= 0.
В просторi xyz побудуємо точки зображення Pij(xi, yj,− ln aij)
(i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , m) i з кожної точки Pij проведемо пiвпряму в до-
датному напрямi осi Oz, перпендикулярно до площини xy. Множину точок цих
пiвпрямих позначимо через S, а її опуклу оболонку – через C (S) . Для кожної
точки (x, y) ∈ R, де R = {(x, y) | x1 ≤ x ≤ xn, y1 ≤ y ≤ ym} , визначимо точку
B (x, y, κ (x, y)) , де

κ (x, y) = inf z
(x,y,z)∈C(S)

.

Множина точок B (x, y, κ (x, y)) , (x, y) ∈ R, утворює багатогранну поверхню,
яка обмежує C (S) знизу. Ця поверхня називається некласичною дiаграмою
Ньютона функцiї z = f(x, y) на R, а її рiвняння z = κ (x, y) , (x, y) ∈ R.
Функцiя

Mf (x, y) = exp (−κ (x, y)) , (x, y) ∈ R,

називається некласичною мажорантою Ньютона функцiї z = f(x, y) на R.
В [2] знайдено явний вигляд Mf (x, y) для функцiї z = f(x, y), заданої свої-

ми значеннями у вершинах трикутника ∆ з вершинами (a1, b1) , (a2, b2) , (a3, b3) .
Якщо f (a1, b1) = A, f (a2, b2) = B, f (a3, b3) = C, то
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Mf (x, y) =
(
|A|h32(x,y) |B|h13(x,y) |C|h21(x,y)

) 1
h13(a2,b2)

, (1)

де

hij (x, y) =

∣∣∣∣
x− ai y − bi

aj − ai bj − bi

∣∣∣∣ , (i, j = 1, 2, 3; i 6= j) .

Використовуючи формулу (1), оцiнимо точнiсть наближення функцiї
z = f(x, y) некласичною мажорантою Ньютона.
Розв’язування задачi. Нехай областю, в якiй треба наблизити неперервну
функцiю f(x, y), є прямокутник

D = {(x, y) |a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} .

Розiб’ємо область D на прямокутники прямими x = xi (i = 1, 2, . . . , p) i
y = yj (j = 1, 2, . . . , q), де xi+1 = xi + h1, yj+1 = yj + h2, h1 = (b− a) /p,
h2 = (d− c) /q. Кожен прямокутник дiагоналлю розiб’ємо на два трикутники:
верхнiй i нижнiй. Якщо прямокутник утворено перетином прямих x = xi−1,
x = xi i y = yj−1, y = yj, то вершинами нижнього трикутника будуть точки
(xi−1, yj−1) , (xi−1, yj) , (xi, yj−1) , а верхнього (xi−1, yj), (xi, yj), (xi, yj−1) . Нижнiй
трикутник позначимо через D−

ij , а верхнiй – D+
ij .

Теорема 1. Якщо виконуються умови

1 ≤ f (x, y) ≤ M, ∀ (x, y) ∈ D,

|f (x1, y1)− f (x2, y2)| ≤ L (|x1 − x2|+ |y1 − y2|) , ∀ (x1, y1) , (x2, y2) ∈ D, (2)

то точнiсть наближення функцiї f(x, y) мажорантою Ньютона Mf (x, y) ви-
значається нерiвнiстю

|f (x, y)−Mf (x, y)| ≤ 2hL (1 + M) ,

де h = max (h1, h2) .

Доведення. На кожному нижньому трикутнику D−
ij

(i = 1, 2, . . . p; j = 1, 2, . . . , q) , використовуючи формулу (1), наблизимо функцiю
f(x, y) некласичною мажорантою Ньютона.

M−
f,i,j (x, y) =

(
f (xi−1, yj−1)

h32(x,y) f (xi−1, yj)
h13(x,y) f (xi, yj−1)

h21(x,y)
) 1

h13(xi−1,yj) , де

h32 (x, y) =

∣∣∣∣
x− xi y − yj−1

xi−1 − xi yj − yj−1

∣∣∣∣ = h1 (y − yj−1) + h2 (x− xi) ,

h13 (x, y) =

∣∣∣∣
x− xi−1 y − yj−1

xi − xi−1 yj−1 − yj−1

∣∣∣∣ = −h1 (y − yj−1) ,

h21 (x, y) =

∣∣∣∣
x− xi−1 y − yj

xi−1 − xi−1 yj−1 − yj

∣∣∣∣ = −h2 (x− xi−1) ,

h13 (xi−1, yj) =

∣∣∣∣
xi−1 − xi−1 yj − yj−1

xi − xi−1 yj−1 − yj−1

∣∣∣∣ = −h1h2.
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Отже,

M−
f,i,j (x, y) = f (xi−1, yj−1)

xi−x

h1 f (xi−1, yj−1)
yj−1−y

h2 f (xi−1, yj)
y−yj−1

h2 f (xi, yj−1)
x−xi−1

h1 .

Розглянемо похибку

z−ij (x, y) = f (x, y)−M−
f,i,j (x, y) , (x, y) ∈ D−

ij .

Тодi

∣∣z−ij (x, y)
∣∣ ≤ |f (x, y)− f (x, yj−1)|+ |f (x, yj−1)− f (xi−1, yj−1)|+

+ |f (xi−1, yj−1)−

−f (xi−1, yj−1)
xi−x

h1 f (xi−1, yj−1)
yj−1−y

h2 f (xi−1, yj)
y−yj−1

h2 f (xi, yj−1)
x−xi−1

h1

∣∣∣∣ .

Оскiльки

|f (xi−1, yj−1)−

−f (xi−1, yj−1)
xi−x

h1 f (xi−1, yj−1)
yj−1−y

h2 f (xi−1, yj)
y−yj−1

h2 f (xi, yj−1)
x−xi−1

h1

∣∣∣∣ =

= f (xi−1, yj−1)
xi−x

h1

∣∣∣∣f (xi−1, yj−1)
x−xi−1

h1 −

− f (xi−1, yj−1)
yj−1−y

h2 f (xi−1, yj)
y−yj−1

h2 f (xi, yj−1)
x−xi−1

h1

∣∣∣∣ =

= f (xi−1, yj−1)
xi−x

h1

∣∣∣∣f (xi−1, yj−1)
x−xi−1

h1 −f (xi, yj−1)
x−xi−1

h1 + f (xi, yj−1)
x−xi−1

h1 −

− f (xi−1, yj−1)
yj−1−y

h2 f (xi−1, yj)
y−yj−1

h2 f (xi, yj−1)
x−xi−1

h1

∣∣∣∣ ≤

≤ f (xi−1, yj−1)
xi−x

h1

∣∣∣∣f (xi−1, yj−1)
x−xi−1

h1 − f (xi, yj−1)
x−xi−1

h1

∣∣∣∣ +

+f (xi−1, yj−1)
xi−x

h1 f (xi, yj−1)
x−xi−1

h1

∣∣∣∣1− f (xi−1, yj−1)
yj−1−y

h2 f (xi−1, yj)
y−yj−1

h2

∣∣∣∣ =

= f (xi−1, yj−1)
xi−x

h1

∣∣∣∣f (xi−1, yj−1)
x−xi−1

h1 − f (xi, yj−1)
x−xi−1

h1

∣∣∣∣ +

+f (xi−1, yj−1)
xi−x

h1 f (xi, yj−1)
x−xi−1

h1 f (xi−1, yj−1)
yj−1−y

h2

∣∣∣∣f (xi−1, yj−1)
y−yj−1

h2 −
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− f (xi−1, yj)
y−yj−1

h2

∣∣∣∣
i

|f (x, y)− f (x, yj−1)| ≤ L |y − yj−1| ,

|f (x, yj−1)− f (xi−1, yj−1)| ≤ L |x− xi−1| ,

∣∣∣∣f (xi−1, yj−1)
x−xi−1

h1 − f (xi, yj−1)
x−xi−1

h1

∣∣∣∣ ≤ |f (xi−1, yj−1)− f (xi, yj−1)| ≤ L |xi−1 − xi| ,
∣∣∣∣f (xi−1, yj−1)

y−yj−1
h2 − f (xi−1, yj)

y−yj−1
h2

∣∣∣∣ ≤ |f (xi−1, yj−1)− f (xi−1, yj)| ≤ L |yj−1 − yj| ,

то врахувавши умови (2), одержимо

∣∣z−ij (x, y)
∣∣ ≤ Lh2 + Lh1 + MLh1 + M

xi−x

h1
+

x−xi−1
h1 Lh2 =

= L (h1 + h2 + Mh1 + Mh2) = L (h1 + h2) (1 + M) .

Аналогiчно для похибки

z+
ij (x, y) = f (x, y)−M+

f,i,j (x, y) , (x, y) ∈ D+
ij ,

у верхньому елементарному трикутнику одержуємо оцiнку
∣∣z+

ij (x, y)
∣∣ ≤ L (h1 + h2) (1 + M) ,

де

M+
f,i,j (x, y) =

(
f (xi−1, yj)

h32(x,y) f (xi, yj)
h13(x,y) f (xi, yj−1)

h21(x,y)
) 1

h13(xi,yj) ,

h32 (x, y) = h2 (x− xi) , h13 (x, y) = −h2 (x− xi−1)− h1 (y − yj) ,

h21 (x, y) = h1 (y − yj) , h13 (xi, yj) = −h1h2.

Справдi,

M+
f,i,j (x, y) = f (xi−1, yj)

xi−x

h1 f (xi, yj)
x−xi−1

h1 f (xi, yj)
y−yj

h2 f (xi, yj−1)
yj−y

h2 .

Тому
∣∣z+

ij (x, y)
∣∣ ≤ |f (x, y)− f (x, yj−1)|+ |f (x, yj−1)− f (xi, yj−1)|+

+

∣∣∣∣f (xi, yj−1)− f (xi−1, yj)
xi−x

h1 f (xi, yj)
x−xi−1

h1 f (xi, yj)
y−yj

h2 f (xi, yj−1)
yj−y

h2

∣∣∣∣ .
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Оскiльки

∣∣∣∣f (xi, yj−1)− f (xi−1, yj)
xi−x

h1 f (xi, yj)
x−xi−1

h1 f (xi, yj)
y−yj

h2 f (xi, yj−1)
yj−y

h2

∣∣∣∣ =

= f (xi, yj−1)
yj−y

h2

∣∣∣∣f (xi, yj−1)
y−yj−1

h2 − f (xi−1, yj)
xi−x

h1 f (xi, yj)
x−xi−1

h1 f (xi, yj)
y−yj

h2

∣∣∣∣ =

= f (xi, yj−1)
yj−y

h2

∣∣∣∣f (xi, yj−1)
y−yj−1

h2 − f (xi, yj)
y−yj−1

h2 + f (xi, yj)
y−yj−1

h2 −

− f (xi−1, yj)
xi−x

h1 f (xi, yj)
x−xi−1

h1 f (xi, yj)
y−yj

h2

∣∣∣∣ ≤

≤ f (xi, yj−1)
yj−y

h2

∣∣∣∣f (xi, yj−1)
y−yj−1

h2 − f (xi, yj)
y−yj−1

h2

∣∣∣∣ +

+f (xi, yj−1)
yj−y

h2 f (xi, yj)
y−yj

h2

∣∣∣∣f (xi, yj)− f (xi−1, yj)
xi−x

h1 f (xi, yj)
x−xi−1

h1

∣∣∣∣ =

= f (xi, yj−1)
yj−y

h2

∣∣∣∣f (xi, yj−1)
y−yj−1

h2 − f (xi, yj)
y−yj−1

h2

∣∣∣∣ +

+f (xi, yj−1)
yj−y

h2 f (xi, yj)
y−yj

h2 f (xi, yj)
x−xi−1

h1

∣∣∣f (xi, yj)
xi−x

h1 − f (xi−1, yj)
xi−x

h1

∣∣∣

i

|f (x, y)− f (x, yj−1)| ≤ L |y − yj−1| ,

|f (x, yj−1)− f (xi, yj−1)| ≤ L |x− xi| ,

∣∣∣f (xi, yj)
xi−x

h1 − f (xi−1, yj)
xi−x

h1

∣∣∣ ≤ |f (xi, yj)− f (xi−1, yj)| ≤ L |xi − xi−1| ,

∣∣∣∣f (xi, yj−1)
y−yj−1

h2 − f (xi, yj)
y−yj−1

h2

∣∣∣∣ ≤ |f (xi, yj−1)− f (xi, yj)| ≤ L |yj−1 − yj| ,

то, врахувавши умови (2), одержимо
∣∣z+

ij (x, y)
∣∣ ≤ Lh2 + Lh1 + MLh1 + MLh2 =

= L (h1 + h2 + Mh1 + Mh2) = L (h1 + h2) (1 + M) .
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Позначимо

Mf (x, y) =

{
M−

f,i,j, (x, y) ∈ D−
ij ,

M+
f,i,j, (x, y) ∈ D+

ij ,

де i = 1, 2, . . . , p; j = 1, 2, . . . , q, наближення функцiї f(x, y) у всьому прямоку-
тнику D, а через

z (x, y) =

{
z−ij , (x, y) ∈ D−

ij ,
z+

ij , (x, y) ∈ D+
ij ,

де i = 1, 2, . . . , p; j = 1, 2, . . . , q, його похибку. Тодi

|f (x, y)−Mf (x, y)| ≤ 2hL (1 + M) ,

де h = max (h1, h2) .
Висновки. В данiй роботi розглянуто питання точностi наближення функцiї
двох дiйсних змiнних некласичною мажорантою Ньютона. Доведено теорему
про точнiсть наближення функцiї двох дiйсних змiнних некласичною мажоран-
тою Ньютона.
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