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КОНЕЧНЫЕ ПОДГРУППЫ ГРУППЫ GL(3,Zp)

Oll finite subgroups of the group GL(n,Zp) (Zp – is the rihg of the rational p-adic integers) are
described up to conjugasy for n ≤ 3.

Всi скiнченнi пiдгрупи групи GL(n,Zp) (Zp – кiльце цiлих рацiональних p-адичних чисел)
описанi з точнiстю до спряженостi для n ≤ 3.

Пусть K – область целостности с единицей, Qp – поле рациональных p-ади-
ческих чисел с кольцом целых величин Zp), Z̄p = Zp/pZp и GL(n, K) – полная
линейная группа степени n над кольцом K.

Все конечные подгруппы группы GL(n,K) описаны с точностью до сопря-
женности в случае, когда K = Z – кольцо целых рациональных чисел и n ≤ 4
(см. [1, 2]). В [3] описаны с точностью до сопряженности все неприводимые ко-
нечные подгруппы группы GL(5,Z).

В настоящей работе на основании методов теории целочисленных представ-
лений групп классифицируются с точностью до сопряженности конечные под-
группы группы GL(n,Zp) при n ≤ 3.

Введем некоторые обозначения. Пусть A,B, C ∈ GL(n,Zp). Подгруппу
V ∈ GL(n,Zp), порождённую матрицами A и B, обозначим V ={A,B}, а через
W = {V, C} – подгруппу группы GL(n,Zp), порождённую матрицами A,B и C.
Cm обозначает циклическую группу порядка m, G×H – прямое произведение
групп G и H. Символами Dm, Km, Am, Sm обозначим группы диедра и ква-
тернионов порядка 2m, знакопеременную и симметрическую группы степени
m соответственно. Обозначим далее через Ā матрицу, полученную из матрицы
A ∈ GL(n,Zp) приведением всех элементов A по модулю идеала pZp. Пусть

f : GL(n,Zp) −→ GL(n, Z̄p) (1)

– гомоморфизм Минковского, при котором для A ∈ GL(n,Zp) f(A) = Ā.
В дальнейшем часто будут использоваться следующие леммы:
Лемма 1 (см. [4]). Пусть H – конечная подгруппа группы GL(n,Zp). H

изоморфна некоторой подгруппе H̄1 группы GL(n, Z̄p) при p 6= 2 и H ∼= H̄2 ⊂
GL(n, Z̄4) при p = 2 (Z̄4 = Z2/4Z2).

Лемма 2 (см. [4]).Пусть V1 и V2 – конечные p′-подгруппы группы GL(n,Zp)
и V̄i = = f(Vi) (i = 1, 2). Группы V1 и V2 тогда и только тогда сопряжены в
группе GL(n,Zp), когда V̄1 и V̄2 сопряжены в группе GL(n, Z̄p).

Так как всякая конечная p′-подгруппа группы GL(n,Zp) вполне приводи-
ма и любая p′-подгруппа из GL(n, Z̄p) поднимается до некоторой конечной
p′-подгруппы группы GL(n,Zp), то в силу леммы 2 описание с точностью до
сопряженности конечных p′-подгрупп группы GL(n,Zp) сводится к описанию
несопряженных неприводимых p′-подгрупп группы GL(n, Z̄p). Поскольку груп-
па GL(n,Zp) при n ≤ 3 и p > 3 не содержит p-подгрупп, а неприводимые
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подгруппы группы GL(n, Z̄p) (n ≤ 3) описаны в [6–8], из вышесказанного полу-
чаем описание с точностью до сопряженности всех конечных подгрупп группы
GL(n,Zp) (n ≤ 3; p > 3).

Таким образом при n ≤ 3 осталось классифицировать несопряженные коне-
чные подгруппы группы GL(n,Zp) лишь для p = 2 и p = 3. Такая классифика-
ция приводится ниже.

1.Конечные подгруппы группы GL(n,Z2), (n ≤ 3)

Приведем следующий результат из [4].
Предложение 1 [4]. Конечные подгруппы группы GL(2,Z2) с точностью

до сопряженности исчерпываются следующими группами:
1) абелевыми группами

V0 = {E}; V1 = {−E}; V2 =

{(
1 0
0 −1

)}
; V3 =

{(
0 1
1 0

)}
;

V4 =

{(
0 −1
1 −1

)}
= {ε̃}; V5 = {V2,−E}; V6 = {V3,−E};

V7 =

{(
0 −1
1 0

)}
= {̃i}; V8 =

{(
0 1

−1 1

)}
= {−ε̃},

где V0
∼= C1; V1

∼= V2
∼= V3

∼= C2; V4
∼= C3; V5

∼= V6
∼= C2 × C2; V7

∼= C4; V8
∼= C6,

E – единичная матрица;

2) неабелевыми группами

U1 = {ε̃, V3}; U2 = {̃i, V3}; U3 = {−ĩ, V3}; U4 =

{
ε̃,

(
θ τ

θ + τ −θ

)}
= {ε̃, ĩ1},

где (θ, τ) – некоторое решение уравнения x2 + xy + y2 = −1 в кольце Z2,
U1

∼= S3 : a3 = b2 = 1, b−1ab = a−1; U2
∼= D4 : a4 = b2 = 1, b−1ab = a−1;

U3
∼= D6 : a6 = b2 = 1, b−1ab = a−1; U4

∼= G1 : a3 = b4 = 1, b−1ab = a−1.
Пусть W – конечная подгруппа группы GL(3,Z2). В силу леммы 1 имеем

|W |
∣∣∣ 212 · 3 · 7. (2)

Предложение 2. С точностью до сопряженности p-подгруппы группы
GL(3,Z2) исчерпываются группами V1, . . . , V38, где

1) V1 =

{(
1 0
0 ε̃

)}
– подгруппа, изоморфная группе C3;

2) V2 =








0 0 1
1 0 α + 1
0 1 α






 = {ε̃} – подгруппа, изоморфная группе C7

(α = ξ + ξ2 + ξ4, ξ – первообразный корень степени 7 из 1);

3) V3 =








1 0 0
0 0 −1
0 1 0


 ,




1 0 0
0 0 1
0 1 0


 ,



−1 0 0

0 −1 0
0 0 −1






 = {A1, B1,−E};
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V4 =








1 0 1
0 0 −1
0 1 0


 ,




1 0 0
0 0 1
0 1 0


 ,



−1 0 0

0 −1 0
0 0 −1






 = {A2, B2,−E} –

подгруппы, изоморфные группе D4 × C2;

V5 = {A1, B1}; V6 = {A1, −B1}; V7 = {−A1, B1}; V8 = {−A1, −B1};
V9 = {A2, B1}; V10 = {A2, −B1}; V11 = {−A2, B1}; V12 = {−A2, −B1} – подгруп-
пы, изоморфные группе D4;

V13 = {A2
1, B1,−E}; V14 = {A2

1B1, B1,−E}; V15 = {A2
2, B1,−E};

V16 = {A2
2B1, B1,−E} – подгруппы, изоморфные группе C2 × C2 × C2;

V17 = {A1,−E}; V18 = {A2,−E} – подгруппы, изоморфные группе C4 × C2;

V19 ={A2
1,−E}; V20 ={A2

1, B1}; V21 = {B1,−E}; V22 = {A2
1,−B1}; V23 = {−A2

1, B1};
V24 = {A1B1,−A2

1}; V25 = {A1B1, A
2
1}; V26 = {A2

2, B1}; V27 = {A2
2,−B1};

V28 = {A2B1, A
2
2}; V29 = {−A2

2, B1} – подгруппы, изоморфные группе C2 × C2;

V30={A1}; V31={−A1}; V32={A2}; V33={−A2} –подгруппы, изоморфные группе C4;

V34 = {−E}; V35 = {−A2
1}; V36 = {A2

1}; V38 = {B1}; V39 = {−B1} – подгруппы, изо-

морфные группе C2.

Доказательство. Пусть Hp – силовская p-подгруппа группы GL(3,Z2. В
силу (2) p ≤ 7. Из [9] и предложения 1 вытекает, что H2

∼= D4 × C2 и H3
∼= C3.

Покажем, что H7
∼= C7. Очевидно,

Φ7(x) = f1(x) · f2(x), (3)

где Φ7(x) – полином деления круга порядка 7. а fi(x) – неприводимый над Z2

полином степени 3 (i = 1, 2). Если ξ – первообразный корень степени 7 из 1, то
над кольцом Z2[ξ] имеет место разложение

Φ7(x) = (x− ξ) · · · (x− ξ6). (4)

Пусть G – группа Галуа поля Q2(ξ) над полем Q2. Легко видеть, что G = (ϕ),
где ϕ3 = 1 и ϕ(ξ) = ξ3. Тогда из (3) и (4) вытекает

f1(x) = (x− ξ)(x− ξ2(x− ξ6) = x3 − αx2 − (α + 1)x− 1,

где α = ξ+ξ2+ξ4. Поскольку ϕ(α) = α, то α ∈ Z2. Полиному f1(x) соответствует
неприводимое Z2-представление группы C7 = (a):

Γ : a →



0 0 1
1 0 α + 1
0 1 α


 = ξ̃.

Легко проверить, что группа ImΓ – единственная с точностью до сопряженности
подгруппа порядка 7 группы GL(3,Z2). Отсюда получаем, что H7

∼= C7 и H7
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сопряжена с ImΓ в GL(3,Z2. Используя предложение 1 нетрудно показать, что 3-
подгруппа Силова группы GL(3,Z2) сопряжена с группой V1. Опишем теперь 2-
подгруппы группы GL(3,Z2). В силу [9] и предложения 1 силовская 2-подгруппа
группы GL(3,Z2) изоморфна группе

D4 × C2 : a4 = b2 = c2 = 1, b−1ab = a−1, ac = ca, bc = cb.

Пусть Γ – точное Z2-представление степени 3 группы D4 × C2. Из предло-
жения 1 и [10] вытекает, что Γ можно представить в виде:

Γ : a →



γ 0 β
1 0 −1
0 1 0


 = Γa, b →




δ 0 0
0 0 1
0 1 0


 = Γb, c → Γc,

где γ, δ = ±1; β = 0, 1. Из соотношений ΓaΓc = ΓcΓa, Γ2
b = E и ΓbΓc = ΓcΓb легко

получить, что

Γc = ±



1 0 0
0 −1 1
0 0 −1


 = ±D, Γc = ±E.

Легко видеть, что группа U1 = {Γa, Γb,±D} сопряжена в GL(3,Z2) с группой
U2 = {Γa, Γb,−E}, а группы V3 и V4 не сопряжены.

Так как всякая 2-подгруппа группы GL(3,Z2) содержится в некоторой силов-
ской 2-подгруппе GL(3,Z2), то из вышедоказанного можно получить описание с
точностью до сопряженности всех 2-подгрупп группы GL(3,Z2). Предложение
доказано.

Следствие 1. Если W – конечная подгруппа группы GL(3,Z2), то

|W ||24 · 3 · 7. (5)

Лемма 3. Пусть K – коммутативное кольцо с 1, G – конечная группа
и H ≤G. Пусть H̃ – подгруппа группы GL(n,K), изоморфная H и N(G, H̃) –
множество всех таких представителей классов сопряженных подгрупп груп-
пы GL(n,K), изоморфных группе G, которые содержат H̃. Если G̃–подгруппа
группы GL(n, K), изоморфная G, то G̃ тогда и только тогда сопряжена с не-
которой группой из N(G, H̃), когда G̃ содержит подгруппу Ñ , сопряженную
с H̃.

Доказательство. Необходимость. Пусть G̃ сопряжена в GL(n,K) с неко-
торой группой U ⊂ N(G, H̃), т.е. существует матрица C ∈ GL(n,K), такая, что
C−1G̃C = U и {Ñα|α ∈ J} – все подгруппы группы G̃, изоморфные H. Тогда
C−1ÑαC ⊂ U и найдется такое α0 ∈ J , что C−1Ñα0C = H̃.

Достаточность. Пусть Ñ ⊆ G̃ сопряжена с H̃, т.е. C−1ÑC = W – группа,
содержащая H̃ и, следовательно, сопряжена с некоторой группой из N(G, H̃).
Лемма доказана.

Предложение 3. Конечные подгруппы порядков 2m · 3 (1 ≤ m ≤ 4) группы
GL(3,Z2) с точностью до сопряженности исчерпываются группами W1, . . . , W30,
где
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1) W1 =

{(
1 0
0 −ε̃

)}
; W2 =

{( −1 0
0 −ε̃

)}
; W3 =

{( −1 0
0 ε̃

)}
– подгруп-

пы, изоморфные группе C6;

2) W4 = {V1, B1}; W5 = {V1,−B1} – подгруппы, изоморфные группе S3;

3) W6 = {W3,−E} – подгруппа, изоморфная группе C6 × C2;

4) W7 = {W1, B1}; W8 = {W2,−B1}; W9 = {W3, B1 – подгруппы, изоморфные
группе D6;

5) W10 =

{
V1,

(
1 0

0 ĩ1

)}
; W11 =

{
V1,

( −1 0

0 ĩ1

)}
– подгруппы, изоморфные

группе G1 : a3 = b4 = 1, b−1ab = a−1;

6) W12 =








0 1 0
0 0 1
1 0 0


 ,



−1 0 0

0 1 0
0 0 −1






={A3, B2}; W3 =



A3,




0 −1 1
0 −1 0
1 −1 0






 ;

W14=



A3,



−1 −1 −1

0 0 1
0 1 0





–подгруппы, изоморфные группе A4 :a3=b2=(ab)2=1;

7) W15 = {W8,−E}; W16 = {W8, A
2
1} – подгруппы, изоморфные группе D6 × C2;

8) W17 = {W10,−E}; W18 = {W11,−E} – подгруппы, изоморфные группе G1×C2;

9) W19 = {W12,−E}; W20 = {W13,−E}; W21 = {W14,−E} – подгруппы, изомор-
фные группе A4 × C2;

10) W22 =



A3,




0 0 1
0 1 0

−1 0 0






 = {A3, B3}; W23 = {A3,−B3};

W24 =



A3,




1 −1 0
1 0 −1
1 0 0






 = {A3, B4}; W25 = {A3,−B4};

W26 =



A3,




0 −1 0
1 1 0
1 0 0






 = {A3, B5}; W27 = {A3,−B5} – подгруппы, изо-

морфные группе S4 : a3 = b4 = (ab)2 = 1;

11) W28 = {W22,−E}; W29 = {W24,−E}; W30 = {W27,−E} – подгруппы, изомор-
фные группе S4 × C2.

Доказательство. Используя результаты работ [10–12] нетрудно получить
описание с точностью до сопряженности всех подгрупп порядка ≤ 24 группы
GL(3,Z2).

Пусть теперь W – подгруппа порядка 48 группы GL(3,Z2) и P – силовская
2-подгруппа группы W . Тогда |P | = 24. В силу предложения 2 P = {P1,−E},
где P1 = P ∩ SL(3,Z2). Тогда W = {V,−E}, где V – подгруппа порядка 24
группы SL(3,Z2) и силовская 2-подгруппа V изоморфна D4. Поэтому из опи-
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сания подгрупп порядка 24, группы SL(3,Z2), силовская 2-подгруппа которых
изоморфна D4 вытекает, что V сопряжена с одной из групп W22,W24 или W27.
Таким образом GL(3,Z2) содержит с точностью до сопряженности 3 подгруппы
порядка 48. Предложение доказано.

Для описания групп порядка 2m · 3s · 7k (1 ≤ m ≤ 4; s, k = 0, 1; s + k 6= 0)
нам потребуется следующая лемма.

Лемма 4. Пусть G – группа порядка 2m · 3 · 7 (m = 2, 3, 4). Если G не
является разрешимой группой, то либо G ∼= PSL2(7) – простая группа при
m = 3, либо G содержит нормальную подгруппу H такую что H ∼= PSL2(7)
или G/H ∼= PSL2(7) при m = 4.

Доказательство леммы нетрудно получить на основании теоремы Шура о
расщеплении (см. [13]).

Предложение 4. Подгруппы порядка 2m · 3s · 7 (0 ≤ m ≤ 4; s = 0, 1)
группы GL(3,Z2) с точностью до сопряженности исчерпываются группами
U1, . . . , U5, где

1) U1 = {−ξ̃} – подгруппа, изоморфная C14;

2) U2 =



ξ̃,




1 α 0
0 −1 1
0 −1 0





 – подгруппа, изоморфная группе G2 : a7 = b3 = 1,

b−1ab = a2 (α = ξ + ξ2 + ξ4; ξ7 = 1);

3) U3 = {U2,−E} – подгруппа, изоморфная группе G2 × C2;

4) U4 =



ξ̃,



−1 0 −α− 1

0 −1 −α
0 0 1






 – подгруппа, изоморфная группе

G3
∼= PSL2(7); a7 = b2 = (ab) = (a4b)4 = 1;

5) U5 = {U4,−E} – подгруппа, изоморфная группе G3 × C2.

Доказательство. Пусть T – подгруппа порядка 2m · 7 группы GL(3,Z2).
Если m = 1, то существуют две неизоморфные абстрактные группы поряд-
ка 14: C14 и D7 : a7 = b2 = 1, b−1ab = a−1. Поскольку C14

∼= C7 × C2, то из
леммы 3 нетрудно получить, что U1 – единственная с точностью до сопряжен-
ности подгруппа группы GL(3,Z2), изоморфная C14. Предположим, что группа
D7 обладает точным Z2-представлением Γ степени 3. Очевидно, Γ – абсолютно
неприводимо, откуда 3||D7|, что абсурдно. Таким образом, D7 не вложима в
GL(3,Z2).

Покажем, что группа GL(3,Z2) не содержит подгрупп порядка 2m ·7 (m ≥ 2).
Предположим противное, пусть G – абстрактная группа порядка 2m · 7 (m ≥
2), обладающая точным Z2-представлением Γ степени 3. Используя [4] легко
показать, что G – неабелева, а Γ неприводимо. Тогда Γ – абсолютно неприводимо
и, значит 3|2m · 7, что невозможно. Отсюда GL(3,Z2) не содержит подгрупп
порядка 2m · 7 при m ≥ 2.

Пусть T – подгруппа порядка 21 группы GL(3,Z2). Очевидно, T – неабелева.
Тогда T ∼= G2. Очевидно,
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Γ : a →



0 0 1
1 0 α + 1
0 1 α


 = ξ̃, b →




0 α 0
0 −1 1
0 −1 0


 (α = ξ + ξ2 + ξ4; ξ7 = 1) –

точное Z2-представление степени 3 группы G2. Отсюда и из лемм 1, 2 вытекает,
что группа U2 = ImΓ – единственная с точностью до сопряженности подгруппа
группы GL(3,Z2), |U2| = 21.

Пусть G – абстрактная группа порядка 42. Тогда G либо абелева, либо мета-
циклическая группа, порожденная двумя образующими a и b с определяющими
соотношениями

1) a14 = b3 = 1, b−1ab = a9 или 2) a7 = b6 = 1, b−1ab = a5.
Если T – подгруппа порядка 42 группы GL(3,Z2), то очевидно T – неабелева

группа. Легко видеть, что группа 1) изоморфна G2×C2 и из предыдущего выте-
кает, что U3 – единственная с точностью до сопряженности подгруппа группы
GL(3,Z2), изоморфная G2 × C2.

Предположим теперь, что группа 2) вложима в GL(3,Z2) и Γ – точное
Z2-представление степени 3 этой группы. Тогда можно предполагать, что Γ
имеет вид: Γ : a → ξ̃, b → Γb. Легко проверить, что trξ̃ 6= trξ̃5 и Γ не точно, т.е.
группа 2) не вкладывается в GL(3,Z2).

Покажем, что группа GL(3,Z2) не содержит разрешимых подгрупп порядка
2m · 3 · 7 при m ≥ 2. Действительно, если V – разрешимая подгруппа порядка
2m · 3 · 7 (m ≥ 2), то V содержит холловскую подгруппу порядка 2m · 7, что
противоречит доказанному выше.

Пусть теперь G3 : a7 = b2 = (ab)3 = (a4b)4 = 1 – группа, изоморфная про-
стой группе PSL2(7). Покажем, что G3 обладает тчоными Z2-представлениями
степени 3. В силу результатов Маранды (см. [5]) это утверждение достаточно
доказать для кольца классов вычетов Z2k по mod 2k, где k > k0, а k0 опреде-
ляется из равенства |G3|Z2 = 2k0Z2. Очевидно, k0 = 3.

Используя предложение 2, легко видеть, что представлениями

∆1 : a → 1; ∆2 : a →



0 0 1
1 0 α + 1
0 1 α


 ; ∆3 : a →




0 0 1
1 0 −α
0 1 α + 1




исчерпываются все неэквивалентные неприводимые Z2-представления группы
C7 = (a). Обозначим через ∆

(k)
i (i = 1, 2, 3) Z2k-представления группы C7 = (a),

такие, что
∆

(k)

i (a) ≡ ∆i(a)( mod 2kZ2) (i = 1, 2, 3).

Очевидно, представлениями ∆
(k)

i (i = 1, 2, 3) исчерпываются до эквивалентно-
сти неприводимые Z2k-представления группы C7.

1) Пусть k = 1, тогда GL(3, 2) = GL(3,Z2). Легко видеть, что

Γ1 : a →



0 0 1
1 0 0
0 1 1


 = A1, b →




1 0 0
0 1 1
0 0 1


 = B1

задает Z2k-представления группы C3. Очевидно, Γ1 – точно.
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Пусть U! = {A1, B1}, U2 = {A1, B
′
1} – группы, изоморфные группе G,

Ui = GL(3, 2). Тогда существует автоморфизм ϕ группы GL(3, 2) такой, что
ϕ(A1) = A1, ϕ(B1) = B′

1. Как известно (см. [13]), все автоморфизмы группы
GL(3, 2) стандартны. Тогда ϕ – внутренний автоморфизм группы GL(3, 2), ли-
бо ϕ = ψ ·τ , где ψ – внутренний, а τ – контраградиентный автоморфизм группы
GL(3, 2). В этом последнем случае

ψ · τ(A1) = ψ




0 1 1
1 0 0
0 1 0


 = A1 = ψ(A′

1)

и найдется матрица C ∈ GL(3, 2), такая, что C−1A1
1C = A1, что невозможно. По-

этому ϕ – внутренний автоморфизм GL(3, 2), т.е. Γ1 единственное с точностью
до эквивалентности точное Z2-представление степени 3 вида a → A1, b → Γb

группы G3.
Заметим, что в силу предложения 2 и леммы 3 можно ограничиться рассмо-

трением Z2k-представлений вида

Z : a → ∆
(k)

2 (a), b → B

группы G3, где ∆2(a) ≡ ∆
(k)

2 (a)( mod 2kZ2).
2) Пусть k = 2. Легко видеть, что A1 ≡ A

(2)
1 (mod 2), где

A
(2)
1 =




0 0 1
1 0 2
0 1 1


 .

Пусть Γ
(2)

: a → ∆
(2)
1 , b → B – некоторое точное Z4-представление степени 3

группы G3. Так как B ≡ B1(mod 2), то B имеет вид:

B =




1 + x1 x2 x3

y1 1 + y2 1 + y3

z1 z2 1 + z3


 ,

где xi, yi, zi ≡ 0(mod 2) (i = 1, 2, 3). Из определяющтх соотношений группы G3

легко получить, что

B =



−1 0 y + 2
y z − 1 z − 1
0 0 z + 1


 ,

где y, z = 0, 2. Отсюда получаем два неэквивалентных точных представления
степени 3 группы G3:

Γ
(2)

1 : a → A
(2)
1 , b →



−1 0 2
0 −1 −1
0 0 1


 ;

Γ
(2)

2 : a → A
(2)
1 , b →



−1 0 0
2 −1 −1
0 0 1
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такие, что Γ
(2)

1 (g) ≡ Γ
(2)

2 (g) ≡ Γ1(g) ≡ Γ1(g)(mod 2) для всех g ∈ G3.

3) Пусть k = 4. Тогда всякое точное Z24-представление Γ
(4)

i группы G3 такое,

что Γ
(4)

i ≡ Γ
(2)

1 (mod 4) соответственно имеет вид:

Γ
(4)

1 : a →



0 0 1
1 0 6
0 1 5


 = A

(4)
1 , b →




x1 + 3 x2 x3 + 2
y1 y2 + 3 y3 + 2
z1 z2 z3 + 1


 = B

(4)
1 ;

Γ
(4)

2 : a → A
(4)
1 , b →




x1 + 3 x2 x3 + 2
y1 + 2 y2 + 3 y3 + 3

z1 z2 z3 + 1


 = B

(4)
2 .

Рассуждая аналогично случаю 2), нетрудно получить, что в этом случае
группа G3 обладает с точностью до эквивалентности одним точным Z24-предста-
влением степени 3:

Γ
(4)

: a → A
(4)
1 , b →



−1 0 5
0 −1 6
0 0 1


 ,

причем Γ
(4)

(g) ≡ Γ
(2)

(g)(mod 4) для всех g ∈ G3, а представление Γ
(4)

2 не по-
днимается до точного Z24-представления Γ

(4)

2 степени 3 группы G3. Согласно
предложению 2 и лемме 2 достаточно рассматривать Z2-представление степени
3 группы G3 вида: a → ∆2(a), b → B.

Легко видеть, что отображение

Γ : a →



0 0 1
1 0 α + 1
0 1 α


 , b →



−1 0 −α− 1
0 −1 −α
0 0 1




задает точное Z2-представление степени 3 группы G3. Тогда в силу доказанного
выше, Γ – единственное с точностью до эквивалентности точное Z2-представление
степени 3 вида a → ∆2(a), b → B группы G3 и U3 = ImΓ – единственная с то-
чностью до сопряженности подгруппа порядка 168 группы GL(3,Z2).

Пусть G – группа порядка 24 · 3 · 7. Из предыдущих рассуждений вытекает,
что если G1 – подгруппа порядка 24 ·3 ·7 группы GL(3,Z2), то G1 неразрешима.
Тогда, в силу леммы 4, возможны случаи:

1) G содержит такую нормальную подгруппу H, что H ≈ PSL2(7);
2) G содержит такую нормальную подгруппу H, что G/H ∼= PSL2(7), где

G – абстрактная группа, изоморфная G1. Если Γ – точное Z2-представление
степени 3 группы G, то Γ неприводимо. Тогда Γ абсолютно неприводимо и если
z – центр группы G, то |z(G)| ≤ 2 и G ∼= N × z(G), где N – группа без цен-
тра. Рассмотрим случай 1): Пусть H / G и H ∼= PSL2(7). Если |z(G)| = 2,
то с точностью до изоморфизма H единственная подгруппа группы G поряд-
ка |H| = 24 · 3 · 7. Тогда G ∼= PSL2(7) × C2. Если G ∼= G̃ ⊂ GL(3,Z2), то
z(G̃) = {±E} и всякое точное Z2-представление степени 3 группы G имеет вид:
a → ∆a, b → ∆b, c → −E, где ∆ – некоторое точное Z2-представление степени
3 группы H ∼= PSL2(7). Отсюда и из леммы 4 U5 – единственная с точностью
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до сопряженности подгруппа порядка 336 группы GL(3,Z2). Если |z(G)| = 1,
то существует g ∈ G и g /∈ H, такой что g1Hg = H. Покажем, что в этом
случае G не обладает точным Z2-представлением степени 3. Предположим про-
тивное, пусть Γ – точное Z2-представление степени 3 группы G и G̃ = Γ(G).
Построим гомоморфизм Минковского ρ : GL(3,Z2) → GL(3, 2), где ρ(A) = A
для A ∈ GL(3,Z2) и матрица A получается из A приведением всех элементов
A по модулю идеала 2Z2. Пусть Γ(H) = H̃. Тогда ρ(H̃) = GL(3, 2). Пусть ρG̃

– ограничение ρ на подгруппу G̃. Пусть далее g ∈ G таков, что Γ(g) = g̃ и
g̃ /∈ H̃. Тогда ρG̃(g) ∈ KerρG̃. Из изоморфизма G̃/KerρG̃

∼= GL(3, 2) следует,
что |KerρG̃| = |H1| = 2 и H̃1 / G̃. Отсюда H̃1 = (g̃) и h̃−1g̃h̃ = g̃ для всех h̃ ∈ H̃

и, значит, z(G̃) = H̃1, что противоречит тривиальности z(G̃).
Рассмотрим теперь случай 2). Пусть H / G и G/H ∼= PSL2(3). Тогда G

содержит нормальную подгруппу H1/G содержит нормальную подгруппу H1/G
порядка |H1| = 23 · 3 · 7 и H = z(G). Отсюда H1

∼= PSL2(7) и G ∼= PSL2(7)×C2.
Таким образом случай 2) сводится к 1). Предложение доказано.

Из предложений 1–4 вытекает полное описание несопряженных конечных
подгрупп группы GL(3,Z2).

2.Конечные подгруппы группы GL(n,Z3) (n ≤ 3)

Пусть W – конечная подгруппа группы GL(2,Z3). Из леммы 1 вытекает, что

|W | | 24 · 3. (6)

Предложение 5. Конечные подгруппы группы GL(2,Z3) с точностю до
сопряженносты исчерпываются следующими группами:

1) абелевыми группами

V0 = {E}; V1 = {−E}; V2 =

{(
1 0
0 −1

)}
; V3 = {ε̃}; V4 = {̃i}; V5 = {−ε̃};

V6 =

{(
0 1
1 λ

)}
; V7 = {V2,−E}, где V0

∼= C1; V1
∼= C2; V2

∼= C2; V3
∼= C3;

V4
∼= C4; V5

∼= C6;V6
∼= C8; V7

∼= C2 × C2 (λ =
√−2);

2) неабелевыми группами

U1 =

{
ε̃,

(
1 −1
0 −1

)}
; U2 =

{
ε̃,

( −1 1
0 1

)}
; U3 = {̃i, V2};

U4 =

{
ĩ,

(
λ 1
0 −λ

)}
; U5 =

{
−ε̃,

(
1 −1
0 −1

)}
; U6 =

{
V6,

(
1 λ
0 −1

)}
;

где U1, U2
∼= S3; U3

∼= D4; U4
∼= K4 : a4 = 1, a2 = b2, b−!ab = a−1; U3

∼= D6;

U6
∼= H : a8 = b2 = 1, b−1ab = a3 (остальные обозначения см. в формулировке

предложения 1).
Доказательство. Используя [9] и леммы 1, 2, можно показать, что си-

ловские 2-подгруппы группы GL(2,Z3) сопряжены с группой U6, а силовские
3-подгруппы группы GL(2,Z3) сопряжены с группой V3. Таким образом, в си-
лу (6) порядок произвольной конечной подгруппы группы GL(2,Z3) делит 48.
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Далее, на основании [11,12] нетрудно получить описание с точностью до сопря-
женности всех подгрупп группы GL(2,Z3) порядка ≤ 12. Легко показать также,
что GL(2,Z3) не содержит подгрупп порядка 24.

В заключение покажем, что GL(2,Z3) не содержит подгруппы порядка 48.
Для доказательства предположим, что W – подгруппа порядка 48 группы

GL(2,Z3). Так как W разрешима, то она содержит подгруппу V такую, что
[W : V ] = 2 или [W : V ] = 3. Принимая во внимание, что GL(2,Z3) не содержит
подгрупп порядка 24, заключаем, что случай [W : V ] = 2 невозможен. Значит
[W : V ] = 3 и пусть V – подгруппа порядка 16 группы W . Тогда, очевидно,
V сопряжена с группой U6, где U6

∼= H : a8 = b2 = 1, b−1ab = a3. Пусть G –
абстрактная группа, изоморфная группе W . Тогда G/H = (cH), где c3 ∈ H и
пусть Γ : a → Γa, b → Γb, c → Γc точное Z3)-представление степени 2 группы
G. Так как −ε̃ – единственный с точностью до сопряженности элемент порядка
6 в группе GL(2,Z3), то из Γ3

c ∈ U6 следует, что Γ3
c = ±E. Если Γ3

c = −E, то
подгруппа группi ;Ц;б порожденная матрицами Γc и B1 изоморфна группе C24,
что невозможно. Значит, c3 = 1. Путем несложных рассуждений показывается,
что G изоморфна одной из следующих групп:

T1 : a8 = b2 = 1, b−1ab = a3, c3 = 1, c−1ac = ak, c−1bc = b (k, 2) = 1;

T2 : a8 = b2 = 1, b−1ab = a3, c3 = 1, c−1ac = ak, c−1bc = a2b (k, 2) = 1;

В обоих случаях Ti содержит подгруппу порядка 24, что невозможно. Полу-
ченное противоречие завершает доказательство.

Пусть теперь W – конечная подгруппа группы GL(3,Z3). По лемме 1

|W | | 25 · 33 · 13.

Предложение 6. С точностью до сопряженности p-подгруппы группы

GL(3,Z3) исчерпываются группами V1, . . . , V22, где

1) V1 =

{(
1 0
0 ε̃

)}
; V2 =








1 0 1
0 0 −1
0 1 −1






 – подгруппы, изоморфные

группе C3;

2) V3 =








0 0 1
1 0 β
0 1 γ






 = {ω̃} – подгруппа изоморфная группе C13

(β =ω+ω3+ω9; γ =ω−1+ω−3+ω−9, ω–первообразный корень степени 13 из 1);

3) V4 =








1 0 0
0 0 1
0 1 λ


 ,




1 0 0
0 1 λ
0 0 −1


 ,



−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1






 = {A1, B1,−E}

– подгруппа, изоморфная группе H × C2;

V5 = {A1, B1}; V6 = {−A1, B1} – подгруппы, изоморфные группе H;

V7 = {A1,−E} – подгруппа, изоморфная группе C8 × C2;

V8 = {A4
1, B1,−E} – подгруппа, изоморфная группе C2 × C2 × C2;

V9 = {A1B1, A
2
1}; V10 = {A1B1,−A2

1} – подгруппы, изоморфные группе K4;
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V11 = {A2
1, B1}; V12 = {A1B1, A

4
1}; V13 = {A1B1,−A4

1} – подгруппы, изомор-

фные группе D4;

V14 = {A1}; V15 = {−A1} – подгруппы, изоморфные группе C8;

V16 = {B1,−E}; V17 = {A4
1,−E} – подгруппы, изоморфные группе C2 × C2;

V18 = {A2
1}; V19 = {−A2

1} – подгруппы, изоморфные группе C4;

V20 = {−E}; V21 = {B1}; V22 = {−B1} – подгруппы, изоморфные группе C2.

Доказательство. Пусть Hp нетривиальная силовская P -подгруппа груп-
пы GL(3,Z3). В силу [9] и предложения 5 H3

∼= C3 и H2
∼= H × C8. Так как

33 ≡ 1(mod 13), то над Z3 имеет место разложение

Φ13(x) = f1(x) . . . f4(x)

полинома деления круга Φ13(x) на неприводимые приведенные полиномы fi(x)
(i = 1, 2, 3, 4) степени 3.

Пусть ω – первообразный корень степени 13 из 1 и ϕ – образующий элемент
группы Галуа поля Q3(ω) над Q3. Легко видеть, что ϕ(ω) = ω3 и над кольцом
Z3[ω] имеет место разложение

Φ13(x) = (x− ω) . . . (x− ω12).

Отсюда можно считать, что

f1(x) = (x− ω)(x− ω3)(x− ω9) = x3 − γx2 + βx− 1, (7)

где γ = ω + ω3 + ω9, β = ω−1 + ω−3 + ω−9. Разложению (7) соответствует точное
Z3-представление степени 3 группы C13 = (a):

Γ : a →



0 0 1
1 0 −β
0 1 γ


 .

Используя [9] и лемму 2 можно показать, что группа ImΓ – единственная с
точностью до сопряженности подгруппа порядка 13 группы GL(3,Z3). Пусть

G ∼= H × C2 : a8 = b2 = c2 = 1, b−1ab = a3, ac = ca, bc = cb.

Из [8] и предложения 5 вытекает, что

V =








1 0 0
0 0 1
0 1 λ


 ,




1 0 0
0 1 λ
0 0 −1


 ,



−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1








– единственная с точностью до сопряженности подгруппа группы GL(3,Z3),
изоморфная группе H × C2. Поскольку всякая 2-подгруппа группы GL(3,Z3)
содержится в некоторой силовской 2-подгруппе этой группы, то из вышедо-
казанного легко получить описание всех несопряженных 2-подгрупп группы
GL(3,Z3).
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Хорошо известно [11], что группа C3 = (a) обладает с точностью до эквива-
лентности двумя точными Z3-представлениями степени 3:

∆1 : a →
(

1 0
0 ε̃

)
; ∆2 : a →




0 0 1
1 0 −1
0 1 −1


 .

Обозначим Vi = Im∆i (i = 1, 2). Так как V2 неразложима, а V1 – вполне приво-
дима, то V1 и V2 не сопряжены в GL(3,Z3). Предложение доказано.

Следствие 2. Если W – конечная подгруппа группы GL(3,Z3), то

|W | | 23 · 3 · 13. (8)

Предложение 7. Конечные подгруппы порядков 2m · 3 (1 ≤ m ≤ 5) группы
GL(3,Z3) с точностью до сопряженности исчерпываются группами W1, . . . , W21,
где

1) W1 =







−1 0 −1
0 0 1
0 −1 1





 ; W2 =








1 0 0
0 0 1
0 −1 1





 ; W3 =







−1 0 0
0 0 1
0 −1 1





 ;

W4 =







−1 0 0
0 0 −1
0 1 −1






 –подгруппы, изоморфные группе C6;

2) W5 =



V1,




1 0 0
0 1 −1
0 0 −1






 = {V1, B2}; W6 =



V1,




1 0 0
0 −1 1
0 0 1






 = {V1, B3};

W7 = {V1,−B2}; W8 = {V1,−B3}; W9 = {A2, B4} =








0 0 1
1 0 0
0 1 0


,




1 0 0
0 0 1
0 1 0






 ;

W10 = {A2,−B4} – подгруппы, изоморфные группе S3;

3) W11 = {W3,−E} – подгруппа, изоморфная группе C6 × C2;

4) W12 = {A4
1,−E} – подгруппа, изоморфная группе A4;

5) W13 = {W3, B2}; W14 = {W4, B3; W15 = {W2, B2}; W16 = {W1, B4} – подгруп-
пы, изоморфные группе D6;

6) W17 = {W12,−E} – подгруппа, изоморфная группе A4 × C2;

7) W18 = {W13,−E} – подгруппа, изоморфная группе D6 × C2;

8) W19 =

{
A2,

(
1 0

0 ĩ

)}
; W20 =

{
A2,

( −1 0

0 ĩ

)}
– подгруппы, изоморфные

группе S4;

9) W21 = {W19,−E} – подгруппа, изоморфная группе S4 × C2.

Доказательство. Из предложения 7 нетрудно получить, что группами
W1, . . . , W4 исчерпываются с точностью до сопряженности циклические группы
порядка 6 группы GL(3,Z3). Описание разложимых точных Z3-представлений
степени 3 группы S3 получаем, используя предложения 5, 7 и определяющие
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соотношения группы S3. Пусть Γ – неразложимое точное Z3-представление сте-
пени 3 группы S3. Представим S3 в виде S3 = HλN , где H = (a), N = (b). Как
известно, неэквивалентные неразложимые Z3-представления группы H исчер-
пываются представлениями:

∆1 : a → 1; ∆2 : a →
(

0 −1
1 −1

)
= ε̃; ∆3 : a →




1 0 1
0 0 1
0 1 1


 .

Обозначим через Mi модуль представления ∆i (i = 1, 2, 3). Групповое кольцо
Z3N представимо в виде

Z3N = Z3Ne1 ⊕ Z3Ne2 = I1 ⊕ I2, (9)

где e1 = 1
2
(1 + b), e2 = 1

2
(1− b) – полная система минимальных попарно ортого-

нальных идемпотентов кольца Z3N .
По теореме Хигмана всякое неразложимое Z3-представление группы S3 есть

компонента разложения некоторого индуцированного представления силовской
3-подгруппы группы S3.

Легко видеть, что в индуцированном модуле MS3
i реализуются Z3-представления

степени i (i = 1, 2). Рассмотрим модуль MS3
3 . Очевидно,

MS3
3 = Z3S3 ⊗Z3H Z3H ∼= Z3S3 и MS3

3 = Z3S3e1 ⊕ Z3S3e2 = N1 ⊕N2.

Модуль N1 имеет базис {e1, ae1, a
2e1. Действуя на базисные элементы N1 эле-

ментами группы S3, получим

be1 = e1, bae1 = a2be1, ba2e1 = be1.

Таким образом в N1 реализуется представление

Γ1 : a →



0 0 1
1 0 0
0 1 0


 , b →




1 0 0
0 0 1
0 1 0


 .

Аналогично получаем, что в N2 реализуется представление

Γ2 : a → Γ1(a), b → −Γ1(b).

В силу [12] N1 и N2 – единственные с точностью до изоморфизма неразложимые
Z3S3-модули размерности 3. Очевидно группы ImΓ1 (i = 1, 2) не сопряжены в
GL(3,Z3). Используя вышедоказанное и результаты [10–12] нетрудно описать
с точностью до сопряженности все подгруппы W группы GL(3,Z3) порядка
|W | = 2m · 3 (m = 2, 3).

Опишем подгруппы порядка 48 группы GL(3,Z3). Из разрешимости W сле-
дует, что W содержит подгруппу V порядка |V | = 24, которая, в силу предло-
жения 6, изоморфна одной из групп: C2 ×D4, C2 ×K4 или H.

Покажем, что W 6⊂ SL(3,Z3). Предположим противное, пусть W – подгруп-
па порядка 48 группы SL(3,Z3). Группа W содержит нормальную подгруппу
U , такую что [W : U ] = 2 или [W : U ] = 3. В первом случае, как легко видеть,
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U ∼= S4 и сопряжена с группой W19. Тогда силовская 2-подгруппа P группы W
изоморфна группе C2 × D4 либо H. Случай P ∼= C2 × D4 невозможен ввиду
предложения 6. Таким образом P ∼= H / W и W ∼= H × C3. Легко видеть, что
случай [W : U ] = 3 сводится к предыдущему.

Из доказательства предложения 5 вытекает, что тогда W изоморфна одной
из групп:

T1 : a8 = b2 = c3 = 1, b−1ab = a3, c−1ac = ak, c−1bc = b, (k, 2) = 1;

T2 : a8 = b2 = c3 = 1, b−1ab = a3, c−1ac = ck, c−1bc = a2b, (k, 2) = 1.

В обоих случаях группа W содержит подгруппу, не вложимую в GL(3,Z3),
что невозможно. Поэтому W ∩SL(3,Z3) = V 6= {E}. Из предложения 6 элемент
c порядка 3 группы W принадлежит SL(3,Z3) и, значит, c ∈ V . Покажем, что
[W : V ] = 2. По основной теореме о гомоморфизмах имеем

SL(3,Z3) ·W�SL(3,Z3) ∼= W�SL(3,Z3) ∩W ∼= W�V.

Поскольку W = {c, P} и c ∈ V , то далее можно записать

SL(3,Z3) ·W�SL(3,Z3) ∼= SL(3,Z3) · P�SL(3,Z3) ∼= P�P1
∼= W�V,

где P1 = P ∩ SL(3,Z3). Следовательно, достаточно показать, что [P : P1] = 2.
Очевидно, случай P ∼= H невозможен. Значит P ∼= C2 × D4 или P ∼= C2 ×K4.
В обоих случаях −E ∈ P и [P : P1] = 2. Отсюда с очевидностью получаем
[W : V ] = 2 и −E ∈ W . Поскольку S4 – единственная с точностью до изоморфи-
зма подгруппа порядка 24 группы SL(3,Z3), то W ∼= S4×C2 и W = {W19,−E}.

Предположим, что |W | = 25 · 3. Тогда силовская 2-подгруппа группы W
изоморфна группе H × C2 и, следовательно, P = {P,−E}, где P1 ⊂ SL(3,Z3).
Тогда группу W можно представить в виде W = {−E, V }, где V – группа
порядка 48 в SL(3,Z3), что противоречит лемме 3. Предложение доказано.

Предложение 8. Группа GL(3,Z3) содержит с точностью до сопряженно-
сти 3 подгруппы U1, U2, U3 порядка 2m · 3k · 13 (0 ≤ m ≤ 5; k = 0, 1):

1) U1 =








0 0 −1
−1 0 β
0 −1 −γ






 – подгруппа, изоморфная группе C26;

2) U2 =








0 0 1
1 0 −β
0 1 γ


 ,




1 1 −β
0 −β γ − 1
0 γ β − 1






 – подгруппа, изоморфная

группе C4 : a17 = b3 = 1, bab−1 = a3;

3) U3 =








0 0 1
0 0 −β
0 1 γ


 ,



−1 −1 β
0 β 1− γ
0 −γ 1− β






 – подгруппа, изоморфная

группе C5 : a13 = b6 = 1, bab−1 = a3;

Доказательство. Пусть W – подгруппа порядка |W | = 2m · 3k · 13 группы
GL(3,Z3). Тогда 0 ≤ m ≤ 5 и k = 0, 1. Рассмотрим следующие случаи:

1) |W | = 2m · 13. Очевидно, что при m > 1 W нециклична. Пусть G –
абстрактная группа порядка 2m · 13, обладающая точным Z3-представлением
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степени 3 и P – силовская 13-подгруппа группы W . Если G – неприводима, то
G либо абсолютно неприводима, либо циклична. Поскольку Γ|P неприводимо,
то и Γ неприводимо. Поскольку G – нециклична, то Γ – абсолютно неприводимо,
откуда 3 | |G|, что абсурдно. Поэтому m ≤ 1 и G – циклическая группа порядка
26. Из предложения 6 и леммы 3 получим, что U1 – единственная с точностью
до сопряженности подгруппа порядка 26 группы GL(3,Z3).

2) Пусть G – абстрактная группа порядка 39. Легко видеть, что если G
вложима в GL(3,Z3), то G нециклична. Тогда G – метациклическая группа,
порожденная двумя образующими a и b с определяющими соотношениями

G : a13 = b3 = 1, bab−1 = a3.

Предположим, что Γ – точное Z3-представление степени 3 группы G. Согласно
предложению 6 и лемме 3 можно считать, что:

Γ : a →



0 0 1
1 0 −β
0 1 γ


 , b → Γb.

Покажем, что Γ реализуется в модуле Z3[ω], где ω – первообразный корень
степени 13 из 1,

γ = ω + ω3 + ω9, β = ω−1 + ω−3 +−9 .

Действительно, пусть x = α0+α1ω
2 (αi ∈ Z3; 0 ≤ i ≤ 2) – элемент кольца Z3[ω],

записанный в базисе 1, ω, ω2 над кольцом Z3. Зададим действие a, b на элементе
x, положив: ax = ωx, bx = ϕ(x), где ϕ – образующий группы Галуа поля Q3(ω)
над Q3. Тогда bab−1 = a3. Поэтому

ω3 = γω2 − βω + 1, ω6 = −β + (α− 1)ω + (β − 1)ω2

и Γb имеет вид:

Γb =




1 1 −β
0 −β γ − 1
0 γ β − 1


 .

Применяя лемму 4, получим, что U2 – единственная с точностью до сопряжен-
ности подгруппа порядка 39 группы GL(3,Z3).

3) Пусть |W | = 2m · 3 · 13 (0 ≤ m ≤ s). Покажем, что в этом случае m ≤ 1.
Предположим противное, пусть m ≥ 1 и

1 = W0 ⊂ W1 ⊂ · · · ⊂ Ws = W (10)

– композиционный ряд группы W . Тогда все факторы ряда (10) – простые груп-
пы. Заметим, что в силу [13] все факторы (10) цикличны. Тогда W – разреши-
мая группа и W содержит подгруппу порядка 2m · 13, что невозможно. Таким
образом |W | ≤ 2 · 3 · 13. Пусть G – абстрактная группа порядка |G| = 2 · 3 · 13.
Очевидно, |G| – неабелева группа. Поскольку все силовские подгруппы группы
G цикличны, то G – метациклическая группа. Отсюда и из вышедоказанного
легко получить, что группу G можно представить в виде:

1) a13 = b6 = 1, bab−1 = a3 или 2) a3 = b26 = 1, bab−1 = a−1.
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В случае 1) из предложения 6 следует, что U3 – единственная с точностью
до сопряженности подгруппа, изоморфная группе 1). Легко видеть также, что
группа 2) не вложима в GL(3,Z3). Предложение доказано.

Из предложений 6–8 вытекает описание с точностью до сопряженности всех
конечных подгрупп группы GL(3,Z3).
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