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РIВНЯННЯ ТЕПЛОПРОВIДНОСТI З ВИПАДКОВИМИ
КРАЙОВИМИ УМОВАМИ З ПРОСТОРУ ОРЛIЧА

A new method is proposed in this paper to construct solutions of boundary-value problems for
parabolic equation with random boundary conditions. We assume that the boundary conditions
are stochastic processes belonging to the Orlicz space of random variables (in particular case,
processes with zero mean).

В данiй роботi запропоновано новий метод для побудови розв’язкiв крайових задач для рiв-
няння теплопровiдностi математичної фiзики з випадковими крайовими умовами. Вважаємо,
що крайовi умови є випадковими процесами з просторiв Орлiча (Eξ = 0).

Зображення розв’язкiв рiвняння математичної фiзики з випадковими крайо-
вими умовами за допомогою випадкових функцiональних рядiв та вивчення їх
властивостей, зокрема умов та швидкостi збiжностi в рiзних просторах є досить
цiкавою та важливою задачею теорiї ймовiрностей. Останнiм часом з’явилося
багато робiт, в яких вивчались задачi математичної фiзики з випадковими умо-
вами, якi базуються на дослiдженнi збiжностi за ймовiрнiстю в функцiональних
просторах послiдовностi випадкових функцiй, що апроксимують розв’язки кра-
йових задач.

В деяких роботах, для знаходження умов рiвномiрної збiжностi випадкових
рядiв застосовується метод, що ґрунтується на iдеї Ж.Канаха. У роботi вико-
ристовується метод, який був запропонований Бейсембаєвим Е. та Козаченком
Ю.В. [1], який дозволяє обґрунтовувати застосування методу Фур’є до задач
математичної фiзики. Подiбна задача для рiвняння гiперболiчного типу мате-
матичної фiзики у багатовимiрному випадку коли початковi умови є процеси
Орлiча розглядались в [2]. В монографiях [3] i [4] можна знайти посилання на
iншi роботи, якi проводились в цьому напрямку.

1. Випадковi процеси з простору Орлiча

Означення 1. ( [3]) Неперервна парна опукла функцiя U = {U (x) , x ∈ R}
називається C-функцiєю Орлiча (C-функцiєю), якщо U (0) = 0 та U (x) —
монотонно зростає при x > 0.

Означення 2. ( [3]) С-функцiя U = {U (x) , x ∈ R} задовольняє g-умову,
якщо iснують константи z0 ≥ 0, K > 0 та A > 0 такi, що при x ≥ z0 i y ≥ z0

має мiсце нерiвнiсть:
U (x) U (y) ≤ AU (Kxy) .

Означення 3. ( [3]) Нехай U - С-функцiя. Простором Орлiча випадкових
величин LU(Ω) називається таке сiмейство випадкових величин, що для ко-
жної ξ ∈ LU(Ω) iснує така стала rξ > 0, що

EU
(

ξ
rξ

)
< ∞.

Нехай {Ω,=, P} стандартний ймовiрнiсний простiр.
Простiр Орлiча Lu (Ω) є банаховим простором вiдносно норми

‖ξ‖Lu
= inf

{
r > 0 : Eu

(
ξ

rξ

)
≤ 1

}
.
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Означення 4. ( [3]) Процес X = {X (t) , t ∈ T} належить простору Орлiча
Lu (Ω), якщо для всiх t ∈ T випадкова величина X (t) належить Lu (Ω).

Означення 5. ( [3]) Сiм’я випадкових величин ξ з простору Орлiча (Eξ = 0),
називається строго орлiчевою, якщо iснує стала C∆, що для скiнченної кiль-
костi ξi ∈ ∆, i ∈ I i для будь-якого λi ∈ R1 виконується нерiвнiсть

∥∥∥∥∥
∑
i∈I

λiξi

∥∥∥∥∥
Lu

≤ C∆


E

(∑
i∈I

λiξi

)2



1/2

.

Означення 6. ( [5]) Випадковий процес X = {X (t) , t ∈ T}, (X ∈ Lu (Ω))
називається строго орлiчевим, якщо сiм’я випадкових величин X = {X (t) , t ∈ T}
- є строго орлiчевою. Випадковi процеси X = {X (t) , t ∈ T} та Y = {Y (t) , t ∈ T}
називаються сумiсно строго орлiчевими, якщо сiм’я випадкових величин

{X (t) , Y (t) , t ∈ T} є строго орлiчевою.

Теорема 1. ( [4]) Нехай Xi = {Xi (t) , t ∈ T, i ∈ I} - сiм’я сумiсно строго
орлiчевих процесiв. Нехай iснує iнтеграл в середньому квадратичному

ξki =

∫

T

ϕk (t) Xi (t) dµ (t) .

Тодi сiм’я випадкових величин ∆ξ =
{
ξki, i ∈ I, k = 1,∞}

є строго орлiчевою
сiм’єю.

Наступна теорема є частинним випадком теореми з роботи ( [2]).

Теорема 2. Нехай в R2:

d(t, s) = max
i=1,2

|ti − si| ,

T = {0 ≤ ti ≤ Ti, i = 1, 2}, Xn = {Xn(t), t ∈ T}, n = 1, 2, . . . - послiдовнiсть
випадкових процесiв, що належать простору Орлiча випадкових величин, де
для функцiї U виконується g-умова. Нехай виконуються умови:

1) процеси Xn(t) - сепарабельнi;

2) Xn(t) → X(t) при n →∞, t ∈ T за ймовiрнiстю;

3) sup
d(t,s)≤h

sup
n=1,∞

‖Xn(t)−Xn(s)‖ ≤ σ(h), де σ = {σ(h), h > 0} (σ(h) > 0) така

неперервна монотонна зростаюча функцiя, що σ(h) → 0 коли h → 0;

4) для деякого ε > 0

ε∫

0

U (−1)

((
T1

2σ(−1)(u)
+ 1

)(
T2

2σ(−1)(u)
+ 1

))
du < ∞,

де σ(−1)(u) - функцiя обернена до σ(u).

Тодi процеси Xn(t) збiгаються за ймовiрнiстю до X(t) в просторi C(T).
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Лема 1. ( [6]) Нехай для функцiї Yλ(u), λ > 0, u ∈ T, де T ∈ (0,∞) викону-
ються умови:

1) sup
u∈T

|Yλ(u)| ≤ B,

2) |Yλ(u)− Yλ(v)| ≤ Cλ |u− v| при всiх u, v ∈ T .

Нехай ϕ(λ), λ > 0 неперервна зростаюча функцiя, ϕ(λ) > 0 при всiх λ > 0,
така що функцiя λ

ϕ(λ)
є зростаючою при λ > v0, де стала v0 ≥ 0, тодi для всiх

λ ≥ 0 та v > 0 виконується наступна нерiвнiсть

|Yλ(u)− Yλ(v)| ≤ max(C, 2B)
ϕ (λ + v0)

ϕ
(

1
|u−v| + v0

) .

Означення 7. ( [7]) Додатна монотонна спадна послiдовнiсть (χU(n), n ≥
1) називається M-характеристикою (мажоруючою характеристикою) про-
стору LU(Ω), якщо для будь-яких n, та ξk ∈ LU(Ω), k = 1, . . . , n має мiсце
нерiвнiсть ∥∥∥∥ max

1≤k≤n
|ξk|

∥∥∥∥
LU

≤ χU(n) max
1≤k≤n

‖ξk‖LU
.

2. Умови застосування методу Фур’є до рiвняння теплопровiдностi
з випадковими крайовими умовами з простору Орлiча

Розглянемо крайову задачу для параболiчного рiвняння з двома незалежни-
ми змiнними (x ∈ [0, π], t ∈ [0, T ], T > 0) фiзична iнтерпретацiя якої: знайти
розподiл температури в однорiдному стержнi довжини π, до кiнцiв якого пiд-
водяться тепловi потоки η1(t), η2(t) (t ∈ [0, T ], T > 0) — якi є незалежними ви-
падковими процесами з просторiв Орлiча LU(Ω), якщо початкова температура
точок стержня рiвна нулю. Дана задача зводиться до розв’язування наступної
крайової задачi [8]:

Zt(t, x) = Zxx(t, x), 0 < x < π, 0 < t < T < ∞, (1)

Z (0, x) = 0, 0 ≤ x ≤ π, (2)

Z ′
x (t, 0) = η1 (t) , Z ′

x (t, π) = η2 (t) , 0 ≤ t < T < ∞, (3)

η1 (t), η2 (t), 0 ≤ t < T < ∞ є незалежними випадковими прооцесами з простору
Орлiча LU (Ω).

Нехай Eη1(t) = 0, Eη2(t) = 0. Позначимо: Eη1(t)η1(s) = B1(t, s), Eη2(t)η2(s) =
B2(t, s). Нехай коварiацiйнi функцiї B1(t, s), B2(t, s) неперервнi. Для спрощення
задачi вiзьмемо η1 (0) = η2 (0) = 0.

Згiдно [8] розв’язок задачi (1)-(3) шукається у виглядi:

Z(t, x) =
1

2π
x2η2(t) +

(
x− 1

π
x2

)
η1(t)−

−
∞∑

n=1

e−n2t cos nx

t∫

0

en2t′
(

(−1)n

n2
η′2(t

′) +
1

n2
η′1(t

′)
)

dt′. (4)
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Позначимо:
γn (t) = −(−1)n

n2
η′2(t)−

1

n2
η′1(t).

Xn (x) = cos nx — власнi функцiї, якi вiдповiдають власним значенням λn =
n2 задачi Штурма-Лiувiлля:

X ′′(x) + λX (x) = 0, (5)

X ′(0) = X ′(π) = 0. (6)
Позначимо

S00 (t, x) = Z (t, x) , (7)

S01 (t, x) =
1

π
xη2(t) +

(
1− 2

π
x

)
η1(t)+

+
∞∑

n=1

ne−n2t sin nx

t∫

0

en2t′
(

(−1)n

n2
η′2(t

′) +
1

n2
η′1(t

′)
)

dt′, (8)

S02 (t, x) =
1

π
η2(t)− 2

π
η1(t)+

∞∑
n=1

n2e−n2t cos nx

t∫

0

en2t′
(

(−1)n

n2
η′2(t

′) +
1

n2
η′1(t

′)
)

dt′,

(9)

S10 (t, x) =
1

2π
x2η′2(t) +

(
x− 1

π
x2

)
η′1(t) +

∞∑
n=1

cos nx

(
−(−1)n

n2
η′2(t)−

1

n2
η′1(t)

)
+

+n2

t∫

0

e−n2(t−t′)
(

(−1)n

n2
η′2(t

′) +
1

n2
η′1(t

′)
)

dt′. (10)

Ряди (8)-(10) отриманi почленним диференцiюванням Z(t, x) один, два рази
по x та один раз по t.

Теорема 3. Для того, щоб з ймовiрнiстю одиниця iснував двiчi неперервно
диференцiйовний (два рази по x та один раз по t) розв’язок задачi (1)-(3) у
виглядi

Z(t, x) =
1

2π
x2η2(t) +

(
x− 1

π
x2

)
η1(t)−

−
∞∑

n=1

e−n2t cos nx

t∫

0

en2t′
(

(−1)n

n2
η′2(t

′) +
1

n2
η′1(t

′)
)

dt′. (11)

такий, що (7)-(10) збiгалися рiвномiрно за ймовiрнiстю, достатньо щоб ряд

∞∑
n=1

n2 cos nx

t∫

0

e−n2(t−t′)
(

(−1)n

n2
η′2(t

′) +
1

n2
η′1(t

′)
)

dt′ (12)

збiгався за ймовiрнiстю в нормi простора C ([0, T ]× [0, π]), та iснували η′1 (t),
η′2 (t) з ймовiрнiстю одиниця.
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Доведення. Для того, щоб задача (1)-(3) мала розв’язок, досить, щоб рiв-
номiрно на C ([0, π]) збiгався ряд

∞∑
n=1

cos nx

n2
(13)

(що є очевидним); а також були рiвномiрно збiжними за ймовiрнiстю ряди (8)-
(10). Рiвномiрно на C ([0, T ]× [0, π]) збiжнiсть за ймовiрнiстю рядiв (8)-(10) та
(13) забезпечує iснування однакових пiдпослiдовностей цих рядiв, якi на цiй
множинi збiгаються рiвномiрно з ймовiрнiстю 1. А це забезпечує iснування
розв’язку (класичного) задачi (1)-(3).

Рiвномiрна збiжнiсть (10) за ймовiрнiстю випливає iз збiжностi рядiв (12),(13).
Вiдомо, що ( [8], стор.433):

Xk(x) = λk

π∫

0

G(x, s)Xk(s)ds,

(в цьому випадку Xk(x) = cos kx, λk = k2) де G(x, s) функцiя впливу

G(x, s) =

{
1
∆

u(s)v(x), якщо s 6 x,
1
∆

u(x)v(s), якщо s > x,

де u(x) та v(x) неперервно диференцiйовнi, ∆ > 0, ∆ = u′(x)v(x)−u(x)v′(x).
Розглянемо

−k sin kx =
k2

∆

π∫

0

G∗(x, s) cos ksds,

де

G∗(x, s) =

{
1
∆

u(s)v′(x), якщо s 6 x,
1
∆

u′(x)v(s), якщо s > x.

Розглянемо суму

m∑

k=n

ke−k2t sin kx

t∫

0

ek2t′
(

(−1)k

k2
η′2(t

′) +
1

k2
η′1(t

′)
)

dt′ =

= − 1

∆

π∫

0


G∗(x, s)

m∑

k=n

k2e−k2t cos ks

t∫

0

ek2t′
(

(−1)k

k2
η′2(t

′) +
1

k2
η′1(t

′)
)

dt′


 ds,

∀δ > 0 ∃N що для n > N :

P





sup
x∈[0,π]
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣

m∑

k=n

ke−k2t sin kx

t∫

0

ek2t′
(

(−1)k

k2
η′2(t

′) +
1

k2
η′1(t

′)
)

dt′

∣∣∣∣∣∣
> δ




≤
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≤ P





sup
x,s∈[0,π]
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣
1

∆

π∫

0

(
G∗(x, s)

m∑

k=n

k2e−k2t cos ks·

·
t∫

0

ek2t′
(

(−1)k

k2
η′2(t

′) +
1

k2
η′1(t

′)
)

dt′


 ds

∣∣∣∣∣∣
> δ



 ≤

≤ P





Ĉ · sup
x,s∈[0,π]
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣

m∑

k=n

k2e−k2t cos kx

t∫

0

ek2t′
(

(−1)k

k2
η′2(t

′) +
1

k2
η′1(t

′)
)

dt′

∣∣∣∣∣∣
> δ




−→ 0,

при m,n →∞, де

Ĉ =
1

∆

π∫

0

G∗(π, s)ds,

отже, за умовою теореми ряд збiгаєтья за ймовiрнiстю в C ([0, T ]× [0, π]).
Розглянемо

− cos kx =
k2

∆




π∫

0

G∗∗(x, s) cos ksds + (v′(x)u(x)− u′(x)v(x)) cos kx


 ,

де

G∗∗(x, s) =

{
1
∆

u(s)v′′(x), якщо s 6 x,
1
∆

u′′(x)v(s), якщо s > x.

Тодi
m∑

k=n

k2e−k2t cos kx

t∫

0

ek2t′
(

(−1)k

k2
η′2(t

′) +
1

k2
η′1(t

′)
)

dt′ =

=
1

∆




π∫

0


G∗∗(x, s)

m∑

k=n

k2 cos ks

t∫

0

e−k2(t−t′)
(

(−1)k

k2
η′2(t

′) +
1

k2
η′1(t

′)
)

dt′


 ds+

+
1

∆
(v′(x)u(x)− u′(x)v(x))

m∑

k=n

k2 cos kx

t∫

0

e−k2(t−t′)
(

(−1)k

k2
η′2(t

′) +
1

k2
η′1(t

′)
)

dt′




очевидно як i в попередньому випадку, що ряд збiгаєтья за ймовiрнiстю в
C ([0, T ]× [0, π]).
Позначимо:

SI(t, x) =
∞∑

k=1

(−1)k+1 cos kx

ek2t

t∫

0

ek2t′η′2(t
′)dt′

SI
n(t, x) =

n∑

k=1

(−1)k+1 cos kx

ek2t

t∫

0

ek2t′η′2(t
′)dt′
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SII(t, x) =
∞∑

k=1

cos kx

ek2t

t∫

0

ek2t′η′1(t
′)dt′

SII
n (t, x) =

n∑

k=1

cos kx

ek2t

t∫

0

ek2t′η′1(t
′)dt′

Лема 2. Нехай ряди

∞∑

k=1

∞∑
n=1

k2n2 cos kx cos nx

e(k2+n2)t

t∫

0

t∫

0

ek2t′+n2t′′ ∂
2B2(t

′, t′′)
∂t′∂t′′

dt′dt′′, (14)

∞∑

k=1

∞∑
n=1

k2n2 cos kx cos nx

e(k2+n2)t

t∫

0

t∫

0

ek2t′+n2t′′ ∂
2B1(t

′, t′′)
∂t′∂t′′

dt′dt′′, (15)

збiгаються для всiх x ∈ [0, π], t ∈ [0, T ]. Якщо для всiх n ≥ 1, виконуються
нерiвностi

sup
|x−y|6h
|t−s|6h

(
E

∣∣SI
n(t, x)− SI

n(s, y)
∣∣2

) 1
2 6 σI(h), (16)

sup
|x−y|6h
|t−s|6h

(
E

∣∣SII
n (t, x)− SII

n (s, y)
∣∣2

) 1
2 6 σII(h), (17)

де σI = σI(h), σII = σII(h), h > 0 — неперервнi монотонно зростаючi функцiї,
такi що σI(h) → 0 та σII(h) → 0 коли h → 0 i для деякого ε > 0 виконуються
умови:

ε∫

0

U (−1)

((
T

2σ
(−1)
I (u)

+ 1

)(
π

2σ
(−1)
I (u)

+ 1

))
du < ∞,

ε∫

0

U (−1)

((
T

2σ
(−1)
II (v)

+ 1

)(
π

2σ
(−1)
II (v)

+ 1

))
dv < ∞,

де σ
(−1)
I (u) - функцiя обернена до σI(u), σ

(−1)
II (v) - функцiя обернена до σII(v).

Tодi (12) збiгається за нормою в C ([0, T ]× [0, π]).

Доведення. Ця лема є простим наслiдком теореми 2. Xk(x) = cos kx —
неперервнi функцiї, тодi SI

n(t, x) та SII
n (t, x) — вибiрково неперервнi з ймовiр-

нiстю 1, а це означає що SI
n(t, x) та SII

n (t, x) — сепарабельнi. Умова (14), (15)
забезпечує збiжнiсть SI

n(t, x) та SII
n (t, x) в середньому квадратичному, а значить

i за ймовiрнiстю. А умови 3), 4) теореми 2 випливають з (16), (17).

Лема 3. Розглядається задача (1)-(3). Нехай η2(t), η1(t) — незалежнi,
строго орлiчевi випадковi процеси з простору Орлiча випадкових величин LU(Ω),

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2014, вип. 25, № 1



РIВНЯННЯ ТЕПЛОПРОВIДНОСТI З ВИПАДКОВИМИ КРАЙОВИМИ УМОВАМИ 105

для U виконується умова g. Крiм того, функцiя ϕ(λ) (λ > 0) неперервна, зро-
стаюча, додатня i така, що λ

ϕ(λ)
зростає при λ > v0 (v0 = const, v0 ≥ 0).

Нехай

CI
k,m =

1

k2m2
sup

t,t1∈[0,T ]

∂2B1(t, t1)

∂t∂t1
, CII

k,m =
(−1)k+m

k2m2
sup

t,t1∈[0,T ]

∂2B2(t, t1)

∂t∂t1
,

та збiгаються ряди

F1 = 5

( ∞∑

k=1

∞∑
m=1

CI
k,mϕ

(
k2 + v0

)
ϕ

(
m2 + v0

)
)1/2

,

F2 = 5

( ∞∑

k=1

∞∑
m=1

CII
k,mϕ

(
k2 + v0

)
ϕ

(
m2 + v0

)
)1/2

,

Тодi для n ≥ 1

sup
|x−x1|6h
|t−t1|6h
x,x1∈[0,π]
t,t1∈[0,T ]

(
E

∣∣SI
n(t, x)− SI

n(t1, x1)
∣∣2

)1/2

≤ F1

(
ϕ

(
1

h
+ v0

))−1

,

sup
|x−x1|6h
|t−t1|6h
x,x1∈[0,π]
t,t1∈[0,T ]

(
E

∣∣SII
n (t, x)− SII

n (t1, x1)
∣∣2

)1/2

≤ F2

(
ϕ

(
1

h
+ v0

))−1

.

Доведення. Розглянемо

SII
n (t, x) =

n∑

k=1

cos kx

t∫

0

e−k2(t−t′)η′1(t
′)dt′,

(для SI
n(t, x) доводиться аналогiчно).

Розглянемо (де |x− x1| 6 h, |t− t1| 6 h, x, x1 ∈ [0, π], t, t1 ∈ [0, T ]):
(
E

∣∣SII
n (t, x)− SII

n (t1, x1)
∣∣2

)1/2

=

=


E

∣∣∣∣∣∣

n∑

k=1

cos kx

t∫

0

e−k2(t−t′)η′1(t
′)dt′ −

n∑

k=1

cos kx1

t1∫

0

e−k2(t1−t′)η′1(t
′)dt′

∣∣∣∣∣∣

2


1/2

≤

≤

E

∣∣∣∣∣∣

n∑

k=1

(cos kx− cos kx1)

t∫

0

e−k2(t−t′)η′1(t
′)dt′

∣∣∣∣∣∣

2


1/2

+

+


E

∣∣∣∣∣∣

n∑

k=1

cos kx1




t∫

0

e−k2(t−t′)η′1(t
′)dt′ −

t1∫

0

e−k2(t1−t′)η′1(t
′)dt′




∣∣∣∣∣∣

2


1/2
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= EII1 + EII2 .

Позначимо:

RII
km(t, t1) =

t∫

0

t1∫

0

e−k2(t−t′)e−m2(t1−t′′)∂
2B2(t, t1)

∂t∂t1
dt′dt′′,

тодi

E2
II1
≤

∞∑

k=1

∞∑
m=1

|cos kx− cos kx1| |cos mx− cos mx1|
∣∣RII

km(t, t)
∣∣ .

З умов леми 1 випливає, що:

|Xl(x)−Xl (x1)| ≤ max(2Cx, L)
ϕ(λl + v0)

ϕ
(

1
h

+ v0

) ,

де h = x− x1. В нашому випадку Xl(x) = cos lx, Cx = 1. Розглянемо:

|Xk(x1)−Xk(x2)| = |cos kx1 − cos kx2| =

=

∣∣∣∣−2 sin
kx− kx1

2
sin

kx + kx1

2

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣k sin

k(x− x1)

2

∣∣∣∣ ≤
k2

2
|x− x1| ,

тодi L = 1
2
.

Отже

E2
II1
≤


 2

ϕ
(

1
x−x1

+ v0

)



2 ∞∑

k=1

∞∑
m=1

CII
k,mϕ

(
k2 + v0

)
ϕ

(
m2 + v0

)
.

Позначимо (для визначеностi вiзьмемо t1 < t):

∣∣QII
km(t, t1)

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
E

∣∣∣∣∣∣




t∫

0

e−k2(t−t′)η′1(t
′)dt′ −

t1∫

0

e−k2(t1−t′)η′1(t
′)dt′


 ·

·



t∫

0

e−m2(t−t′)η′1(t
′)dt′ −

t1∫

0

e−m2(t1−t′)η′1(t
′)dt′




∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣
E

∣∣∣∣∣∣




t1∫

0

(
e−k2(t−t′) − e−k2(t1−t′)

)
η′1(t

′)dt′ −
t∫

t1

e−k2(t−t′)η′1(t
′)dt′


 ·

·



t1∫

0

(
e−m2(t−t′) − e−m2(t1−t′)

)
η′1(t

′)dt′ −
t∫

t1

e−m2(t−t′)η′1(t
′)dt′




∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
=

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2014, вип. 25, № 1



РIВНЯННЯ ТЕПЛОПРОВIДНОСТI З ВИПАДКОВИМИ КРАЙОВИМИ УМОВАМИ 107

=

∣∣∣∣∣∣

t1∫

0

t1∫

0

∂2B1(t
′, t′′)

∂t′∂t′′

(
e−k2(t−t′) − e−k2(t1−t′)

)(
e−m2(t−t′′) − e−m2(t1−t′′)

)
dt′dt′′+

+

t1∫

0

t∫

t1

∂2B1(t
′, t′′)

∂t′∂t′′

(
e−k2(t−t′) − e−k2(t1−t′)

)
e−m2(t−t′′)dt′dt′′+

+

t∫

t1

t1∫

0

∂2B1(t
′, t′′)

∂t′∂t′′
e−k2(t−t′)

(
e−m2(t−t′′) − e−m2(t1−t′′)

)
dt′dt′′+

+

t∫

t1

t∫

t1

∂2B1(t
′, t′′)

∂t′∂t′′
e−k2(t−t′)e−m2(t−t′′)dt′dt′′

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ CII
k,m




t1∫

0

t1∫

0

(
e−k2(t−t′) − e−k2(t1−t′)

)(
e−m2(t−t′′) − e−m2(t1−t′′)

)
dt′dt′′+

+

t1∫

0

t∫

t1

(
e−k2(t−t′) − e−k2(t1−t′)

)
e−m2(t−t′′)dt′dt′′+

+

t∫

t1

t1∫

0

e−k2(t−t′)
(
e−m2(t−t′′) − e−m2(t1−t′′)

)
dt′dt′′+

+

t∫

t1

t∫

t1

e−k2(t−t′)e−m2(t−t′′)dt′dt′′




≤ 9CII
k,m

ϕ (k2 + v0) ϕ (m2 + v0)

ϕ2
(

1
h

+ v0

) .

Отже

E2
II2
≤

(
3

ϕ
(

1
h

+ v0

)
)2 ∞∑

k=1

∞∑
m=1

CII
k,mϕ

(
k2 + v0

)
ϕ

(
m2 + v0

)
.

Аналогiчно доводиться для SI
n(t, x).

Теорема 4. Розглядається задача (1)-(3). Нехай η2(t), η1(t) — незалежнi,
строго орлiчевi випадковi процеси з простору Орлiча випадкових величин LU(Ω),
для U виконується умова g. Крiм того, функцiя ϕ(λ) (λ > 0) неперервна, зро-
стаюча, додатня i така, що λ

ϕ(λ)
зростає при λ > v0 (v0 = const, v0 ≥ 0). Нехай

збiгаються ряди
∞∑

k=1

∞∑
m=1

CI
k,mϕ

(
k2 + v0

)
ϕ

(
m2 + v0

)
,
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∞∑

k=1

∞∑
m=1

CII
k,mϕ

(
k2 + v0

)
ϕ

(
m2 + v0

)
,

де

CI
k,m =

1

k2m2
sup

t,t1∈[0,T ]

∂2B1(t, t1)

∂t∂t1
, CII

k,m =
(−1)k+m

k2m2
sup

t,t1∈[0,T ]

∂2B2(t, t1)

∂t∂t1
,

Крiм того, виконуються умови ∀ε > 0

ε∫

0

U (−1)

((
π

2

(
ϕ(−1)

(
F1

v

)
− v0

)
+ 1

)(
T

2

(
ϕ(−1)

(
F1

v

)
− v0

)
+ 1

))
dv < ∞,

(18)
ε∫

0

U (−1)

((
π

2

(
ϕ(−1)

(
F2

v

)
− v0

)
+ 1

)(
T

2

(
ϕ(−1)

(
F2

v

)
− v0

)
+ 1

))
dv < ∞,

(19)
де

F1 = 5

( ∞∑

k=1

∞∑
m=1

CI
k,mϕ

(
k2 + v0

)
ϕ

(
m2 + v0

)
)1/2

,

F2 = 5

( ∞∑

k=1

∞∑
m=1

CII
k,mϕ

(
k2 + v0

)
ϕ

(
m2 + v0

)
)1/2

,

Тодi ряди (12) збiгаються рiвномiрно за ймовiрнiстю в C([0, T ]× [0, π]), та
iснує розв’язок задачi (1)-(3), що зображується у виглядi ряду (11), такий, що
ряди (8)-(10) збiгаються рiвномiрно за ймовiрнiстю.

Доведення. Дана теорема випливає з лем 2 та 3 взявши:

σI(h) = F1

(
ϕ

(
1

h
+ v0

))−1

, σII(h) = F2

(
ϕ

(
1

h
+ v0

))−1

.

Теорема 5. Розглядається задача (1)-(3). Нехай η2(t), η1(t) — незалежнi,
строго орлiчевi випадковi процеси з простору Орлiча випадкових величин LU(Ω),
де U(x) = |x|p , p ≥ 2 (тобто з простору Lp(Ω)). η2(t), η1(t) — сепарабельнi,
неперервнi в середньому квадратичному. Eη2 = 0, Eη1 = 0. Нехай розв’язок
(1)-(3) записується у виглядi (11).

Нехай виконуються умови для β > 2
p
:

sup
|t−s|≤h

(
E (τi(t)− τi(s))

2)1/2 ≤ ci |h|β , (20)

де
i = 1, 2, 3, 4; τ1(t) = η2(t), τ2(t) = η1(t), τ3(t) = η′2(t), τ4(t) = η′1(t);
та рiвномiрно за ймовiрнiстю збiгаються ряди

∞∑

k=1

∞∑
m=1

CI
k,mk2βm2β, (21)
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∞∑

k=1

∞∑
m=1

CII
k,mk2βm2β, (22)

де

CI
k,m =

1

k2m2
sup

t,t1∈[0,T ]

∂2B1(t, t1)

∂t∂t1
, CII

k,m =
(−1)k+m

k2m2
sup

t,t1∈[0,T ]

∂2B2(t, t1)

∂t∂t1
.

Тодi ряди (12) збiгаються рiвномiрно за ймовiрнiстю в C([0, T ]× [0, π]), та
iснує розв’язок задачi (1)-(3), що зображується у виглядi ряду (11), такий, що
ряди (8)-(10) збiгаються рiвномiрно за ймовiрнiстю.

Доведення. Ця теорема є частинним випадком теореми 4, оскiльки фун-
кцiї U(x) = |x|p задовольняють всiм умовам теореми 4. Покладемо ϕ(x) =
|x|β, β > 1

p
. Перевiримо для цiєї функцiї виконання умови (18), виберемо c =

max {c1, c2, c3, c4}. Тодi маємо (для простоти вiзьмемо T < π):

ε∫

0

(
π

2

( c

v

) 1
β

+ 1

) 1
p
(

T

2

( c

v

) 1
β

+ 1

) 1
p

dv ≤
ε∫

0

(
π

2

( c

v

) 1
β

+ 1

) 2
p

dv ≤

≤
ε∫

0

(
π

2

( c

v

) 1
β

) 2
p

dv +

ε∫

0

dv =
(π

2

) 2
p
c

2
pβ

pβ

pβ − 2
ε1− 2

pβ + ε < ∞.

Тобто, при β > 2
p
твердження теореми випливає iз збiжностi ряду (21). Друга

частина теореми доводиться аналогiчно. Перевiряєм виконання (19), тодi твер-
дження буде випливати iз збiжностi ряду (22).
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