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УМОВА “H” ДЛЯ ПРОСТОРIВ ОРЛIЧА
ЕКСПОНЕНЦIАЛЬНОГО ТИПУ

The conditions under which for Orlicz spaces of exponential type the condition H is carried out
are found.

Знаходяться умови при яких для просторiв Орлiча експоненцiального типу виконується умова
H.

Вступ. Ю. В. Козаченко та Є. I. Островський в роботi [1] ввели поняття бана-
хових просторiв типу субгауссових, а саме просторiв Subϕ(Ω) випадкових вели-
чин та процесiв, якi є узагальненнями просторiв субгауссових випадкових вели-
чин [2]. Простори ϕ-субгауссових випадкових величин – це простори центрова-
них випадкових величин iз певним ростом експоненцiальних моментiв. Власти-
востi таких просторiв, оцiнки та умови збiжностi сум незалежних випадкових
величин iз цих просторiв, коли процес визначений на просторi з псевдометри-
кою, породженою цим процесом, розглянутi в монографiї В. В. Булдигiна та
Ю. В. Козаченка [3]. Властивостi ϕ-субгауссових просторiв вивчалися також у
роботi А. Р. Джулiано, Ю. В. Козаченка та Т. Нiкiтiної [4].

Ширшим класом випадкових величин, нiж гауссовi, є ϕ-субгауссовi та перед-
гауссовi випадковi величини з просторiв Орлiча. У монографiї В. В. Булдигiна
та Ю. В. Козаченка [3] викладена теорiя просторiв Орлiча випадкових величин
та теорiя випадкових процесiв з просторiв Орлiча випадкових величин. Про-
стори Орлiча експоненцiального типу дослiджувалися при розв’язаннi рiзних
задач теорiї випадкових процесiв, зокрема в роботi Є. I. Островського [5].

В данiй роботi знаходяться умови при яких для просторiв Орлiча експонен-
цiального типу виконується умова H.

Означення 1 (див. [3]). Неперервна парна опукла функцiя U = {U(x), x ∈
R} називається C-функцiєю, якщо U(x) монотонно зростає при x > 0 i U(0) =
0.

Означення 2 (див. [3]). Нехай U – довiльна C-функцiя. Простором Орлiча
випадкових величин LU(Ω) називається сiм’я випадкових величин, якщо для
кожної ξ ∈ LU(Ω) iснує така константа rξ > 0 , що

EU

(
ξ

rξ

)
< ∞.

Простiр Орлiча – це простiр Банаха з нормою

‖ξ‖U = inf

{
r > 0 : EU

(
ξ

r

)
≤ 1

}
,

яка називається нормою Люксембурга.

Означення 3 (див. [3]). Скажемо, що C-функцiя U задовольняє g-умову,
якщо iснують константи z0 ≥ 0, K > 0 i A > 0 такi, що при x ≥ z0, y ≥ z0

має мiсце нерiвнiсть:
U(x)U(y) ≤ AU(Kxy).

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2014, вип. 25, № 1



УМОВА “H” ДЛЯ ПРОСТОРIВ ОРЛIЧА . . . 119

Означення 4 (див. [3]). C-функцiя Орлiча U = {U(x), x ∈ R} називається
N-функцiєю Орлiча (N-функцiя), якщо виконуються такi умови:

lim
x→∞

U(x)

x
= 0; lim

x→0

U(x)

x
= ∞.

Означення 5 (див. [3]). Нехай ϕ = {ϕ(x), x ∈ R} – N-функцiя. Функцiя
ϕ∗, яка визначається умовою

ϕ∗(x) = sup
y∈R

(xy − ϕ(y))

називається перетворенням Юнга-Фенхеля вiдносно ϕ.

Означення 6 (див. [6]). Для простору Орлiча LU(Ω) виконується умова H,
якщо для будь-яких центрованих незалежних випадкових величин
ξ1, ξ2, . . . , ξn iз простору LU(Ω) має мiсце нерiвнiсть:

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

ξk

∥∥∥∥∥

2

U

≤ CU

n∑

k=1

‖ξk‖2
U ,

де CU – деяка абсолютна константа.

Приклади просторiв Орлiча, для яких виконується умова H [6]:

• простори Lp(Ω), p ≥ 2, де CU = Cp =
√

2 (Γ(p + 1)/2
√

π)
1/p;

• простори LU(Ω), де U(x) такi C-функцiї, що iснують p > q ≥ 2, для яких
U ( q
√

x) – опукла, а U ( p
√

x) – увiгнута i CU = 2Bp, де Bp = 2k
1
2 , а 2k –

найменше парне число, не менше, нiж p;

• простори Орлiча породженi C-функцiєю U(x) = exp {|x|α}− 1, де 1 ≤ α ≤
2. При α ≥ 2 для цих просторiв умова H не виконується.

Означення 7 (див. [3]). Нехай ψ – довiльна N-функцiя. Простiр Орлiча
породжений N-функцiєю

U(x) = exp {ψ(x)} − 1, x ∈ R

називається простором Орлiча експоненцiального типу.

Позначимо цей простiр Expψ (Ω), а норму ‖·‖U(ψ).

Означення 8 (див. [4]). Скажемо, що для N-функцiї ψ виконується умова
Q, якщо

lim inf
x→0

ψ(x)

x2
= C > 0,

де C може дорiвнювати +∞.

Прикладами N -функцiї, для яких виконується умова Q, є такi:

1) ψ(x) = C |x|α , C > 0, 1 < α ≤ 2;
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2) ψ(x) =

{
C |x|2 , |x| ≤ 1,

C |x|α , |x| > 1, α > 2.

Означення 9 (див. [4]). Нехай ϕ – N-функцiя, для якої виконується умова
Q. Випадкова величина ξ належить простору Subϕ(Ω) (ϕ-субгауссова), якщо
Eξ = 0, E exp {λξ} iснує для всiх λ ∈ R та iснує константа a > 0 така, що
для всiх λ ∈ R виконується наступна нерiвнiсть:

E exp {λξ} ≤ exp {ϕ(λa)} .

У роботах [1, 4] доведено, що простiр Subϕ(Ω) є простором Банаха вiдносно
норми

τϕ(ξ) = inf (a ≥ 0 : E exp λξ ≤ exp {ϕ(λa)} , λ ∈ R) .

Нехай LU(Ω) – простiр Орлiча експоненцiального типу, породжений N - фун-
кцiєю U(x) = exp {ψ(x)} − 1, де ψ(x) така N -функцiя, що для N -функцiї ψ∗(x)
виконується умова Q.

Приклад 1. Якщо ψ(x) = C |x|α, α ≥ 2, тодi ψ∗(x) = Cβ |x|β, де Cβ =
α−1

α

(
1

Cα

) 1
α−1 , β > 1 таке число, що 1

α
+ 1

β
= 1. Причому, коли C = 1

α
, тодi

Cβ = 1
β
.

Розглянемо простiр Орлiча експоненцiального типу LU(Ω), де
U(x) = exp {ψ(x)}−1, такий що для ψ∗(x) виконується умова Q, а також простiр
Subψ∗(Ω).

Теорема 1 (див. [4]). Для того, щоб випадкова величина ξ, Eξ = 0, нале-
жала простору Expψ (Ω), необхiдно й достатньо, щоб ξ належала простору
Subψ∗(Ω), причому норми ‖ξ‖U(ψ) та τψ∗(ξ) еквiвалентнi, тобто справджую-
ться нерiвностi

‖ξ‖U(ψ) ≤ 3τψ∗(ξ),

τψ∗(ξ) ≤ Rψ ‖ξ‖U(ψ) ,

де Rψ = Sψ∗e
49
48 , Sψ∗ = max

i=1,3
γ−1

i , а γi = γi(λ0) визначаються у такий спосiб: γ1

– корiнь рiвняння γ = λ0

√
c0(1− γ), де λ0 > 0, c0 = inf

0<|λ|≤λ0

ψ∗(λ)
λ2 , γ2 – корiнь

рiвняння γ3 − 2(1− γ) = 0, γ3 – корiнь рiвняння γ = ψ∗(−1)(2)
√

c0(1− γ).

Приклад 2. Якщо функцiя ψ∗(x) = |x|β
β
, де 1 < β ≤ 2, тодi з теореми 1 має-

мо, що c0 = 1
β
|λ0|β−2 i γ1 = λ

β
2
0

1√
β

√
1− γ, γ2 = 0, 770917, γ3 = 2

1
β β

1
β
− 1

2 λ
β
2
−1

0

√
1− γ.

Вибиремо λ0 таке, щоб γ1 > γ2 i γ3 > γ2, тодi Sψ∗ = 1
γ2

= 1, 2972.

Теорема 2 (див. [4]). Нехай простiр Subψ∗(Ω) такий, що функцiя ψ∗ (
√

x),
x > 0 опукла i ξ1, ξ2, . . . , ξn – незалежнi центрованi випадковi величини з про-
стору Subψ∗(Ω), тодi має мiсце нерiвнiсть:

τ 2
ψ∗(

n∑

k=1

ξk) ≤
n∑

k=1

τ 2
ψ∗(ξk).

З теорем 1-2 випливає, що має мiсце така теорема.
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Теорема 3. Нехай Expψ (Ω) такий простiр, що функцiя ψ∗ (
√

x), x > 0,
опукла i ξ1, ξ2, . . . , ξn – незалежнi центрованi випадковi величини з цього про-
стору. Тодi справджується нерiвнiсть

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

ξk

∥∥∥∥∥

2

U(ψ)

≤ 9R2
ψ

n∑

k=1

‖ξk‖2
U(ψ) ,

тобто для цього простору виконується умова H з константою 9R2
ψ, де Rψ

визначена в теоремi 1.

Доведення. Згiдно теорем 1 i 2 маємо, що
∥∥∥∥∥

n∑

k=1

ξk

∥∥∥∥∥

2

U(ψ)

≤ 9τ 2
ψ∗(

n∑

k=1

ξk) ≤ 9
n∑

k=1

τ 2
ψ∗(ξk) ≤ 9R2

ψ

n∑

k=1

‖ξk‖2
U(ψ) .

Таким чином, твердження теореми доведено.
Теорема 3 має мiсце для просторiв Орлiча Expψ (Ω), коли

ψ∗(x) =

{
|x|2
α

, |x| ≤ 1;
|x|α
α

, |x| > 1, α > 2,
(1)

оскiльки

ψ(x) =





β|x|2
4(β−1)

, x ≤ 2
(
1− 1

β

)
;

|x| −
(
1− 1

β

)
, 2

(
1− 1

β

)
< x < 1;

|x|β
β

, x ≥ 1,

(2)

де β > 1 таке число, що 1
α

+ 1
β

= 1.
Зауважимо, що при α ≥ 2 маємо 1 < β ≤ 2.

Означення 10 (див. [3]). Нехай f1 = (f1(x), x ∈ R) i f2 = (f2(x), x ∈ R)
парнi дiйснi функцiї. Будемо говорити, що f1 пiдпорядкована f2 (f1 ≺ f2), якщо
iснують сталi x0 ≥ 0 i k > 0, такi, що для всiх x ≥ x0

f1(x) ≤ f2(kx).

Означення 11 (див. [3]). Нехай f1 = (f1(x), x ∈ R) i f2 = (f2(x), x ∈ R)
парнi дiйснi функцiї. Якщо f1 ≺ f2 i f2 ≺ f1, тодi будемо говорити, що функуцiї
f1 i f2 еквiвалентнi (f1 ∼ f2).

Теорема 4. Нехай Expψ̃ (Ω) такий простiр, де ψ̃(x) = C |x|β, 1 < β ≤ 2
i ξ1, ξ2, . . . , ξn – незалежнi центрованi випадковi величини з цього простору.
Тодi справджується нерiвнiсть

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

ξk

∥∥∥∥∥

2

U(ψ)

≤ 9R2
ψ

(
1 + e

1
β

)4
n∑

k=1

‖ξk‖2
U(ψ) ,

тобто для цього простору виконується умова H з константою 9R2
ψ

(
1 + e

1
β

)4

,
де Rψ визначена в теоремi 1.
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Доведення. Очевидно, що функцiя ψ̃(x) = C |x|β еквiвалентна функцiї (2).
Отже, простори Expψ (Ω) та Expψ̃ (Ω) мiстять однi й тi ж елементи i їх норми
– еквiвалентнi. Дiйсно, нехай ξ належить простору Expψ̃ (Ω). Для простоти по-

кладемо C = 1
β
, тобто ψ̃(x) = |x|β

β
. Отже, ψ̃(x) = ψ(x) при |x| ≥ 1. При r > 0

маємо

E exp

{
ψ

( |ξ|
r

)}
− 1 = E I

{ |ξ|
r
≤ 1

}
exp

{
ψ

( |ξ|
r

)}
+

+ E I
{ |ξ|

r
> 1

}
exp

{
ψ

( |ξ|
r

)}
− 1 ≤ exp {ψ(1)}+

+ E I
{ |ξ|

r
> 1

}
exp

{
ψ̃

( |ξ|
r

)}
− 1 ≤ e

1
β + E exp

{
ψ̃

( |ξ|
r

)}
− 1.

Якщо покласти r = ‖ξ‖U(ψ̃), тодi отримаємо, що E exp
{

ψ
(

|ξ|
‖ξ‖

U(ψ̃)

)}
−1 ≤ e

1
β +1.

Отже, ‖ξ‖U(ψ) ≤ ‖ξ‖U(ψ̃)

(
1 + e

1
β

)
.

Аналогiчно дiстанемо, що

‖ξ‖U(ψ̃) ≤ ‖ξ‖U(ψ)

(
1 + e

1
β

)
.

З теореми 3 випливає, що
∥∥∥∥∥

n∑

k=1

ξk

∥∥∥∥∥

2

U(ψ̃)

≤
(
1 + e

1
β

)2

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

ξk

∥∥∥∥∥

2

U(ψ)

≤

≤ 9R2
ψ

(
1 + e

1
β

)2
n∑

k=1

‖ξk‖2
U(ψ) ≤ 9R2

ψ

(
1 + e

1
β

)4
n∑

k=1

‖ξk‖2
U(ψ̃) .

Тобто, для простору Expψ̃ (Ω) виконується умова H з константою Cψ̃ =

9R2
ψ

(
1 + e

1
β

)4

.
Висновки. В роботi на основi властивостей просторiв Орлiча експоненцiально-
го типу знайденi достатнi умови за яких для цих просторiв виконується умова
H. Цi результати можна використати для пiдрахунку методом Монте-Карло
кратних iнтегралiв iз заданою точнiстю i надiйнiстю.
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