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КОРЕКТНI БАГАТОТОЧКОВI ЗАДАЧI ДЛЯ
ФАКТОРИЗОВАНИХ РIВНЯНЬ IЗ ЧАСТИННИМИ
ПОХIДНИМИ

We give examples of multipoint problems with local time conditions in a layer for partial differential
equations expanded into factors that are linear with respect to differentiation symbols. For those
problems, the small denominators phenomenon does not appear. We construct the solutions of
such problems in the classes of continuously differentiable functions.

Подано приклади багатоточкових задач з локальними за часом умовами у шарi для дифе-
ренцiальних рiвнянь iз частинними похiдними, що розкладенi у добуток лiнiйних вiдносно
символiв диференцiювання множникiв. Для вказаних задач вiдсутня проблема малих зна-
менникiв. Побудовано розв’язки таких задач у класах неперервно диференцiйовних функцiй.

Вступ.
У багатьох прикладних задачах виникають задачi про побудову розв’язку

звичайного диференцiального рiвняння з достатньо гладкими коефiцiєнтами та
правою частиною, коли є вiдомими значення шуканого розв’язку та його по-
хiдних не в однiй точцi, як у задачi Кошi, а у кiлькох. Така багатоточкова
задача зустрiчається в лiтературi як задача Валле-Пуссена. Вперше такi задачi
вивчались у працях [1–3].

Природним узагальненням багатоточкової задачi для звичайного диферен-
цiального рiвняння, як у математичному сенсi, так i в сенсi фiзичної iнтерпре-
тацiї, є задача з багатоточковими умовами за однiєю видiленою змiнною для
диференцiального рiвняння iз частинними похiдними. Постановка такого роду
задач i першi загальнi результати щодо їх розв’язностi на пiдставi метричного
пiдходу належать Б.Й.Пташнику [4,5].

Дослiдження багатоточкових задач показує, що цi задачi пов’язанi з пробле-
мою малих знаменникiв i загалом є некоректними крайовими задачами як сто-
совно областi, у якiй вивчається задача, так i стосовно коефiцiєнтiв рiвняння [6].
Однак, треба зауважити, що серед багатоточкових задач для рiвнянь i систем
рiвнянь iз частинними похiдними iснують i такi (коректнi) задачi, класи iсну-
вання i єдиностi розв’язкiв яких є цiлком аналогiчними до класiв однозначної
розв’язностi вiдповiдних задач Кошi. Цi класи мiстять функцiї експоненцiйного
зростання з порядком, бiльшим за одиницю. Приклади таких задач подано у
працi [7] (так званi задачi з нескiнченним типом) та [8]. Поняття типу крайової
задачi запропоновано в [9].

Видiленню класiв iснування i єдиностi розв’язкiв крайових задач iз загаль-
ними багатоточковими умовами в необмежених областях для рiвнянь та систем
рiвнянь iз частиннми похiдними присвяченi також дослiдження [10–12].

У данiй працi дослiджено коректнi багатоточковi задачi з локальними за
часом умовами у необмеженiй областi (шарi) для факторизованих диференцi-
альних рiвнянь iз частинними похiдними, для яких вiдсутня проблема малих
знаменникiв. Розв’язки цих задач за допомогою диференцiально-символьного
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методу [13] знайдено у виглядi аналогу формули Д’Аламбера розв’язку задачi
Кошi для рiвняння коливань струни.

1. Формулювання задачi.
У шарi

Bs,h =
{
(t, x) ∈ Rs+1 : t ∈ [0, h], x = (x1, . . . , xs) ∈ Rs

}
, h > 0, s ∈ N,

дослiджуються задачi з локальними багатоточковими умовами за змiнною t для
факторизованих однорiдних диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними
вигляду

n∏

k=1

Lk

(
∂

∂t
,

∂

∂x

)
U(t, x) = 0,

де Lk

(
∂
∂t

, ∂
∂x

)
, k = 1, 2, . . . , n, – лiнiйнi вiдносно ∂

∂t
, ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xs
диференцiальнi

вирази зi сталими коефiцiєнтами.
Встановлюються умови коректної розв’язностi задач та будуються їх розв’яз-

ки у просторах цiлих функцiй та неперервно диференцiйовних до n порядку
функцiй.

2. Багатоточкова задача для рiвняння iз частиннми похiдними, роз-
кладеного на лiнiйнi множники з рiзними вiльними членами.

У шарi Bs,h дослiдимо задачу
n∏

i=1

[
∂

∂t
−

s∑
p=1

ap
∂

∂xp

− bi

]
U(t, x) = 0, (1)

U(tj, x) = ϕj(x), j = 1, n, x ∈ Rs, (2)

де 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn ≤ h, a1, a2, . . . , as, b1, b2, . . . , bn ∈ R, причому bi 6= bj для

i 6= j, i, j = 1, n. Зауважимо, що лiнiйнi множники ∂
∂t
−

s∑
p=1

ap
∂

∂xp
− bi, i = 1, n,

є комутативними, тому добуток множникiв можна записувати в довiльному
порядку i вважати, що b1 < b2 < . . . < bn.

За рiвнянням (1) для ν ∈ Cs складаємо звичайне диференцiальне рiвняння
n∏

i=1

[
d

dt
− a · ν − bi

]
T (t, ν) = 0, (3)

де a = (a1, a2, . . . , as).
Фундаментальна система розв’язкiв рiвняння (3) має вигляд

{
e(a·ν+bj)t

}
j=1,n

.

Знайдемо розв’язки T̂k(t, ν), k = 1, n, звичайного диференцiального рiвнян-
ня (3), якi задовольняють умови

T̂k(tj, ν) = δkj, k, j = 1, n. (4)

Подамо T̂k(t, ν), k = 1, n, у виглядi лiнiйної комбiнацiї елементiв фундамен-
тальної системи, тобто

T̂k(t, ν) =
n∑

i=1

cki(ν)e(a·ν+bi)t, k = 1, n, (5)
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де cki(ν) – невiдомi функцiї вектор-параметра ν.
Покладаючи у рiвностях (5) t = tj i використовуючи умови (4), одержимо

систему алгебричних рiвнянь, яку в матричному виглядi можна подати так:

En = C(ν)W (ν), (6)

де
C(ν) = ‖cki(ν)‖k,i=1,n ,

W (ν) = ‖wij(ν)‖i,j=1,n =
∥∥e(a·ν+bi)tj

∥∥
i,j=1,n

.

Матричне рiвняння (6) є однозначно розв’язним, якщо det W (ν) 6= 0. Легко
бачити, що

det W (ν) = d e(a·ν)(t1+t2+...+tn),

причому
d = det W (O) = det

∥∥ebitj
∥∥

i,j=1,n
.

За теоремою Полiа [14] (див. також вправу 8.3 у [15, c. 87]) маємо d 6= 0, тому

∀ν ∈ Cs det W (ν) 6= 0.

З рiвняння (6) одержуємо

C(ν) = W−1(ν) =
W∨(ν)

det W (ν)
.

Оскiльки w∨
ji(ν) = d∨jie

(a·ν)(t1+t2+...+ti−1+ti+1+...+tn) (d∨ji – алгебричнi доповнення
елементiв dji матрицi W (O)), то cki(ν) =

d∨ik
d

e−(a·ν)tk , звiдки отримуємо, що T̂k(t, ·)
є цiлою функцiєю вигляду

T̂k(t, ν) = e(a·ν)(t−tk)

n∑
i=1

d∨ik
d

ebit, k = 1, n. (7)

Позначимо через A клас аналiтичних на Rs функцiй, аналiтичне продовжен-
ня в Cs яких є цiлими функцiями.

Теорема 1. Нехай ϕ1, . . . , ϕn ∈ A. Тодi у класi цiлих функцiй U(t, x), якi
для кожного t ∈ [0, h] належать до A, iснує єдиний розв’язок задачi (1), (2),
який можна подати у виглядi

U(t, x) =
n∑

k=1

ϕk

(
∂

∂ν

) {
T̂k(t, ν)eν·x

}∣∣∣
ν=O

(8)

де T̂j (t, ν), j ∈ {1, . . . , 2n}, – функцiї вигляду (7).

Доведення. Диференцiальнi вирази нескiнченного порядку ϕ1

(
∂
∂ν

)
, . . . ,

ϕn

(
∂
∂ν

)
визначимо шляхом замiни x на ∂

∂ν
у рядах Маклорена для функцiй

ϕ1(x), . . . , ϕn(x). Тодi вираз (8) є деяким рядом. Цей ряд визначає цiлу функцiю
U (t, x), яка є цiлою функцiєю за змiнною t i для кожного фiксованого t ∈ [0, h]
належить до класу A, що випливає з рiвностей

ϕk

(
∂

∂ν

) {
T̂k (t, ν) eν·x

} ∣∣∣
ν=0

= T̂j

(
t,

∂

∂x

)
ϕk(x), k = 1, n,
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i того, що функцiї T̂1(·, ν), . . . , T̂n(·, ν) – цiлi функцiї експоненцiйного типу [16].
Функцiя (8) задовольняє рiвняння (1) та умови (2), оскiльки функцiї (7) є

вiдповiдно розв’язками рiвняння (3), що задовольняють умови (4).
Покажемо тепер, що у класi цiлих функцiй задача (1), (2) не має iнших

розв’язкiв, окрiм (8).
Припустимо, що для ϕ1, . . . , ϕn ∈ A у класi цiлих функцiй iснує два розв’язки

задачi (1), (2) у шарi Bs,h. Тодi їх можна подати за формулою (8) у виглядi

Uj(t, x) =
n∑

k=1

ϕk

(
∂

∂ν

) {
T̂kj(t, ν)eν·x

}∣∣∣
ν=O

, j = 1, 2,

де T̂1j(t, ν), . . . , T̂nj(t, ν), j = 1, 2, – розв’язки задачi (3), (4). Тодi рiзниця функ-
цiй

V (t, x) = U1(t, x)− U2(t, x) =

=
n∑

k=1

ϕk

(
∂

∂ν

) {(
T̂k1(t, ν)− T̂k2(t, ν)

)
eν·x

}∣∣∣
ν=O

є розв’язком рiвняння (1) i, очевидно, задовольняє однорiднi n-точковi умови

V (ti, x) = 0, i = 1, n.

Тодi функцiї T̂k1(t, ν)− T̂k2(t, ν), k = 1, n, є розв’язками рiвняння (3) i задоволь-
няють однорiднi умови

T (ti, ν) = 0, i = 1, n. (9)

Оскiльки задача (3), (9) має лише тривiальний розв’язок, то для k = 1, n

T̂k1(t, ν)− T̂k2(t, ν) ≡ 0 на [0, h]× Cs.
Отже, V (t, x) ≡ 0 на Bs,h. Теорему доведено.

Зауваження 1. З формули (8) та вигляду функцiй (7) на пiдставi рiвностi

ψ

(
∂

∂ν

)
eν·x = ψ(x)eν·x (10)

для довiльної аналiтичної функцiї ψ(x) отримуємо розв’язок задачi (1), (2) у
виглядi

U(t, x) =
n∑

k=1

ϕk

(
x1 + a1(t− tk), . . . , xs + as(t− tk)

) n∑
i=1

d∨ik
d

ebit. (11)

Для iснування розв’язку (11) задачi (1), (2) у класi Cn,n(Rs+1) досить ви-
магати, щоб ϕj ∈ Cn(Rs), j = 1, n.

Приклад 1. У смузi B1,h, де h ≥ 1, знайти розв’язок рiвняння
(

∂

∂t
− ∂

∂x
− 1

) (
∂

∂t
− ∂

∂x
+ 1

)
U(t, x) = 0,

що задовольняє локальнi двоточковi умови

U(0, x) = ϕ1(x), U(1, x) = ϕ2(x).
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Для даної задачi як задачi (1), (2) маємо s = 1, n = 2, b1 = 1, b2 = −1, t1 = 0,
t2 = 1, a = a1 = 1,

d =

∣∣∣∣
1 e−1

1 e

∣∣∣∣ = 2 sh 1,

d∨11 = e, d∨12 = −1, d∨21 = −e−1, d∨22 = 1.

За формулою (11) отримуємо

U(t, x) = ϕ1(x + t)
e−t+1 − et−1

2 sh 1
+ ϕ2(x + t− 1)

−e−t + et

2 sh 1
,

тобто
U(t, x) = ϕ1(x + t)

sh[1− t]

sh 1
+ ϕ2(x + t− 1)

sh t

sh 1
.

Розв’язок задачi iснує у класi C2,2(R2), якщо ϕ1, ϕ2 ∈ C2(R).

Приклад 2. У шарi B2,h, де h ≥ 1, знайти розв’язок рiвняння
(

∂

∂t
− 2

∂

∂x1

+ 3
∂

∂x2

− 1

)(
∂

∂t
− 2

∂

∂x1

+ 3
∂

∂x2

+ 1

)
U(t, x1, x2) = 0,

що задовольняє локальнi двоточковi умови

U(0, x1, x2) = ϕ1(x1, x2), U(1, x1, x2) = ϕ2(x1, x2).

За формулою (11), в якiй s = 2, n = 2, a1 = 2, a2 = −3, b1 = 1, b2 = −1,
отримуємо розв’язок задачi у виглядi

U(t, x1, x2) = ϕ1(x1 + 2t, x2 − 3t)
sh[1− t]

sh 1
+ ϕ2(x1 + 2t− 2, x2 − 3t + 3)

sh t

sh 1
.

Розв’язок задачi iснує у вiдповiдному класi функцiй, якщо ϕ1, ϕ2 ∈ C2(R2).

3. Багатоточкова задача для рiвняння iз частинними похiдними,
розкладеного на однаковi лiнiйнi множники.

У шарi Bs,h дослiдимо задачу
[

∂

∂t
−

s∑
p=1

ap
∂

∂xp

− b

]n

U(t, x) = 0, (12)

U(tj, x) = ϕj(x), j = 1, n, x ∈ Rs, (13)

де 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn ≤ h, a1, a2, . . . , as, b ∈ R.
Запишемо звичайне диференцiальне рiвняння

(
d

dt
− a · ν − b

)n

T (t, ν) = 0, (14)

у якому a = (a1, a2, . . . , as), ν = (ν1, ν2, . . . , νs) ∈ Cs.
Фундаментальна система розв’язкiв рiвняння (14) має вигляд

{
tke(a·ν+b)t

}
k=0,n−1

.
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Знайдемо сукупнiсть
{

T̂k(t, ν)
}

k=1,n
розв’язкiв рiвняння (14), якi задоволь-

няють умови
T̂k(tj, ν) = δkj, k, j = 1, n. (15)

Шукаючи цю систему розв’язкiв у виглядi

T̂k(t, ν) =
n−1∑
i=0

cki(ν) tie(a·ν+b) t, k = 1, n,

де cki(ν), k = 1, n, i = 0, n− 1, – невiдомi функцiї параметра ν ∈ Cs, i задоволь-
няючи умови (15), одержуємо систему лiнiйних рiвнянь

n−1∑
i=0

cki(ν)tij e(a·ν+b) tj = δkj, k, j = 1, n. (16)

Визначник цiєї системи має вигляд:

∆(ν) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e(a·ν+b) t1 e(a·ν+b) t2 . . . e(a·ν+b) tn

t1e
(a·ν+b) t1 t2e

(a·ν+b) t2 . . . tne(a·ν+b) tn

. . . . . . . . . . . .

tn−1
1 e(a·ν+b) t1 tn−1

2 e(a·ν+b) t2 . . . tn−1
n e(a·ν+b) tn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Введемо у розгляд полiном вiд n дiйсних змiнних

ω(y1, y2, . . . , yn) =
∏

n≥ i> k≥1

(yi − yk).

Легко бачити, що цей полiном має степiнь n−1 за кожною змiнною. Значення
цього полiнома в точцi (t1, t2, . . . , tn) позначимо через ω, тобто

ω ≡ ω(t1, t2, . . . , tn). (17)

Число ω, очевидно, можна розглядати як значення визначника Вандермонда
з визначальними елементами t1, t2, . . . , tn, а тому ω 6= 0.

Розглянемо також одержанi за функцiєю ω(y1, y2, . . . , yn) полiноми однiєї
змiнної t степеня n− 1 :

ωk(t) ≡ ω(t1, t2, . . . , tk−1, t, tk+1, . . . , tn), k = 1, n. (18)

Значення визначника ∆(ν) дорiвнює

∆(ν) = ωe(a·ν+b)(t1+t2+...+tn),

а, отже, ∆(ν) 6= 0 i система (16) є однозначно розв’язною.
Запишемо тепер шукану систему розв’язкiв, яка задовольняє умови (15):

T̂k(t, ν) = ω−1ωk(t)e
(a·ν+b)(t−tk), k = 1, n. (19)
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Аналогiчно, як у п. 2, з рiвностi (10) випливає, що розв’язок задачi (12), (13)
можна подати у виглядi

U(t, x) =
n∑

k=1

ωk(t)

ω
eb(t−tk)ϕk

(
x1 + a1(t− tk), . . . , xs + as(t− tk)

)
. (20)

Для iснування розв’язку (20) задачi (12), (13) у класi Cn,n(Rs+1) досить ви-
магати, щоб ϕj ∈ Cn(Rs), j = 1, n.

Приклад 3. У смузi B1,h знайти розв’язок рiвняння
(

∂

∂t
− 2

∂

∂x
− 1

)2

U(t, x) = 0,

що задовольняє локальнi двоточковi умови

U(t1, x) = ϕ1(x), U(t2, x) = ϕ2(x),

де 0 ≤ t1 < t2 ≤ h.

Для даної задачi як задачi (12), (13) маємо

s = 1, n = 2, b = 1, a = a1 = 2.

За формулою (20) розв’язок задачi зображається у виглядi

U(t, x) =
t2 − t

t2 − t1
ϕ1(x + 2t− 2t1)e

t−t1 +
t− t1
t2 − t1

ϕ2(x + 2t− 2t2)e
t−t2 .

Розв’язок задачi iснує у класi C2,2(R2), якщо ϕ1, ϕ2 ∈ C2(R).
Висновки.
Дослiджено двi багатоточковi задачi з локальними за часом умовами у шарi

для диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними, що розкладенi у добу-
ток рiзних та однакових лiнiйних вiдносно символiв диференцiювання множни-
кiв. Цi задачi є коректними i для них вiдсутня проблема малих знаменникiв.
Розв’язки задач за допомогою диференцiально-символьного методу знайдено
у виглядi аналогу формули Д’Аламбера розв’язку задачi Кошi для рiвняння
коливань струни. Правi частини багатоточкових умов при цьому належать до
простору неперервно диференцiйовних до деякого порядку функцiй.
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