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РОЗВИНЕННЯ ФУНКЦIЙ КОМПЛЕКСНОЇ ЗМIННОЇ В
КВАЗI–ОБЕРНЕНИЙ ЛАНЦЮГОВИЙ ДРIБ ТИПУ ТIЛЕ

For functions of one complex variable introduced the concept of reciprocal derivative of 2–type
and Thiele type formula for functions expansion in a quasi–inverse continued fraction. Proved
properties of reciprocal derivatives of 2–type and obtained some functions expansions by the Thiele
type formula.

Для функцiї однiєї комплексної змiнної введено поняття оберненої похiдної 2–го типу та фор-
мули типу Тiле для розвинення функцiй в квазi–обернений ланцюговий дрiб. Доведенi вла-
стивостi обернених похiдних 2–го типу та отриманi розвинення деяких функцiй за формулою
типу Тiле.

Вступ. Функцiя однiєї комплексної змiнної може бути наближена багаточле-
ном [1], узагальненим багаточленом, дробово–рацiональною функцiєю [2], апро-
ксимацiєю Паде [3] або ланцюговим дробом [4–6]. Задача розвинення функцiй
в ланцюговий дрiб належить до важливих задач теорiї ланцюгових дробiв, яка
має крiм теоретичного ще i практичне значення, оскiльки такi розвинення ви-
користовуються при обчисленi значень функцiй [7, 8].

В роботах [9, 10] дослiджувалася задача розвинення функцiй однiєї дiйсної
змiнної в ланцюговий дрiб типу Тiле. Дана робота присвячена узагальненню
цих результатiв на випадок розвинення функцiй комплексної змiнної в квазi–
обернений ланцюговий дрiб типу Тiле.

1. Квазi–обернений iнтерполяцiйний ланцюговий дрiб типу Тiле. Не-
хай функцiя f(z) ∈ C[Z], де Z ⊂ C— компакт, та визначена значеннями в точках
множини

W = {zi : zi ∈ Z, zi 6= zj, коли i 6= j, i, j = 0, 1, 2, . . . , n}.

Розглянемо послiдовностi {vk(z) : z ∈ Z, k = 0, 1, 2, . . . }, елементи якої визнача-
ються наступним чином:

f(z) =
1

v0(z)
, vk(z) = vk(zk) +

z − zk

vk+1(z)
, k = 0, 1, 2, . . . .

Вкладаючи елементи послiдовностi один в другий через n + 1 крок отримаємо

f(z) =

(
v0(z0) +

z − z0

v1(z1) +

z − z1

v2(z2) + · · ·+
z − zn−1

vn(zn) +

z − zn

vn+1(z)

)−1

.

Позначимо через bk = vk(zk) та пiдставимо нуль замiсть (z− zn)/vn+1(z). Маємо
скiнчений ланцюговий дрiб

Dn(z) =
Pn(z)

Qn(z)
=

(
b0 +

z − z0

b1 +

z − z1

b2 + · · ·+
z − zn−1

bn

)−1

. (1)
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Якщо ланцюговий дрiб (1) задовольняє iнтерполяцiйну умову Dn(zi) = wi, де
wi = f(wi), i = 0, 1, 2, . . . , n, то вiн називається квазi–оберненим iнтерполяцiй-
ним ланцюговим дробом типу Тiле (Т–КIЛД), а його коефiцiєнти визначаються
за рекурентною формулою у виглядi ланцюгового дробу аналогiчно як i у ви-
падку функцiї дiйсної змiнної [11,12]

b0 =
1

w0

, bk =
zk − zk−1

−bk−1 + · · ·+
zk − z1

−b1 +

zk − z0

1/wk − b0

, k = 1, 2, 3, . . . , n.

Вводиться в розгляд послiдовнiсть обернених подiлених рiзниць 2–го типу

Φ
(2)
k [z0, . . . , zk−1, z] =

z − zk−1

Φ
(2)
k−1[z0, . . . , zk−2, z]− Φ

(2)
k−1[z0, . . . , zk−2, zk−1]

, (2)

де Φ
(2)
0 [z] = 1/f(z), k = 1, 2, . . . .

Коефiцiєнти ланцюгового дробу (1) визначаються через оберненi подiленi
рiзницi 2–го типу bk = Φ

(2)
k [z0, z1, . . . , zk], k = 0, 1, 2, . . . , n.

2. Оберненi рiзницi 2–го типу. Обернена подiлена рiзниця 2–го типу k–го
порядку Φ

(2)
k [z0, z1, . . . , zk] залежить вiд iнтерполяцiйних вузлiв z0, z1, . . . , zk та

значень функцiї f(z) в цих вузлах, в той же час є симетрична вiдносно тiльки
двох останнiх своїх аргументiв zk−1 та zk. Введемо в розгляд спiввiдношення
вигляду

ρ
(2)
k [z0, . . . , zk] =

[k/2]∑
i=0

Φ
(2)
k−2i[z0, z1, . . . , zk−2i], (3)

яке назвемо оберненою рiзницею 2–го типу. Iз (3) випливає, що коефiцiєнти
Т–КIЛД (1) визначаються через оберненi рiзницi 2–го типу наступним чином

b0 = ρ
(2)
0 [z0], b1 = ρ

(2)
1 [z0, z1], bk = ρ

(2)
k [z0, . . . , zk]− ρ

(2)
k−2[z0, . . . , zk−2], (4)

де k = 2, 3, . . . , n, а тодi ланцюговий дрiб запишеться у виглядi

Dn(z) =
Pn(z)

Qn(z)
=

(
ρ

(2)
0 +

z − z0

ρ
(2)
1

+

z − z1

ρ
(2)
2 − ρ

(2)
0

+ · · ·+
z − zn−1

ρ
(2)
n − ρ

(2)
n−2

)−1

. (5)

Теорема 1. Обернена рiзниця 2–го типу ρ
(2)
k [z0, z1, . . . , zk] симетрична вiд-

носно всiх своїх аргументiв z0, z1, . . . , zk, k = 1, 2, 3, . . . , n.

Доведення. Легко бачити, що оберненi рiзницi 2–го типу

ρ
(2)
1 [z0, z1] =

(z1 − z0)w0w1

w0 − w1

,

ρ
(2)
2 [z0, z1, z2] =

z0(w1 − w2) + z1(w2 − w0) + z2(w0 − w1)

z0w0(w1 − w2) + z1w1(w2 − w0) + z2w2(w0 − w1)

симетричнi вiдносно своїх аргументiв.
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Застосуємо формулами Валлiса [13] для знаходження значень чисельника
Pk(z) та знаменника Qk(z), отримуємо:

P2m(z) = A0 + A1z + · · ·+ Am−1z
m−1 + Amzm, Am = 1,

Q2m(z) = B0 + B1z + · · ·+ Bm−1z
m−1 + Bmzm, Bm = ρ

(2)
2m,

P2m+1(z) = C0 + C1z + · · ·+ Cm−1z
m−1 + Cm zm, Cm = ρ

(2)
2m+1,

Q2m+1(z) = E0 + E1z + · · ·+ Emzm + Em+1z
m+1, Em+1 = 1,

де A0, . . . , Am, B0, . . . , Bm, C0, . . . , Cm, E0, . . . , Em+1 деякi коефiцiєнти. В силу то-
го, що ланцюговий дрiб (5) iнтерполяцiйний, то wi = Dk(zi) = Pk(zi)/Qk(zi),
i = 0, 1, 2, . . . , n.

Розглянемо два випадки: a) k = 2m; б) k = 2m + 1.
a) При k = 2m маємо систему лiнiйних алгебричних рiвнянь





A0−w0B0 + z0A1− z0w0B1 + · · · +zm−1
0 Am−1− zm−1

0 w0Bm−1− zm
0 w0Bm=−zm

0 ,

A0−w1B0 + z1A1− z1w1B1 + · · · +zm−1
1 Am−1− zm−1

1 w1Bm−1− zm
1 w1Bm=−zm

1 ,
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

A0−wnB0 +znA1−znwnB1 + · · · +zm−1
n Am−1−zm−1

n wnBm−1−zm
n wnBm=−zm

n .

вiдносно 2m+1 невiдомого A0, A1, . . . , Am−1, B0, B1, . . . , Bm−1, Bm = ρ
(2)
2m. Визна-

чник системи

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −w0 z0 −z0 w0 z2
0 −z2

0 w0 · · · zm−1
0 −zm−1

0 w0 −zm
0 w0

1 −w1 z1 −z1 w1 z2
1 −z2

1 w1 · · · zm−1
1 −zm−1

1 w1 −zm
1 w1

...
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

1 −wn zn −zn wn z2
n −z2

n wn · · · zm−1
n −zm−1

n wn −zm
n wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (−1)m+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 z0 z0 w0 z2
0 z2

0 w0 · · · zm−1
0 zm−1

0 w0 zm
0 w0

1 w1 z1 z1 w1 z2
1 z2

1 w1 · · · zm−1
1 zm−1

1 w1 zm
1 w1

...
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

1 wn zn zn wn z2
n z2

n wn · · · zm−1
n zm−1

n wn zm
n wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

В свою чергу визначник

∆2m+1 = (−1)m+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 z0 z0 w0 z2
0 z2

0 w0 · · · zm−1
0 zm−1

0 w0 zm
0

1 w1 z1 z1 w1 z2
1 z2

1 w1 · · · zm−1
1 zm−1

1 w1 zm
1

...
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

1 wn zn zn wn z2
n z2

n wn · · · zm−1
n zm−1

n wn zm
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Тодi згiдно iз правилом Крамера

ρ
(2)
2m = Bm =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 z0 z0 w0 · · · zm−1
0 zm−1

0 w0 zm
0

1 w1 z1 z1 w1 · · · zm−1
1 zm−1

1 w1 zm
1

...
...

...
... . . . ...

...
...

1 wn zn zn wn · · · zm−1
n zm−1

n wn zm
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 z0 z0 w0 z2
0 z2

0 w0 · · · zm−1
0 zm−1

0 w0 zm
0

1 w1 z1 z1 w1 z2
1 z2

1 w1 · · · zm−1
1 zm−1

1 w1 zm
1

...
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

1 wn zn zn wn z2
n z2

n wn · · · zm−1
n zm−1

n wn zm
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (6)

Iз формули (6) безпосередньо випливає, що обернена рiзниця 2-го типу 2m–го
порядку ρ

(2)
2m[z0, z1, . . . , z2m] симетрична вiдносно всiх своїх аргументiв.

б) При k = 2m+1 аналогiчно отримуємо систему лiнiйних алгебричних рiвнянь




C0 − w0E0 + z0C1 − z0w0E1 + · · · + zm
0 Cm − zm

0 w0Em = zm+1
0 w0,

C0 − w1E0 + z1C1 − z1w1E1 + · · · + zm
1 Cm − zm

1 w1Em = zm+1
1 w1,

...
...

...
... . . . ...

...
...

C0 − wnE0 + znC1 − znwnE1 + · · · + zm
n Cm − zm

n wnEm = zm+1
n wn .

вiдносно 2m + 2 невiдомих C0, C1, . . . , Cm = ρ
(2)
2m+1, E0, E1, . . . , Em. Тодi:

ρ
(2)
2m+1 = Cm = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 z0 z0 w0 · · · zm−1
0 w0 zm

0 w0 zm+1
0 w0

1 w1 z1 z1 w1 · · · zm−1
1 w1 zm

1 w1 zm+1
1 w1

...
...

...
... . . . ...

...
...

1 wn zn zn wn · · · zm−1
n wn zm

n wn zm+1
n wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 w0 z0 z0 w0 z2
0 z2

0 w0 · · · zm
0 zm

0 w0

1 w1 z1 z1 w1 z2
1 z2

1 w1 · · · zm
1 zm

1 w1

...
...

...
...

...
... . . . ...

...
1 wn zn zn wn z2

n z2
n wn · · · zm

n zm
n wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (7)

Iз формули (7) маємо, що обернена рiзниця 2-го типу ρ
(2)
2m+1[z0, . . . , z2m+1] також

симетрична вiдносно всiх своїх аргументiв.

3. Оберненi похiднi 2–го типу. При побудовi оберненої рiзницi 2–го типу
робилося припущення, що параметри, вузли iнтерполяцiї, zi, i = 0, 1, 2, . . . , n,
усi рiзнi. Розглянемо граничний випадок оберненої рiзницi 2–го типу, коли всi
вузли, чи деяка їх частина, прямують до одного i того ж значення.

Означення 1. Якщо iснує границя (скiнчене значення або нескiнченiсть)
оберненої рiзницi 2–го типу ρ

(2)
k [z0, z1, . . . , zk], коли вузли z0, z1, . . . , zk пряму-

ють до z ∈ Z, то вона називається оберненою похiдною 2–го типу i позначимо
через [k]f(z).
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З означення випливає, що

[k]f(z) = ρ
(2)
k [ z, . . . , z︸ ︷︷ ︸

k+1

] = lim
z0,z1,...,zk→z

ρ
(2)
k [z0, z1, . . . , zk].

При m = 0 iз (7) маємо

[1]f(z)=− lim
z0,z1→z

∣∣∣∣
f(z0) f(z0) z0

f(z1) f(z1) z1

∣∣∣∣
∣∣∣∣

1 f(z0)
1 f(z1)

∣∣∣∣
=− lim

∆z→0

∣∣∣∣
f(z) f(z) z

f(z + ∆z) f(z + ∆z) (z + ∆z)

∣∣∣∣
∣∣∣∣

1 f(z)
1 f(z + ∆z)

∣∣∣∣
=

= − lim
∆z→0

f(z)f(z + ∆z)

∣∣∣∣
1 z
1 z + ∆z

∣∣∣∣
∣∣∣∣

1 f(z)
1 f(z + ∆z)

∣∣∣∣
= − lim

∆z→0

f(z) f(z + ∆z)

∣∣∣∣
1 z
0 ∆z

∣∣∣∣
∣∣∣∣

1 f(z)
0 f(z + ∆z)− f(z)

∣∣∣∣
.

Роздiлимо чисельник i знаменник на ∆z та перейдемо до границi при ∆z → 0,
маємо

[1]f(z) = − lim
∆z→0

f(z) f(z + ∆z)

∣∣∣∣
1 z
0 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 f(z)

0
f(z + ∆z)− f(z)

∆z

∣∣∣∣∣∣

= −f 2(z)

f ′(z)
. (8)

Визначимо рекурентне спiввiдношення для обчислення обернених похiдних
2–го типу. З (2) та (4) випливає, що

ρ
(2)
k [z0, . . . , zk]− ρ

(2)
k−2[z0, . . . , zk−2] =

zk − zk−1

ρ
(2)
k−1[z0, . . . , zk−2, zk]− ρ

(2)
k−1[z0, . . . , zk−1]

.

Нехай z0 = z1 = · · · = zk−1 = z, а zk = u. Тодi

ρ
(2)
k−1[z, . . . , z, z]− ρ

(2)
k−1[z, . . . , z, u]

z − u
=

1

ρ
(2)
k [z, . . . , z, u]− ρ

(2)
k−2[z, . . . , z, z]

.

Аналогiчно

ρ
(2)
k−1[z, . . . , z, u]− ρ

(2)
k−1[z, . . . , z, u, u]

z − u
=

1

ρ
(2)
k [z, . . . , z, u, u]− ρ

(2)
k−2[z, . . . , z, u]

,

ρ
(2)
k−1[z, . . . , z, u, u]−ρ

(2)
k−1[z, . . . , z, u, u, u]

z − u
=

1

ρ
(2)
k [z, . . . , z, u, u, u]−ρ

(2)
k−2[z, . . . , z, u, u]

,

· · · · · · · ·
ρ

(2)
k−1[z, u . . . , u]− ρ

(2)
k−1[u, . . . , u]

z − u
=

1

ρ
(2)
k [z, u, . . . , u]− ρ

(2)
k−2[u, . . . , u]

.
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Додавши k спiввiдношень та перейшовши до границi при u прямуючому до z,
маємо

lim
u→z

ρ
(2)
k−1[z, . . . , z]−ρ

(2)
k−1[u, . . . , u]

z − u
=

k
[k]f(z)− [k−2]f(z)

, ([k−1]f(z))
′
=

k
[k]f(z)− [k−2]f(z)

.

Кiнцеве отримуємо наступне рекурентне спiввiдношення для знаходження обер-
нених похiдних 2–го типу

[k]f(z) =
k

([k−1]f(z))′
+ [k−2]f(z), k = 2, 3, 4, . . . . (9)

4. Властивостi обернених похiдних 2–го типу. Iз (8) безпосередньо ви-
пливає наступне твердження.

Теорема 2. 1) Нехай в точцi z0 ∈ Z функцiя f(z0) 6= 0. Тодi: a) [1]f(z0) = ∞,
якщо f ′(z0) = 0; б) [1]f(z0) = 0, якщо f ′(z0) = ∞.
2) Нехай в точцi z0 ∈ Z похiдна функцiї f ′(z0) 6= 0. Тодi [1]f(z0) = ∞, якщо
f(z0) = ∞.
3) Нехай C = Const, C 6= 0, тодi [1]C = ∞.

Теорема 3. Нехай для кожного z ∈ Z функцiї u = f(z) та v = g(z) мають
скiнченi оберненi похiднi 2–го типу. Тодi iснують оберненi похiднi 2–го типу
суми, рiзницi, добутку та частки цих функцiй i мають мiсце формули:

[1](u±v) =
(u± v)2 · [1]u · [1]v

u2 · [1]v ± v2 · [1]u
, [1](u ·v) =

uv · [1]u · [1]v

u · [1]v + v · [1]u
, [1](u/v) =

(u/v) · [1]u · [1]v

u · [1]v − v · [1]u
.

Доведення. Iз (8) випливає, що

[1]
(
u ◦ v

)
= −

(
u ◦ v

)2

(
u ◦ v

)′ , (10)

де "◦" одна iз операцiй "+","−","×",":". З iншого боку з (8) маємо, що w′ =
= −w2/[1]w. Пiдставивши значення u′ та v′ у (10) отримуємо твердження теоре-
ми.

Теорема 4. Якщо функцiї wi = fi(z), i = 1, 2, 3, . . . , n, мають оберненi по-
хiднi 2–го типу для кожного z ∈ Z, то тодi

[1]
( n∑

i=1

wi

)
=

( n∑
i=1

wi

)2 n∏
i=1

[1]wi

n∑
i=1

w2
i ·

n∏
j=1
j 6=i

[1]wj

, [1]
( n∏

i=1

wi

)
=

n∏
i=1

(wi · [1]wi)

n∑
i=1

wi ·
n∏

j=1
j 6=i

[1]wj

. (11)

Доведення. Спiввiдношення (11) доводяться за iндукцiєю спираючись на
теорему 3.

Теорема 5. Нехай функцiя w = f(z) для кожного z ∈ Z має оберненi похiднi
2–го типу до n–го порядку включно i C— стала, тодi виконуються спiввiдно-
шення

[2m](Cw) =
1

C
· [2m]w, [2m+1](Cw) = C · [2m+1]w, m = 0, 1, 2, . . . .
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Доведення. Теорема доводиться за iндукцiєю. При m = 0 з (8) безпосере-
дньо випливає, що [0](Cw) = 1

C
· [0]w, [1](Cw) = C · [1]w . Припустимо, що твер-

дження теореми виконується для m = 2k. Тодi при m = 2k + 1 iз (9) випливає,
що

[2k+1](Cw) =
2k + 1

([2k](Cw))′
+ [2k−1](Cw) = C · 2k + 1

([2k]w)′
+ C · [2k−1]w = C · [2k+1]w .

Аналогiчно при m = 2k + 2

[2k+2](Cw) =
2k + 2

([2k+1](Cw))′
+ [2k](Cw) = 1

C
·
(

2k + 2

([2k+1]w)′
+ [2k]w

)
= 1

C
· [2k+2]w .

Зауваження 1. Нехай (n)w обернена похiдна Тiле [14] функцiї w = f(z) на
компактi Z. Аналогiчно, як i у випадку функцiї дiйсної змiнної [15], оберненi
похiднi Тiле для функцiї комплексної змiнної володiють властивостями:

(2k)(w + C) = (2n)w + C, (2k+1)(w + C) = (2k+1)w, C = const, k = 0, 1, 2, . . . .

Але для обернених похiдних 2–го типу подiбнi властивостi не мають мiсця,
оскiльки

[0](w + C) =
1

w + C
, [1](w + C) =

(C + w

w

)2

· [1]w .

5. Розвинення деяких функцiй комплексної змiнної в ланцюговий дрiб
з формулою типу Тiле. З (4) маємо

b0(z) = lim
z0→z

ρ
(2)
0 [z0] =

1

f(z)
, b1(z) = lim

z0,z1→z
ρ1[z0, z1] = [1]f(z),

bk(z) = lim
z0,...,zk→z

ρ
(2)
k [z0, z1, . . . , zk]− ρ

(2)
k−2[z0, z1, . . . , zk] =

k

([k−1]f(z))′
, k = 2, 3, 4, . . .

Якщо припустити, що функцiя f(z) на компактi Z має скiнченi оберненi похi-
днi 2–го типу довiльного порядку, то в околi точки z∗ функцiю можна розвинути
в ланцюговий дрiб за формулою типу Тiле

f(z) =

(
1

f(z∗)
+

z − z∗
[1]f(z∗) +

z − z∗
2/

(
[1]f(z∗)

)′ + · · ·+
z − z∗

n/
(

[n−1]f(z∗)
)′ + · · ·

)−1

. (12)

Ланцюговий дрiб (12) називається квазi–оберненим ланцюговим дробом типу
Тiле. Отримаємо розвинення деяких функцiй в ланцюговий дрiб такого вигляду.

5.1. Функцiя w = ez. Доведемо наступне твердження.

Теорема 6. Функцiя y = ez має оберненi похiднi 2–го типу довiльного по-
рядку, якi обчислюються за формулами

[2n]ez = (−1)ne−z, [2n+1]ez = (−1)n+1 (n + 1) ez, n = 0, 1, 2, . . . . (13)
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Доведення. Легко бачити, що [0]ez = e−z, [1]ez = −ez, [2]ez = −e−z, [3]ez =
2 ez . Отже, при n = 0, 1 (13) мають мiсце. Припустимо, що вони виконуються
для n = k. Тодi для n = k + 1 iз формули (9) маємо

[2(k+1)]ez =
2(k + 1)

([2k+1]ez)′
+ [2k]ez =

2(k + 1)

(−1)k+1(k + 1)ez
+ (−1)ke−z = (−1)k+1e−z .

[2(k+1)+1]ez =
2k + 3

([2k+2]ez)′
+ [2k+1]ez =

2k + 3

(−1)k+2e−z
+(−1)k+1(k+1)ez = (−1)k+2(k+2)ez .

Отже, формула виконується i в цьому випадку.
Iз (13) випливає, що

2n

([2n−1]ez)′
= [2n]ez − [2n−2]ez = (−1)n 2 e−z,

2n + 1

([2n]ez)′
= [2n+1]ez − [2n−1]ez = (−1)n+1 (2n + 1)ez, n = 1, 2, 3, . . . .

Отримуємо розвинення функцiї w = ez в околi точки z = z∗ за формулою типу
Тiле (12)

ez =
1

e−z∗+

z − z∗
−ez∗ +

z − z∗
−2e−z∗+

z − z∗
3ez∗ +

z − z∗
2e−z∗ +

z − z∗
−5ez∗ +

z − z∗
−2e−z∗+ · · ·+

+

z − z∗
(−1)k2e−z∗+

z − z∗
(−1)k+1(2k + 1)ez∗+ · · · ,

або пiсля еквiвалентних перетворень

ez =
ez∗

1 +

z − z∗
−1 +

z − z∗
−2 +

z − z∗
3 +

z − z∗
2 +

z − z∗
−5 +

z − z∗
−2 + · · ·+

+

z − z∗
(−1)k2+

z − z∗
(−1)k+1(2k + 1)+ · · · .

Зокрема при z∗ = 0 маємо розвинення функцiї ez в квазi–обернений ланцюговий
дрiб типу Тiле

ez =
1

1+

z

−1+

z

−2+

z

3+

z

2+

z

−5+

z

−2+ · · ·+
z

(−1)n2+

z

(−1)n+1(2n + 1)+ · · · ,

яке збiгається iз вiдомим розвиненням цiєї функцiї , яке отримане за методом
Лагранжа знаходження розв’язку диференцiального рiвняння Рiккатi [4].

5.2. Функцiя w = (c + z)α. Нехай c ∈ C, c = const. Доведемо теорему.

Теорема 7. (A) Якщо α ∈ C\Z, то функцiя w = (c + z)α має оберненi
похiднi 2–го типу довiльного порядку, якi обчислюються за формулами

[2n](c + z)α =

n∏
m=1

(m− α)

n∏
m=1

(m + α)
(c + z)−α, (14)

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2014, вип. 25, № 1



РОЗВИНЕННЯ ФУНКЦIЙ КОМПЛЕКСНОЇ ЗМIННОЇ . . . 139

[2n+1](c + z)α =

(n + 1)
n+1∏
m=2

(m + α)

n∏
m=0

(m− α)
(c + z)α+1, n = 0, 1, 2, . . . . (15)

(B) Якщо α = n, то функцiя w = (c + z)n має оберненi похiднi 2–го типу до
2n–го порядку включно, якi визначаються за формулами (14) та (15), крiм
того

[2n](c + z)n = 0. (16)

(C) Якщо α = −n, то функцiя w = (c + z)−n має оберненi похiднi 2–го типу
до (2n− 1)–го порядку включно, якi визначаються за формулами (14) та (15),
крiм того

[2n−1](c + z)−n = 0. (17)

Доведення. (A) Для доведення формул (14) та (15) скористаємося методом
повної математичної iндукцiї. Iз означення оберненої похiдної 2–го типу та (9)
маємо

[0](c + z)α = (c + z)−α, [1](c + z)α =
(c + z)2α

(−α)(c + z)α−1
=

1

(−α)
(c + z)1+α,

[2](c + z)α =
2(−α)

((c + z)α+1)′
+

1

(c + z)α
=

1− α

1 + α
(c + z)−α,

[3](c + z)α =
3(1 + α)

(1− α)((c + z)−α)′
+

1

(−α)
(c + z)1+α =

2(2 + α)

(−α)(1− α)
(c + z)α+1.

Отже, при n = 0, 1 формули (14) та (15) виконуються. Зробимо припущення,
що вони мають мiсце при n = k. Тодi при n = k + 1 iз (9) маємо

[2(k+1)](c+z)α =

2
k∏

m=0

(m− α)

k+1∏
m=1

(m + α)

(c+z)−α+

k∏
m=1

(m− α)

k∏
m=1

(m + α)

(c+z)−α =

k+1∏
m=1

(m− α)

k+1∏
m=1

(m + α)

(c+z)−α ,

[2(k+1)+1](c + z)α =

(2k + 3)
k+1∏
m=1

(m + α)

k+1∏
m=0

(m− α)

(c + z)α+1 +

(k + 1)
k+1∏
m=2

(α + m)

k∏
m=0

(m− α)

(c + z)α+1 =

=

(k + 2)
k+2∏
m=2

(α + m)

k+1∏
m=0

(α−m)

(c + z)α+1 .

Формули (14) i (15) виконуються i в цьому випадку, а тодi вони виконуються
при довiльному n.

Твердження теореми у випадках (B), (С), а також формули (16), (17) без-
посередньо випливають iз (A) вiдповiдно при α = n та α = −n.
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Iз (14)–(15) отримуємо, що при n = 1, 2, 3, . . .

2n

([2n−1](c + z)α)′
= [2n](c + z)α − [2n−2](c + z)α =

2
n−1∏
m=0

(m− α)

n∏
m=1

(m + α)
(c + z)−α, (18)

2n + 1

([2n](c + z)α)′
= [2n+1](c+ z)α− [2n−1](c+ z)α =

(2n + 1)
n∏

m=1

(m + α)

n∏
m=0

(m− α)
(c+ z)α+1. (19)

Пiсля еквiвалентних перетворень отримуємо розвинення функцiї w = (c + z)α в
околi точки z = z∗ в ланцюговий дрiб

(c+z)α =
ϑα

1 +

(−α)(z − z∗)
ϑ +

(1 + α)(z − z∗)
2 +

(1− α)(z − z∗)
3ϑ +

(2 + α)(z − z∗)
2 +

+

(2− α)(z − z∗)
5ϑ + · · ·+

(n + α)(z − z∗)
2 +

(n− α)(z − z∗)
(2n + 1)ϑ + · · · , (20)

де ϑ = c + z∗.
З (20) випливає розвинення функцiї w = (1 + z)α в околi точки z∗ = 0

(1 + z)α =
1

1 +

(−α)z

1 +

(1 + α)z

2 +

(1− α)z

3 + · · ·+
(n + α)z

2 +

(n− α)z

(2n + 1) + · · · .

В книзi [4] розвинення отримано за допомогою методу Лагранжа вiдшукання
розв’язку диференцiального рiвняння Рiккатi.

5.3. Функцiї w =
√

c + z, w = 1/
√

c + z. Iз теореми 7 та (18)–(19) випли-
ває наступне твердження.

Теорема 8. Оберненi похiднi 2–го типу функцiї w =
√

c + z знаходяться
за формулами

[2n](
√

c + z ) =
1

(2n + 1)
√

c + z
,

[2n+1](
√

c + z ) = −2(n + 1)(2n + 1)(2n + 3)

−3
(
√

c + z)3 , n = 1, 2, . . . ,

коефiцiєнти розвинення цiєї функцiї в квазi–обернений ланцюгового дробу типу
Тiле (12) в околi точки z = z∗ рiвнi

[0](
√

c + z∗) =
1√

c + z∗
, [1](

√
c + z∗) = −2(

√
c + z∗)3,

2n

([2n−1](
√

c + z∗))′
=

−2

(2n− 1)(2n + 1)
√

c + z∗
,

2n + 1

([2n](
√

c + z∗))′
= −2(2n + 1)2(

√
c + z∗)3 , n = 1, 2, . . . .
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Пiсля еквiвалентних перетворень з (20) маємо розвинення функцiї w =
=
√

c + z в околi точки z = z∗ в ланцюговий дрiб за формулою типу Тiле

√
c + z =

√
ϑ

1 −
z − z∗

2ϑ +

3(z − z∗)
2 +

z − z∗
6ϑ +

5(z − z∗)
2 +

3(z − z∗)
10ϑ +

+ · · ·+
(2n + 1)(z − z∗)

2 +

(2n− 1)(z − z∗)
2(2n + 1)ϑ + · · · , ϑ = c + z∗ . (21)

З (21) при z∗ = 0, c = 1 випливає розвинення функцiї w =
√

1 + z в околi нуля:

√
1 + z =

1

1−
z

2 +

3z

2 +

z

6 +

5z

2 +

3z

10 + · · ·+
(2n + 1)z

2 +

(2n− 1)z

2(2n + 1) + · · · .

Теорема 9. Оберненi похiднi 2–го типу функцiї w = 1/
√

c + z обчислюю-
ться за формулою

[n]
(
1/
√

c + z
)

= (n + 1)
√

c + z , n = 0, 1, 2, . . . ,

коефiцiєнти розвинення функцiї в ланцюговий дрiб за формулою типу Тiле в
околi точки z = z∗ рiвнi

[0](1/
√

c + z) =
√

c + z, [1](1/
√

c + z) = 2
√

c + z,

n

([n−1](1/
√

c + z))′
= 2

√
c + z, n = 2, 3, . . . .

З теореми 9 випливає, що в околi точки z = z∗ функцiя w = 1/
√

c + z роз-
вивається в квазi–обернений ланцюговий дрiб Тiле наступним чином

1√
c + z

=

(
1

ϑ
+

z − z∗
2ϑ +

z − z∗
2ϑ + · · ·+

z − z∗
2ϑ + · · ·

)−1

, ϑ =
√

c + z∗.

В частинному випадку при c = 1, z∗ = 0 маємо розвинення функцiї w =
= 1/

√
1 + z в околi нуля

1/
√

1 + z =
1

1+

z

2+

z

2+ · · ·+
z

2+ · · · .

5.4. Функцiя w = ln(c + z). Нехай задана псi–функцiя

ψ(z) =
d ln Γ(z)

d z
= −γ + (z − 1)

∞∑
n=0

1

(n + 1)(n + z)
,

де γ— стала Ойлера. Покажемо, що має мiсце наступне спiввiдношення для цi-
лочислових значень псi–функцiї:

n−1∑

k=0

(2k+1)(w0 +ψ(k+1))(1+w0 +ψ(k+1)) = n2(w0 +ψ(n))(w0 +ψ(n+1)), (22)

де w0 = const.
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Доведення. Спiввiдношення (22) доведемо за iндукцiєю. При n = 0 спiв-
вiдношення тривiальне. При n = 2 маємо

(w0 + ψ(1))(1 + w0 + ψ(1)) + 3(w0 + ψ(2))(1 + w0 + ψ(2)) =

= (w0 + ψ(2)− 1)(w0 + ψ(2)) + 3(w0 + ψ(2))(1 + w0 + ψ(2)) =

= (w0 + ψ(2))(4(w0 + ψ(2)) + 2)) = 22(w0 + ψ(2))(w0 + ψ(3)).

Припустимо, що (22) виконується при n = s. Тодi при n = s + 1 маємо

s∑

k=0

(2k +1)(w0 +ψ(k +1))(1+w0 +ψ(k +1)) =
s−1∑

k=0

(2k +1)(w0 +ψ(k +1))(1+w0+

+ψ(k+1))+(2s+1)(w0+ψ(s+1))(1+w0+ψ(s+1)) = s2(w0+ψ(s))(w0+ψ(s+1))+

+(2s+1)(w0 +ψ(s+1))(1+w0 +ψ(s+1)) = (w0 +ψ(s+1))(s2(w0 +ψ(s+1)− 1
s
)+

+(2s + 1) + (2s + 1)(w0 + ψ(s + 1))) = (s + 1)2(w0 + ψ(s + 1))(w0 + ψ(s + 2)).

Отже, (22) виконується i в цьому випадку.

Теорема 10. Функцiя w = ln(c + z), де c = const, z 6= −c, має оберненi
похiднi 2–го типу довiльного порядку, якi обчислюються за формулами

[2n]ln(c + z) =
1

2 Sn + ln(c + z)
, (23)

[2n+1]ln(c + z) = −(c + z)
n∑

m=0

(2m + 1)
(
2 Sm + ln(c + z)

)2
, (24)

де S0 = 0, Sn = γ + ψ(n + 1), n ∈ N ∪ {0}.
Доведення. Скористаємося методом повної математичної iндукцiї. При n =

= 0, 1 з (8) та (9) маємо

[0]ln(c + z) =
1

2S0 + ln(c + z)
, [1]ln(c + z) = −(c + z)(2S0 + ln(c + z))2,

[2]ln(c+z) =
1

2S1 + ln(c + z)
, [3]ln(c+z) = −(c+z)

1∑
m=0

(2n+1)
(
2Sm +ln(c+z)

)2
.

Формули вiрнi. Зробимо припущення, що при n = l формули (23)–(24) викону-
ються. Тодi

[2l+2]ln(c + z) =
2l + 2

([2l+1]ln(c + z))′
+ [2l]ln(c + z) =

=
−2(l + 1)∑l

m=0(2m + 1)(2Sm + ln(c + z))(2Sm + ln(c + z) + 2)
+

1

2Sl + ln(c + z)
.

До знаменника першого дробу застосуємо (22), маємо

[2l+2]ln(c + z) =
−2/(l + 1)

(2Sl + ln(c + z))(2Sl+1 + ln(c + z))
+

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2014, вип. 25, № 1



РОЗВИНЕННЯ ФУНКЦIЙ КОМПЛЕКСНОЇ ЗМIННОЇ . . . 143

+
1

2Sl + ln(c + z)
=

1

2Sl+1 + ln(c + z)
.

В свою чергу

[2l+3]ln(c+z) =
2l + 3(

[2l+2]ln(c + z)
)′ + [2l+1]ln(c+z) = −(c+z)(2l+3)

(
2Sl+1+ln(c+z)

)2−

−(c + z)
l∑

m=0

(2m + 1)
(
2Sm + ln(c + z)

)2
= −(c + z)

l+1∑
m=0

(2m + 1)
(
2Sm + ln(c + z)

)2
.

Формули (23)–(24) виконуються i при n = l + 1.
Iз (23)–(24) безпосередньо випливає, що коефiцiєнти розвинення функцiї w =

ln(c + z) в ланцюговий дрiб (12) в околi точки z = z∗ будуть рiвнi

[0]ln(c + z∗) =
1

ln(c + z∗)
, [1]ln(c + z∗) = −(c + z∗) ln2(c + z∗),

2k(
[2k−1]ln(c + z∗)

)′ =
−2/k(

2Sk−1 + ln(c + z∗)
)(

2Sk + ln(c + z∗)
) ,

2k + 1(
[2k]ln(c + z∗)

)′ = −(c + z∗)(2k + 1)
(
2Sk + ln(c + z∗)

)2
.

Маємо розвинення функцiї ln(c + z) в ланцюговий дрiб

ln(c + z) =

(
1

ln(c + z∗)
+

z − z∗
−(c + z∗) ln2(c + z∗) +

z − z∗
−2

ln(c+z)(2S1+ln(c+z))
+

+

z − z∗
−(c + z∗)(2S1 + ln(c + z∗))2 +

z − z∗
−1

(2S1+ln(c+z∗))(2S2+ln(c+z∗))
+ · · ·+

+

z − z∗
−2/k

(2Sk−1+ln(c+z∗))(2Sk+ln(c+z∗))
+

z − z∗
−(c + z∗)(2k + 1)(2Sk + ln(c + z∗))2 + · · ·

)−1

.

Зробимо позначення a = c + z∗, Hn = 2Sn + ln(c + z∗), n = 0, 1, 2, . . . , H−1 = 1.
Тодi пiсля еквiвалентних перетворень розвинення запишеться у виглядi

ln(c + z) =
H0

1 −
(z − z∗)H−1

aH0 +

(z − z∗)H1

2 +

(z − z∗)H0

3aH1 +

(z − z∗)H2

1 +

+

(z − z∗)H1

5aH2 + · · ·+
(z − z∗)Hk

2/k +

(z − z∗)Hk−1

(2k + 1)aHk + · · · .

У випадку z∗ = 0, c = e маємо

ln(c + z) =
1

1−
z

e +

3z

2 +

z

9e +

4z

1 +

3z

20e + · · ·+
H

(0)
k z

2/k +

H
(0)
k−1z

(2k + 1)eH
(0)
k

+ · · · .
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Висновки. Для функцiї однiєї комплексної змiнної заданої на компактi Z ⊂ C
розглядалися оберненi похiдної 2–го типу. Встановленi властивостi таких по-
хiдних, зокрема отриманi формули для знаходження обернених похiдних 2–го
типу для суми, рiзницi, добутку та частки двох функцiй. Отримано аналог фор-
мули Тiле у випадку розвинення функцiї в квазi–обернений ланцюговий дрiб.
Розглянута формула типу Тiле не передбачає використання анi основного ди-
ференцiального рiвняння Рiккатi, анi подання функцiї через гiпергеометричнi
функцiї або вiдношення гiпергеометричних функцiй, анi обчислення коефiцi-
єнтiв вiдповiдного ланцюгового дробу через вiдношення ганкелевих визначни-
кiв, якi складенi iз коефiцiєнтiв розвинення функцiї в степеневий ряд. В роботi
побудованi формальнi розвинення деяких функцiй за допомогою формули ти-
пу Тiле в квазi–обернений ланцюговий дрiб, оскiльки питання збiжностi таких
розвинень та встановлення областей рiвномiрної збiжностi в цiй роботi не роз-
глядалися.
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