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ПРО АНТИЛАНЦЮГИ З 1-СТАБIЛЬНИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ

It is proved that an antichain with positive quadratic Tits form consists of 1-stable elements if and
only if its length is 3.

Доведено, що антиланцюг з додатною квадратичною формою Тiтса складається iз 1-стабiльних
елементiв тодi i лише тодi, коли його довжина дорiвнює 3.

Квадратичнi форми виникають при розглядi багатьох задач в рiзних галузях
математики. В сучаснiй теорiї зображень важливу роль вiдiграють квадратичнi
форми Тiтса.

Вперше квадратична форма Тiтса була введена у 1972 р. П. Габрiелем [1]
для скiнченних сагайдакiв (орiєнтованих графiв). Вiн показав, що сагайдак має
скiнченний зображувальний тип тодi i лише тодi, коли є додатною деяка ква-
дратична форма, яку вiн назвав квадратичною формою Тiтса (зображення са-
гайдакiв також введенi П. Габрiелем у цiй же роботi). Цей результат П. Габрiеля
став початком нового напрямку в теорiї зображень, який пов’язаний з вивчен-
ням зв’язкiв мiж властивостями зображень та властивостями вiдповiдних ква-
дратичних форм.

У 1974 р. Ю. А. Дрозд [2] розглянув квадратичну форму Тiтса для скiн-
ченних частково впорядкованих множин i показав, що частково впорядкована
множина має скiнченний зображувальний тип тодi i лише тодi, коли його форма
Тiтса є слабо додатною (тобто додатною на векторах iз невiд’ємними коорди-
натами).

У 1977 р. М. М. Клейнер i А. В. Ройтер [3] ввели зображення диференцiаль-
них градуйованих категорiй, а також вiдповiдну квадратичну форму Тiтса, i
показали, що вiльна трикутна диференцiальна градуйована категорiя має скiн-
ченний тип тодi i лише тодi, коли її форма Тiтса є слабо додатною.

Квадратичнi форми Тiтса вивчали також К. Бонгартц, В. М. Бондаренко,
Ш. Бреннер, Н. С. Головащук, П. Дрекслер, С. А. Овсiєнко, Х. А. де ла Пеньа,
К. Рiнгель, Д. Сiмсон та багато iнших математикiв. При цьому розглядали-
ся як властивостi самих форм Тiтса для рiзних об’єктiв, так i зв’язки мiж їх
властивостями та властивостями зображень.

В теорiї зображень частково впорядкованих множин важливу роль вiдi-
грають не лише слабо додатнi, а й додатнi форми Тiтса. В. М. Бондаренко
i М. В. Стьопочкiна [4] показали, що у випадку, коли форма Тiтса частково
впорядкованої множини є додатною, її категорiя iн’єктивних зображень має
скiнченний зображувальний тип. Всi частково впорядкованi множини з дода-
тною формою Тiтса (що є аналогами графiв Динкiна) описано цими ж авторами
в роботi [5].

У цiй роботi ми продовжуємо вивчати локальнi деформацiї квадратичних
форм Тiтса скiнченних частково впорядкованих множин (див. статтi [6] – [9]).

Автор висловлює щиру подяку доктору фiзико-математичних наук, профе-
сору В. М. Бондаренку за постановку задачi та кориснi поради.
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1. Основнi поняття. Пiд квадратичною формою будемо розумiти довiльну
квадратичну форму над полем дiйсних чисел R:

f(z) = f(z1, . . . , zn) =
n∑

i=1

fiz
2
i +

∑
i<j

fijzizj.

Множину всiх таких квадратичних форм позначимо через R, а множину всiх
f(z) ∈ R з одиничними коефiцiєнтами f1, . . . , fn — через R0.

Нагадаємо деякi означення, введенi В. М. Бондаренком.
Нехай f(z) ∈ R0 i s ∈ {1, . . . , n}; s-деформацiєю форми f(z) називається

форма
f (s)(z, a) = f (s)(z1, . . . , zn, a) = az2

s +
∑

i6=s

z2
i +

∑
i<j

fijzizj,

де a — параметр.
Позначимо через F

(s)
+ множину всiх b ∈ R, таких що форма f (s)(z, b) є додат-

ною, i покладемо F
(s)
− = R\F

(s)
+ . Iншими словами, b ∈ F

(s)
− тодi i лише тодi, коли

iснує ненульовий вектор r = (r1, . . . , rn) ∈ Rn такий, що f (s)(r1, . . . , rn, b) ≤ 0.
Далi, покладемо

m
(s)
f = sup F

(s)
− ∈ R ∪∞

(оскiльки iз x ∈ F
(s)
− випливає, що y ∈ F

(s)
− для любого y < x, то цей супремум є

граничною точкою). Число m
(s)
f називається s-им P -граничним числом форми

f(z).
Легко бачити, що має мiсце наступне твердження.

Твердження 1. Нехай f(z1, . . . , zn) ∈ R0. Тодi

1) m
(s)
f ≥ 0;

2) m
(s)
f = ∞, якщо форма

f−s(z1, . . . , zs−1, zs+1, . . . , zn) = f(z1, . . . , zs−1, 0, zs+1, . . . , zn)

не є додатною.

У роботi [6] доведена наступна теорема.

Теорема 1. Нехай f(z1, . . . , zn) ∈ R0 i нехай m
(s)
f 6= ∞. Тодi

1) m
(s)
f ∈ F

(s)
− , а тому m

(s)
f — найбiльше число множини F

(s)
− .

2) форма f (s)(z, m
(s)
f ) є невiд’ємною.

Приведемо ще деякi означення.
Нехай S — частково впорядкована множина. Квадратичною формою Тiтса

множини S називається квадратична форма, яка задається наступною рiвнiстю:

qS(z) = z2
0 +

∑
i∈S

z2
i +

∑
i<j,i,j∈S

zizj − z0

∑
i∈S

zi

(з формальних мiркувань потрiбно вважати, що нi один iз елементiв S не поз-
начений символом 0).
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Число m
(i)
f , де f = qS(z), а i — елемент iз S, будемо позначати через mS(i) або

просто через m(i), якщо S фiксоване. Елемент i ∈ S називається r-стабiльним
вiдносно форми Тiтса, якщо mS(i) 6= ∞ i iснує частково впорядкована множина
T ⊃ S порядку |S| + r, така що mS(i) = mSN

(i); запис T ⊃ S означає, що S —
повна пiдмножина T (вiдносно часткової впорядкованостi на T ).

Цi поняття також введено В. М. Бондаренком.

2. Формулювання основного результату.
Нагадаємо, що антиланцюгом називається частково впорядкована множина,

кожнi два елементи якої непорiвняльнi. Число елементiв антиланцюга називає-
ться його довжиною. Очевидно (в силу симетрiї), що якщо антиланцюг мiстить
1-стабiльний елемент, то всi його елементи 1-стабiльнi.

Мета цiєї статтi — доведення наступної теореми.

Теорема 2. Антиланцюг з додатною квадратичною формою Тiтса склада-
ється iз 1-стабiльних елементiв тодi i лише тодi, коли його довжина дорiв-
нює 3.

3. Допомiжнi леми.
Нехай S — частково впорядкована множина, елементами якої є натуральнi

числа: 1, 2, . . . , n. Будемо вважати, що елемент n, для якого ми обчислюємо
число m(n), буде найбiльшим серед i ∈ S як натуральних чисел. Тодi матриця
квадратичної форми q

(p)
S (z, a) — це симетрична матриця розмiру (n+1)×(n+1)

такого вигляду:

Ma =
1

2




2 −1 −1 . . . −1 −1
−1 2 ∗ . . . ∗ ∗
−1 ∗ 2 . . . ∗ ∗
...

...
... . . . ...

...
−1 ∗ ∗ . . . 2 ∗
−1 ∗ ∗ . . . ∗ 2a




.

Оскiльки для обчислення чисел m(i) ми будемо користуватися лише критерiєм
Сiльвестра (для додатностi квадратичної форми), то замiсть матрицi Ma можна
розглядати матрицю M◦

a , яка отримується iз Ma шляхом множення останної на
2 та подальшого множення її першого рядка i першого стовпця на −1:

M◦
a =




2 1 1 . . . 1 1
1 2 ∗ . . . ∗ ∗
1 ∗ 2 . . . ∗ ∗
...

...
... . . . ...

...
1 ∗ ∗ . . . 2 ∗
1 ∗ ∗ . . . ∗ 2a




.

Зауважимо ще, що коли ми розглядаємо частково впорядковану множину
S з додатною формою Тiтса, то всi головнi мiнори матрицi M◦

1 — додатнi (за
критерiєм Сiльвестра), а значить mS(n) є розв’язком вiдносно a лiнiйного рiв-
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няння ∆(n, a) = 0, де

∆(n, a) = |M◦
a | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 . . . 1 1
1 2 ∗ . . . ∗ ∗
1 ∗ 2 . . . ∗ ∗
...

...
... . . . ...

...
1 ∗ ∗ . . . 2 ∗
1 ∗ ∗ . . . ∗ 2a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Очевидно, що в цьому випадку коефiцiєнт при a не дорiвнює нулю (i навiть
додатний).

Введемо наступнi частково впорядкованi множини: S1 = {1} (антиланцюг
довжини 1), S2 = {1, 2 | 1 ≺ 2}, S3 = {1, 2} (антиланцюг довжини 2), S4 =
{1, 2, 3 | 2 ≺ 3}, S5 = {1, 2, 3 | 1 ≺ 2, 1 ≺ 3}, S6 = {1, 2, 3} (антиланцюг довжини
3).

Легко показати (див., наприклад, [10]), що квадратична форма Тiтса для
для кожної iз цих частково впорядкованих множин є додатною.

Очевидно (в силу симетрiй), що для S = S2, S3 виконується рiвнiсть mS(1) =
mS(2), для S = S4, S5 виконується рiвнiсть mS(2) = mS(3), а для S = S6 вико-
нуються рiвностi mS(1) = mS(2) = mS(3).

Лема 1. Нехай S = S1. Тодi mS(1) = 1/4.

Доведення. Оскiльки визначикто

∆1(1, a) =

∣∣∣∣
2 1
1 2a

∣∣∣∣

дорiвнює 4a− 1, то mS(1) = 1/4.

Лема 2. Нехай S = S2. Тодi mS(1) = mS(2) = 1/3.

Доведення. Розкладаючи визначник

∆2(2, a) =

∣∣∣∣∣∣

2 1 1
1 2 1
1 1 2a

∣∣∣∣∣∣

по останньому рядку, маємо: ∆2(2, a) = −1−1+6a = −2+6a. Отже, mS(2) = 1/3.

Лема 3. Нехай S = S3. Тодi mS(1) = mS(2) = 1/3.

Доведення. Розкладаючи визначник

∆3(2, a) =

∣∣∣∣∣∣

2 1 1
1 2 0
1 0 2a

∣∣∣∣∣∣

по останньому рядку, маємо: ∆3(2, a) = −2 + 6a. Отже, mS(2) = 1/3.

Лема 4. Нехай S = S4. Тодi mS(1) = 3/8 i mS(2) = mS(3) = 3/8.
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Доведення. Розкладаючи визначник

∆4(3, a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1
1 2 0 0
1 0 2 1
1 0 1 2a

∣∣∣∣∣∣∣∣

по останньому рядку i враховуючи, що
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
2 0 0
0 2 1

∣∣∣∣∣∣
= 2,

∣∣∣∣∣∣

2 1 1
1 2 0
1 0 1

∣∣∣∣∣∣
= 1

i ∆3(2, 1) = 4, маємо: ∆4(3, a) = −2− 1 + 8a. Отже, mS(3) = 3/8.
Далi, для обчислення mS(1) зробимо наступну перенумерацiю елементiв S:

1 → 3, 2 → 1, 3 → 2 (щоб можна було дослiвно застосувати вказану вище схему).
Тодi (в нових позначеннях), розкладаючи визначник

∆′
4(3, a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1
1 2 1 0
1 1 2 0
1 0 0 2a

∣∣∣∣∣∣∣∣

по останньому рядку i враховуючи, що ∆2(2, 1) = 4, маємо: ∆′
4(3, a) = −3 + 8a.

Отже, mS(3) = 3/8 або, в старих позначеннях, mS(1) = 3/8.

Лема 5. Нехай S = S5. Тодi mS(2) = mS(3) = 1/2.

Доведення. Розкладаючи визначник

∆5(3, a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 2 0
1 1 0 2a

∣∣∣∣∣∣∣∣

по останньому рядку i враховуючи, що
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
2 1 1
1 2 0

∣∣∣∣∣∣
= 2,

∣∣∣∣∣∣

2 1 1
1 1 1
1 2 0

∣∣∣∣∣∣
= −2

i ∆2(2, 1) = 4, маємо: ∆5(3, a) = −2− 2 + 8a. Отже, mS(3) = 1/2.

Лема 6. Нехай S = S6. Тодi mS(1) = mS(2) = mS(3) = 1/2.

Доведення. Розкладаючи визначник

∆6(3, a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1
1 2 0 0
1 0 2 0
1 0 0 2a

∣∣∣∣∣∣∣∣
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по останньому рядку i враховуючи, що
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
2 0 0
0 2 0

∣∣∣∣∣∣
= 4

i ∆3(2, 1) = 4, маємо: ∆6(3, a) = −4 + 8a. Отже, mS(3) = 1/2.

4. Доведення теореми 2.
Покажемо спочатку, що елемент антиланцюга P = {b} довжини 1 не є 1-

стабiльним.
Нехай, T — частково впорядкована множина порядку 2, яка мiстять P як

повну пiдмножину; елемент x ∈ T , вiдмiнний вiд b, позначимо через d. Тодi, за-
стосовуючи лему 2, якщо b та d порiвняльнi, i лему 3, якщо b та d непорiвняльнi,
маємо mT (b) = 1/3. З iншого боку, за лемою 1 маємо рiвнiсть mP (b) = 1/4. От-
же, (єдиний) елемент автоланцюга P не є 1-стабiльним.

Покажемо тепер, що антиланцюг P = {b, c} довжини 2 не мiстить 1-стабiльних
елементiв. В силу симетрiї достатньо показати, що один iз його елементiв, на-
приклад, b, не є 1-стабiльним.

Нехай T — частково впорядкована множина порядку 3, яка мiстять P як
повну пiдмножину; елемент x ∈ T , вiдмiнний вiд b i c, позначимо через d. Тодi,
застосовуючи леми 4 – 6 i враховуючи (в ситуацiї леми 5), що x ∈ T має те ж
саме число m(x) як в T , так i в дуальнiй до T частково впорядкованiй множинi
T op, маємо:

mT (b) = 3/8, якщо d порiвняльне з b i непорiвняльне з c;
mT (b) = 3/8, якщо d непорiвняльне з b i порiвняльне з c;
mT (b) = 1/2, якщо d порiвняльне як з b, так i з c;
mT (b) = 1/2, якщо d непорiвняльне як з b, так i з c.

З iншого боку, за лемою 3 маємо рiвнiсть mP (b) = 1/3. Отже, елемент b не є
1-стабiльним.

Оскiльки квадратична форма Тiтса антиланцюга довжини l > 3 не є додат-
ною (див. [5]), то для завершення доведення теореми 2 залишилося показати,
що антиланцюг довжини 3 мiстить 1-стабiльний елемент (а тодi, як говорилося
вище, всi його елементи є 1-стабiльними).

Нехай P — такий антиланцюг, елементи якого нам зручно позначити чис-
лами 2, 3, 4. За лемою 6 маємо рiвнiсть mP (4) = 1/2. Розглянемо частково впо-
рядковану множину T = {1, 2, 3, 4 | 1 ≺ 2, 1 ≺ 3}. Обчислимо число mT (4).

Розкладаючи визначник

∆(4, a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1
1 2 1 1 0
1 1 2 0 0
1 1 0 2 0
1 0 0 0 2a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
по останньому рядку, а потiм перший iз нових визначникiв по останньому стов-
пцю, а другий — по останньому рядку, маємо:

∆(4, a) = −
∣∣∣∣∣∣

2 1 1
1 2 0
1 0 2

∣∣∣∣∣∣
+ 2a



−

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
2 1 1
1 2 0

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

2 1 1
1 1 1
1 2 0

∣∣∣∣∣∣
+ 2

∣∣∣∣∣∣

2 1 1
1 2 1
1 1 2

∣∣∣∣∣∣



 .

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2014, вип. 25, № 1



ПРО АНТИЛАНЦЮГИ З 1-СТАБIЛЬНИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ 151

Оскiльки
∣∣∣∣∣∣

2 1 1
1 2 0
1 0 2

∣∣∣∣∣∣
= ∆3(2, 1) = 4,

∣∣∣∣∣∣

2 1 1
1 2 1
1 1 2

∣∣∣∣∣∣
= ∆2(2, 1) = 4,

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
2 1 1
1 2 0

∣∣∣∣∣∣
= 2,

∣∣∣∣∣∣

2 1 1
1 1 1
1 2 0

∣∣∣∣∣∣
= −2,

то ∆(4, a) = −4 + 2a(−2− 2 + 8) = −4 + 8a, а отже mT (4) = 1/2.
Таким чином, mP (4) = mT (4), а значить 4 є 1-стабiльним елементом анти-

ланцюга P .
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