
152 В. М. ПЕТЕЧУК, Ю. В. ПЕТЕЧУК

УДК 512.547.25

В. М. Петечук (Закарпатский ин-т последипломного педагог. образования),
Ю. В. Петечук (Ужгородський национальный университет)

ГОМОМОРФИЗМЫ МАТРИЧНЫХ ГРУПП НАД
АССОЦИАТИВНЫМИ КОЛЬЦАМИ. ЧАСТЬ I

The article continues the research of the description of homomorphism of matrix groups above
associative rings c 1. Usual generalization of the description of isomorphism is the description of
homomorphism with the condition (*) of matrix groups above associative rings c 1. The condition
(*) is probably not the limit where the description of homomorphism of matrix groups above
associative rings can be made. However, nowadays it is most widely used condition where the
standard description is possible. Ununit homomorphism Λ : G → GL(W ), E(n, R) ⊆ G ⊆
GL(n,R) satisfies a condition (*), if for arbitrary nilpotent element m ∈ End(W ), m2 = 0 exists
converted into K natural numbers s1, s2 and A ∈ G, which are ΛA = 1 + s1m and from equality
ΛAΛB = ΛBΛA, B ∈ G follows that As2B = BAs2 .

В настоящей работе продолжаются исследования описания гомоморфизмов матричных групп
над ассоциативными кольцами с 1. Естественным обобщением описания изоморфизмов явля-
ется описание гомоморфизмов с условием (*) матричных групп над произвольными ассоциа-
тивными кольцами с 1. Условие (*) возможно не предел, при котором может быть осуществ-
лено описание гомоморфизмов матричных групп над ассоциативными кольцами. Однако, в
настоящее время, это наиболее широкое условие, при котором получается стандартное опи-
сание. Неединичный гомоморфизм Λ : G → GL(W ), E(n, R) ⊆ G ⊆ GL(n,R) удовлетворя-
ет условие (*), если для произвольного ненулевого нильпотентного элемента m ∈ End(W ),
m2 = 0 существуют обратимые в K натуральные числа s1, s2 и A ∈ G такие, что ΛA = 1+s1m,
и из равенства ΛAΛB = ΛBΛA, B ∈ G следует, что As2B = BAs2 .

Введение. В настоящей работе описываются гомоморфизмы матричных
групп над ассоциативными кольцами с 1. Естественным обобщением описания
изоморфизмов, полученное в частных случаях в работах многочисленных авто-
ров и завершенное И. З. Голубчиком [22], является описание гомоморфизмов с
условием (*) матричных групп над произвольными ассоциативными кольцами
с 1. Условие (*) возможно не предел, при котором может быть осуществле-
но описание гомоморфизмов матричных групп над ассоциативными кольцами.
Однако, в настоящее время, это наиболее широкое условие, при котором полу-
чается стандартное описание.

Неединичный гомоморфизм Λ : G → GL(W ), E(n,R) ⊆ G ⊆ GL(n,R) над
ассоциативным кольцом R с 1 удовлетворяет условие (*), если для произволь-
ного ненулевого нильпотентного элемента m ∈ End(W ), m2 = 0 существуют
обратимые в K натуральные числа s1, s2 и A ∈ G такие, что ΛA = 1 + s1m, и
из равенства ΛAΛB = ΛBΛA, B ∈ G следует, что As2B = BAs2 .

В частности, условие (*) удовлетворяет произвольный изоморфизм группы
G на группу GL(W ). Для этого достаточно положить s1 = s2 = 1 и воспользо-
ваться тем, что 1 + m ∈ GL(W ).

Нетрудно видеть, что из определения гомоморфизма с условием (*) и ра-
венств ΛAΛBi = ΛBiΛA, Bi ∈ G, 1 ≤ i ≤ t следует, что существуют натураль-
ные числа l1, . . . , lt, которые обратимы в K такие, что AliBi = BiA

ii , 1 ≤ i ≤ t.
Положив s2 = l1, . . . , lt получаем, что As2Bi = BiA

s2 для всех 1 ≤ i ≤ t однов-
ременно. Аналогично доказывается, что вместо одного элемента A ∈ G можно
рассматривать конечное множество элементов группы G.
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Описание гомоморфизмов с условием (*) матричных групп над произволь-
ными ассоциативными кольцами R с 1 состоит из описания гомоморфизмов с
условием (*) в случае, когда в кольце R обратим элемент 2 или элемент 3. Да-
лее, в случае, когда элементы 2 и 3 необратимы, локализацией по степеням 2
и 3 предыдущее описание позволит получить описание гомоморфизмов с усло-
вием (*) матричных групп над произвольными ассоциативными кольцами с 1 в
размерностях больше или равно 4.

Работа состоит из двух частей. В первой из них рассматриваются общие
вопросы и полностью случай обратимости элемента 2 в размерностях больше
или равно 3. Случай обратимости элемента 3 в размерностях больше или равно
4 будет изложен во второй части работы в отдельной публикации.

Историю вопроса и хронологию результатов можно найти в [1–28], [30, 57].
Близкими вопросами к описанию гомоморфизмов матричных групп над ассо-
циативными кольцами являются описания изоморфизмов классических групп
[8,20,29,31], групп Шевалле [32–45], стабильных групп [46,47] над различными
кольцами. Также важное значение имеет описание стабильного строения ли-
нейных групп [21,23,30,31], [48–56] над ассоциативными кольцами.

Пусть R – ассоциативное кольцо с 1, Rn – кольцо всех n× n матриц над R,
GL(n,R) – группа обратимых матриц кольца Rn, E(n,R) – подгруппа полной
линейной группы GL(n,R), порожденная трансвекциями tij(r) = E+reij, r ∈ R,
1 ≤ i 6= j ≤ n, G – произвольная группа такая, что E(n,R) ⊆ G ⊆ GL(n, R).

Пусть K – ассоциативное кольцо с 1, W – левый (необязательно свободный)
K-модуль, а GL(W ) – группа обратимых элементов кольца End(W ).

Основным результатом работы, которая состоит из двух частей, является
Теорема. Пусть R и K – ассоциативные кольца с 1, E(n,R) ⊆ G ⊆

⊆ GL(n,R), n ≥ 4, W – левый K-модуль, гомоморфизм Λ : G → GL(W )
удовлетворяет условие (∗). Тогда существуют подмодули L и P модуля W
и изоморфизм g : W → L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸

n

⊕ P такие, что

Λ(x) = g−1
[
δ(x)e + ν(x)−1(1− e) + e1

]
g,

где x ∈ E(n,R), δ – кольцевой гомоморфизм и ν – кольцевой антигомомор-
физм кольца Rn, индуцированные кольцевым гомоморфизмом δ : R → End(L)
и кольцевым антигомоморфизмом ν : R → End(L) соответственно в кольцо
End(L⊕ · · · ⊕ L)︸ ︷︷ ︸

n

, e – центральный идемпотент подкольца δR кольца End(L),

1 – единица кольца End(L⊕ · · · ⊕ L)︸ ︷︷ ︸
n

, а e1 – единица кольца End(P ).

Замечание. Если дополнительно предположить, что 2 ∈ R∗, то теорема
верна при n ≥ 3. Этот результат составляет содержание первой части рабо-
ты. Если n = 3 и 2 /∈ R∗, то существуют нестандартный гомоморфизм [26].

1. Локализация. Пусть R и K – ассоциативные кольца с 1, S – мультипли-
кативно замкнутое подмножество натуральных чисел кольца K, содержащее 1
и не содержащее 0 в кольце K, Ks – локализация K по S, Λs : K → Ks – канони-
ческий гомоморфизм, определенный по правилу Λs(k) = ks

s
для произвольного
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k ∈ K и s ∈ S.
Пусть W – ненулевой K-модуль, Ws – его локализация по S, Λs : End(W ) →

→ End(Ws) – канонический гомоморфизм, определенный по правилу Λs(σ)
(

w
s

)
=

= σ(w)
s

для произвольных σ ∈ End(W ), s ∈ S, w ∈ W . Ясно, что Λs – кольцевой
гомоморфизм.

Образы элементов колец K, EndW и модуля W при локализации будем
обозначать чертой сверху.

Пусть Λ : R → K, а также Λ : GL(n,R) → GL(W ) – произвольные гомомор-
физмы, Λ = ΛsΛ. Очевидно, что ΛS ⊆ K∗

s .
Пусть G – такая группа, что E(n,R) ⊆ G ⊆ GL(n,R), n ≥ 2, Λ : G → GL(W )

– гомоморфизм.
Определение 1. Будем говорить, что неединичный гомоморфизм Λ удов-

летворяет расширенное условие (*), если для произвольного ненулевого ниль-
потентного элемента m ∈ EndW , m2 = 0 существуют натуральные числа s1

и s2, которые обратимы в K, и A ∈ G такие, что ΛA = 1+s1m и из равенства
ΛA · ΛB = ΛB · ΛAk, B ∈ G следует, что As2B = BAs2k, где k содержится в
некотором множестве целых чисел.

В частности, гомоморфизм, удовлетворяющий расширенное условие (*), ко-
гда среди k содержится 1, удовлетворяет условие (*). Для этого достаточно
положить k = 1.

Лемма 1. Если Λ:G→GL(W ) удовлетворяет расширенное условие (∗), то
гомоморфизм Λ:G→GL(Ws) также удовлетворяет расширенное условие (∗).

Доказательство.Пусть m – произвольный ненулевой нильпотентный эле-
мент кольца End(Ws), m2 = 0. Это означает, что m 6= 0 и s0m ∈ End(W ) для
некоторого s0 ∈ S и имеет место равенство s′0(s0m)2 = 0. Тогда (s0s

′
0m)2 = 0. По

условию существует матрица A ∈ G такая, что ΛA = 1 + s1m1, где m1 = s0s
′
0m,

s1 ∈ S, m1 = m, ΛA = 1 + s1m1.
Если g ∈ G и ΛgΛA = ΛAkΛg, где k – целое число, то существует s′ ∈ S,

что (ΛgΛA− ΛAkΛg)s′ = 0. Поэтому (Λgm1 − km1Λg)s1s
′ = 0 и, как следствие,

ΛgΛAs1s′ = ΛAks1s′Λg. По расширенному условию (*) существует элемент s2 =
s1s

′ ∈ S такой, что gAs2 = Aks2g.
Тем самым доказано, что Λ удовлетворяет расширенное условие (*). Лемма

1 доказана.
Нетрудно видеть, что из равенств

2n = (3− 1)n =
n∑

i=0

Ci
n3i(−1)n−i и 3n = (2 + 1)n =

n∑
i=0

Ci
n2i,

где n ≥ 1 следует, что в произвольном ассоциативном кольце K с 1 нильпотент-
ность элемента 2 влечет условие 3 ∈ K∗, а нильпотентность элемента 3 условие
2 ∈ K∗. Поэтому из условия 2 /∈ K∗ следует, что множество S1 = {3i | i ≥ 0}
не содержит нулевых элементов, а из условия 3 /∈ K∗ следует, что множество
S2 = {2i | i ≥ 0} не содержит нулевых элементов.

Пусть S означает S1 или S2. В обоих случаях S⊆K∗
s и, согласно лемме 1,

гомоморфизм Λ : G → GL(Ws) удовлетворяет условие (*) над кольцом Ks.
В частности, если 2 /∈ K∗ и 3 /∈ K∗ одновременно, то элементы 2 и 3 не яв-
ляются нильпотентными в кольце K. В этом случае элементы 2 и 3 обрати-
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мые в кольце Ks, где S является S1 = {2i | i ≥ 0} или S2 = {3i | i ≥ 0}
соответственно. Гомоморфизмы W → WSi

, (i = 1, 2) индуцируют вложение
W → Ws1 ⊕Ws2 , GL(W ) → GL(Ws1) ⊗ GL(Ws2). Из описания гомоморфизмов
Λi : G → GL(W ) → GL(Wsi

), (i = 1, 2) следует, что существуют изоморфизмы
gi : Wsi

→ Li ⊕ · · · ⊕ Li︸ ︷︷ ︸
n

⊕ Pi, такие что

Λi(x) = g−1
i

[
δi(x)ei + νi(x)−1(1− ei) + e′i

]
gi

для всех x ∈ E(n,R), где δi – кольцевой гомоморфизм R → EndΛi, ei = δi(1), νi –
кольцевой антигомоморфизм R → EndΛi, 1 – единица кольца End(Li ⊕ · · · ⊕ Li)︸ ︷︷ ︸

n

,

e′i – единица кольца EndPi. Обозначим

L = L1⊕L2, P = P1⊕P2, e = e1+e2, e
′ = e′1+e′2, δ = δ1+δ2, ν = ν1+ν2, g = g1+g2.

Ясно, что g – изоморфизм W → L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸
n

⊕P , e – центральный идемпотент

подкольца δR кольца EndL, δ – кольцевой гомоморфизм R → EndL, ν – кольце-
вой антигомо- морфизм R → EndL такие, что Λ(x) = g−1

[
δ(x)e + νx−1(1− e)+

e′] g для всех x ∈ E(n,R), 1 – единица кольца End

(
L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸

n

)
, e′ – единица

кольца EndP .
Таким образом, описание гомоморфизмов Λ : G → GL(W ) с условием (*)

сводится к двум случаям 2 ∈ K∗ или 3 ∈ K∗. В дальнейшем будут рассматри-
ваться только эти случаи.

Замечание. В случае, когда одновременно 2 /∈ K∗ и 3 /∈ K∗, описание гомо-
морфизмов Λ : G → GL(W ) с условием (*) можно осуществить и по-другому.
Для этого, как и в предыдущем случае, следует воспользоваться описанием
гомоморфизмов Λi : G → GL(W ) → GL(Wsi

), (i = 1, 2).
Рассмотрим гомоморфизм Λi : End(W ) → End(Wsi

). Очевидно, что Λi –
кольцевые гомоморфизмы и Λi = ΛiΛ, где (i = 1, 2). Обозначим

ej = −Λtjj+1(1)Λtj+1j(−1)− ΛE + Λtjj+1(1) + Λtj+1j(−1),

где 1 ≤ j < n. Тогда ej ∈ End(W ), Λi

(
e2

j − ej

)
= 0, где i = 1, 2. Поскольку числа

2 и 3 являются взаимно простыми, то пересечение kerΛ1 ∩ kerΛ2 = 0. Поэтому
e2

j = ej.
Аналогично доказывается, что ej множество попарно-коммутируючих идем-

потентов, а также, что αjej + ejαj = eαj, где αj = Λtjj+1(1)Λtj+1j(−1)Λtjj+1(1),
e = ΛE, E – единичная матрица группы G.

Пользуясь разложением

W = P (e) ∩ P (e1)⊕ P (e) ∩R(e1)⊕R(e)

и, далее раскладывая R(e), как и при описании кольцевых гомоморфизмов
Rn → Km, полученное в работах многочисленных авторов и завершенное В. М. Пе-
течуком [27], можем считать, что

Λtij(r) = g−1 [tij(δr)e + tji(−νr)(1− e) + e1] g,
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где g : W → L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸
n

⊕ P – изоморфизм левых R-модулей, δ : R → EndL

– кольцевой гомоморфизм, ν : R → EndL – кольцевой антигомоморфизм, 1 –

единица кольца End

(
L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸

n

)
, e – центральный идемпотент подкольца δR

кольца EndL, e1 – единица кольца EndP .

2. Коммутаторные формулы. Пусть R – ассоциативное кольцо с 1, R∗ –
группа обратимых элементов кольца R, Rn – кольцо матриц n×n над R, n ≥ 1,
GL(n,R)=R∗

n– полная линейная группа обратимых n×n матриц над кольцом R.
Обозначим через eij матрицу кольца Rn, у которой на месте (i, j) стоит еди-

ница, а на остальных местах нули. Очевидно, что eijekl = δjkeil, где δjk – символ
Кронекера. Единичную матрицу кольца Rn будем обозначать 1. Нетрудно ви-
деть, что srekls

−1 = αkrα
−1
l es(k)s(l), где s – мономиальная матрица такая, что на

местах (s(t), t) находятся элементы αt ∈ R∗, 1 ≤ t ≤ n, а на остальных местах
нули.

Элементы tij(r) = 1 + reij, где r ∈ R, 1 ≤ i 6= j ≤ n будем называть эле-
ментарными трансвекциями, а диагональные элементы di = 1 − 2eii, 1 ≤ i ≤ n
элементарными инволюциями. Трансвекции tij(1) иногда будем называть еди-
ничными трансвекциями.

Очевидно, что d2
k = 1, dkeijd

−1
k = −eij, если i 6= j, k ∈ {i, j}. В остальных

случаях dk коммутирует с eij. Поэтому [dk, tij(r)] = tij(−2r), если k ∈ {i, j},
r ∈ R. В остальных случаях dk коммутирует с tij(r).

В группе GL(n, R), n ≥ 3 имеют место матричные коммутаторные формулы
[tik(r1), tlj(r2)] = tij(δklr1r2), где 1 ≤ k 6= i, i 6= j, l 6= i ≤ n – произвольные числа,
δkl – символ Кронекера, r1, r2 – произвольные элементы кольца R. В частности,
[tik(r), tkj(1)] = tij(r), где 1 ≤ i, j, k ≤ n – попарно различные произвольные
числа, r ∈ R.

В произвольной группе G элемент [g1, g2] = g1g2g
−1
1 g−1

2 будем называть ком-
мутатором элементов g1, g2, а элемент [g1, . . . , gt] = [[g1, . . . , gt−1], gt] - коммута-
тором длины t группы G, где t > 2.

Пусть tij = tij(−1)tji(1)tij(−1) = tji(1)tij(−1)tji(1). Тогда tijtji = tjitij = 1
и t2ij = t2ji = didj. Понятно, что tij = s – мономиальная матрица такая, что
s(i) = j, s(j) = i, s(k) = k, где 1 ≤ i, j, k ≤ n – попарно различные числа,

αt =(tij)s(t)t =





1, если t = i,
−1, если t = j,

1, если t 6= i, j,
αkα

−1
l =αkαl =

{−1, если k=j 6= l или l=j 6=k,
1, в остальных случаях.

Имеют место формулы

tijeklt
−1
ij = αkαles(k)s(l) =





−eil, если k=j 6= l,
−eli, если l=j 6=k,

eii, если k=j = l,
ejj, если k= i= l,
ejk, если k= i 6= l,
ekj, если l= i 6=k,
ekl, если k, l/∈{i,j},

tijtkl(r)t
−1
ij =





til(−r), если k=j 6= l,
tli(−r), если l=j 6= k,
tjk(r), если k = i 6= l,
tkj(r), если l= i 6=k,
tkl(r), если k 6= l /∈{i,j},
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где r – произвольный элемент кольца R.
В частном случае важными являются равенства

tijdkt
−1
ij =





di, если j = k,
dj, если i = k,
dk, если i 6= k, j 6= k,

tijdkdlt
−1
ij =





dldi, если j = k, i 6= l,
djdl, если i = k, j 6= l,
dkdj, если i = l, j 6= k,
didk, если j = l, i 6= k,

где k 6= l. В остальных случаях элемент tij коммутирует с элементами dkdl.
Гомоморфизм 1:G→1 будем называть единичным гомоморфизмом группы G.
Если G – группа такая, что E(n,R) ⊆ G ⊆ GL(n,R), где R – ассоциативное

кольцо с 1, n ≥ 3, а Λ : G → GL(W ) – произвольный гомоморфизм, то из фор-
мулы [tij, tjk(1), tij(r)] = tik(−r), где r ∈ R, 1 ≤ i, j, k ≤ n – попарно различные
числа, и матричных коммутаторных формул следует, что Λtij 6= 1 для некото-
рых, а значит для всех 1 ≤ i 6= j ≤ n или Λ – единичный гомоморфизм группы
E(n,R).

Аналогичный результат Λtijtij(−1) 6= 1 или ΛE(n,R) = 1 следует из ра-
венства [tijtij(−1), tjk(1), tji(r)] = tjk(r), где r ∈ R, 1 ≤ i, j, k ≤ n – попарно
различные числа.

Лемма 2. Пусть R – ассоциативное кольцо с 1 и элемент x ∈ GL(n,R)
коммутирует с элементом t2ij в кольце Rn. Тогда коммутаторы [x, t2kl] ком-
мутируют с элементами eii + ejj для всех 1 ≤ k 6= l ≤ n.

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что элемент
x коммутирует с элементом t212 = diag(−1,−1, 1, . . . , 1). Тогда x коммутирует с
элементом 1− t212 = diag(+2, +2, 0, . . . , 0).

Пусть x = (xpq), где xpq ∈ R, 1 ≤ p, q ≤ n. Согласно предположению 2xpq =
= 2xqp = 0 для всех 1 ≤ p ≤ 2 и 2 ≤ q ≤ n. Поэтому 2x = diag(2x1, 2x2),
2x−1 = diag(2y1, 2y2), где x1, y1 ∈ R2 и x2, y2 ∈ Rn−2. Следовательно,

x(1− dk)x
−1 = +x2ekkx

−1 = diag(x1, x2)2ekkx
−1 = 2diag(x1, x2)ekk(y1, y2).

Из последнего следует, что

xdkx
−1 ∈

{
diag(R2, 1), если 1 ≤ k ≤ 2,
diag(1, Rn−2), если 3 ≤ k ≤ n.

Аналогично

xdlx
−1 ∈

{
diag(R2, 1), если 1 ≤ l ≤ 2,
diag(1, Rn−2), если 3 ≤ l ≤ n.

Поэтому xt2klx
−1 = xdkdlx

−1 ∈ diag(R2, Rn−2). Тем самым доказано, что ком-
мутатор [x, t2kl] ∈ diag(R2, Rn−2) и следовательно, коммутирует с e11+e22. Лемма
2 доказана.

Заметим, что если в лемме 2 k и l одновременно не содержатся в {i, j}, то
коммутатор [x, t2kl] коммутирует с di и dj и [x, t2kl]ii = [x, t2kl]jj = 1.

Пусть R – ассоциативное кольцо с 1.
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Напомним, что отображение δ кольца R в некоторое другое ассоциативное
кольцо с 1 называется кольцевым гомоморфизмом, если

δ(0) = 0, δ(r1 + r2) = δ(r1) + δ(r2), δ(r1r2) = δ(r1)δ2(r2)

для произвольных элементов r1, r2 из R. Аналогично, отображение ν кольца R
в кольцо R1 называется кольцевым антигомоморфизмом, если

ν(0) = 0, ν(r1 + r2) = ν(r1) + ν(r2), ν(r1r2) = ν(r2)ν(r1)

для произвольных элементов r1, r2 из R.
Если δ : R → R1 – кольцевой гомоморфизм, ν : R1 → R2 – кольцевой антиго-

моморфизм, то νδ : R → R2 является кольцевым антигомоморфизмом. Анало-
гично, если ν : R → R1 – кольцевой антигомоморфизм, δ : R1 → R2 – кольцевой
гомоморфизм, то δν : R → R2 является кольцевым антигомоморфизмом.

Пусть R0 означает кольцо R в котором задана операция умножения по пра-
вилу x◦y = yx, где x, y – произвольные элементы кольца R. Кольцо R0 называ-
ется оппозитом кольца R. Ясно, что (R0)0 = R. Отображение ν0 : R → R0 по
правилу ν0(r) = r, r ∈ R является кольцевым антигомоморфизмом R в R0.

Нетрудно видеть, что если δ :R→R1 – кольцевой гомоморфизм, ν0 :R1→R0
1 –

кольцевой антигомоморфизм, то ν0δ – кольцевой антигомоморфизм . И наобо-
рот. Если δ : R → R1 – кольцевой антигомоморфизм, ν0 : R1 → R0

1 – кольцевой
антигомоморфизм, то ν0δ – кольцевой гомоморфизм.

Очевидно, что сужение кольцевого гомоморфизма на мультипликативную
группу кольца порождает групповой гомоморфизм, а кольцевой антигомомор-
физм – групповой антигомоморфизм. Кольцевой антигомоморфизм также по-
рождает групповой гомоморфизм мультипликативной группы кольца, если ка-
ждому элементу мультипликативной группы поставить в соответствие обра-
тный его образу элемент относительно кольцевого антигомоморфизма.

Кольцевой гомоморфизм δ : R→R1 индуцирует гомоморфизм δ : Rn→(R1)n,
по правилу δ(rij) = (δrij), где rij ∈ R, 1 ≤ i, j ≤ n. Кольцевой антигомомор-
физм ν : R → R1 индуцирует кольцевой антигомоморфизм ν : Rn → (R1)n по
правилу ν(rij) = (νrji) = (т νrij), где т – означает транспортирование. В частно-
сти, кольцевой гомоморфизм δ : R → R1 индуцирует групповой гомоморфизм
δ : GL(n, R) → GL(n, R1), δg = (δg), g ∈ GL(n,R), а кольцевой антигомомор-
физм ν : R → R1 – групповой антигомоморфизм ν : GL(n, R) → GL(n,R1),
νg = (νg), g ∈ GL(n,R).

Пусть e = δ(1), 1 − e = ν(1) – центральные идемпотенты колец δR и νR
соответственно, e1 – некоторый идемпотент ортогональный к e и 1 − e. Ясно,
что отображение группы GL(n,R), определенное по правилу

x → δxe + νx−1(1− e) + e1,

где x ∈ GL(n,R), определяет гомоморфизм группы GL(n,R) в группу

diag (GL (n, δRe⊕ νR(1− e)) , e1) .

3. Вычетные подмодули и разложение модулей. Пусть K – ассоци-
ативное кольцо с 1, W – левый K-модуль, EndW – кольцо эндоморфизмов
модуля W , GL(W ) = EndW ∗ – группа автоморфизмов модуля W .
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Подмодули R(σ) = (σ−1)W и P (σ) = ker(σ−1) будем называть вычетными
подмодулями эндоморфизма σ ∈ EndW .

Нетрудно видеть, что R(σ−1)=R(σ) и P (σ−1)=P (σ), если σ ∈ GL(W ).
Из равенства gσ = σg, где g ∈ EndW следует, что gR(σ) ⊆ R(σ) и gP (σ)⊆P (σ).

Если при этом g – автоморфизм модуля W , то g−1R(σ)⊆R(σ) и g−1R(σ)=R(σ)
и gP (σ) = P (σ), если gσ = σg и σ – эндоморфизм, а g – автоморфизм мо-
дуля W . Впрочем этот результат следует из формулы gR(σ) = R(gσg−1) и
gP (σ) = P (gσg−1), где σ – произвольный эндоморфизм, а g – произвольный
автоморфизм модуля W . Более того, изоморфизм модулей g : W → gW инду-
цирует изоморфизм колец Λg : EndW → EndW , который в свою очередь инду-
цирует изоморфизм групп Λg : GL(W ) → GL(gW ), если положить Λgσ = gσg−1

для всех σ ∈ GL(W ).

Лемма 3.Пусть K–ассоциативное кольцо с 1, W –левый K-модуль, σ∈EndW ,
σm = 1, m ∈ K∗. Тогда W = R(σ) ⊕ P (σ), где P (σ) = {ν ∈ W | σν = ν} и
R(σ) = {ν ∈ W | (1 + σ + · · ·+ σm−1)ν = 0}.

Доказательство. Пусть e = (1 + σ + · · ·+ σm−1)m−1. Тогда eσi = σie = e
для всех i ≥ 0. Поэтому e2 = e – идемпотент и имеет место пирсовое разложение
W = eW ⊕ (1 − e)W . Легко видеть, что eW = ker(1 − e) и (1 − e)W = ker e.
Очевидно, что

eW ⊆ P (σ), (1− e)W ⊆ R(σ) и P (σ) ⊆ ker(1− e), R(σ) ⊆ ker e.

Из этих включений следует, что

eW = ker(1− e) = P (σ) = {ν ∈ W | σν = ν},

(1− e)W = R(σ) = ker e = {ν ∈ W | (1 + σ + · · ·+ σm−1)ν = 0}.
Лемма 3 доказана.

В частности, если в лемме 3 m = 2 ∈ K∗, σ2 = 1, то

P (σ) = {ν ∈ W | σν = ν}, R(σ) = {ν ∈ W | σν = −ν}.

Если в лемме 3 m = 3 ∈ K∗, σ3 = 1, то

P (σ) = {ν ∈ W | σν = ν}, R(σ) = {ν ∈ W | (1 + σ + σ2)ν = 0}.

Достаточно очевидным является важное
Следствие 1. Пусть K – ассоциативное кольцо с 1, m ∈ K∗, a, b ∈ EndW ,

am = bm = 1, ab = ba. Тогда

P (a) ∩ P (ab) = P (a) ∩ P (b) = P (b) ∩ P (ab), P (a) ∩R(ab) = P (a) ∩R(b),

P (b)∩R(ab) = P (b)∩R(a), R(a)∩P (ab) ⊆ R(a)∩R(b), R(b)∩P (ab) ⊆ R(b)∩R(a).

В частности, если m = 2 ∈ K∗, то

R(a) ∩R(b) = R(a) ∩ P (ab) = R(b) ∩ P (ab).
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Доказательство. Из леммы 3 следуют равенства
{

P (a) ∩ P (ab) = P (a) ∩ P (b),
P (b) ∩ P (ab) = P (a) ∩ P (b),

{
P (a) ∩R(ab) = P (a) ∩R(b),
P (b) ∩R(ab) = P (b) ∩R(a).

Пусть ν ∈ P (ab). Тогда abν = ν и aν = b−1ν, bν = a−1ν. По индукции
alν = b−lν, blν = a−lν для всех l ≥ 0. Поэтому по лемме 3

R(a) ∩ P (ab) ⊆ R(a) ∩R(b), R(b) ∩ P (ab) ⊆ R(b) ∩R(a).

Если m = 2 ∈ K∗, то включения следствия 1 превращаются в равенства.
Ведь в этом случае

R(a) ∩R(b) = {ν ∈ V | aν = −ν, bν = −ν} ⊆ {ν ∈ V | abν = ν} ⊆ P (ab).

Поэтому
R(a) ∩R(b) = R(a) ∩ P (ab) = R(b) ∩ P (ab).

4. Изображение эндоморфизмов формальными матрицами.

Лемма 4. Пусть K – ассоциативное кольцо с 1, 2 ∈ K∗, W – левый K-мо-
дуль, a, b, c, d – элементы группы GL(W ) такие, что

a2 = b2 = 1, ab = ba, ca = ac, cbc−1 = ab, db = bd, dad−1 = ab, a 6= 1.

Тогда существует изоморфизм модулей g : W → Wg, который индуцирует
изоморфизм Λg : GL(W ) → GL(Wg) такой, что элементы Λga, Λgb, Λgc, Λgd
можно изобразить формальными матрицами

Λga = diag(−1,−1, 1, 1), Λgb = diag(1,−1,−1, 1),

Λgc = diag

((
0 α
1 0

)
, β, γ

)
, Λgd = diag

(
β1,

(
0 α1

1 0

)
, γ1

)
,

где α, β, α1, β1 ∈ EndL, γ, γ1 ∈ EndP , Wg = L⊕ L⊕ L⊕ P .

Доказательство. По условию R(a) 6= 0, bR(a) = R(a), bP (a) = P (a).
Поэтому имеет место разложение

W = R(a)⊕ P (a) = R(a) ∩R(b)⊕R(a) ∩ P (b)⊕ P (a) ∩R(b)⊕ P (a) ∩ P (b).

Обозначим L = R(a) ∩ P (b), P = P (a) ∩ P (b). Тогда

cL = R(a) ∩ P (ab) = R(a) ∩R(b) и dcL = R(ab) ∩R(b) = P (a) ∩R(b).

Поскольку R(a) = L ⊕ cL 6= 0, то L 6= 0 и W = L ⊕ cL ⊕ dcL ⊕ P , где
Wg = L⊕ L⊕ L⊕ P .

Рассмотрим изоморфизм модулей g : W → Wg, который определен по пра-
вилу

g(l1 + cl2 + dcl3 + p) = l1 + l2 + l3 + p,

где li ∈ L, 1 ≤ i ≤ 3, p ∈ P и индуцированный им групповой гомоморфизм
Λg : GL(W ) → GL(Wg), где Λgσ = gσg−1 для всех σ ∈ GL(W ).
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Будем изображать элементы кольца End(Wg) формальными 4× 4 матрица-
ми. В частности получаем, что

Λga = diag(−1,−1, 1, e1), Λgb = diag(1,−1,−1, e1),

где 1 – единица кольца EndL, e1 – единица кольца EndP . Кроме этого,

c2L = c (R(a) ∩ P (b)) = R(a) ∩ P (ab) = L,

cdcL = cd (R(a) ∩R(b)) = P (a) ∩R(ab) = cL,

cP = P (a) ∩ P (ab) = P.

Поэтому

Λgc = diag

((
0 α
1 0

)
, β, γ

)
, где α, β ∈ EndL, γ ∈ EndP.

Аналогично доказывается, что dcL = cL, d2L = L, dP = P и

Λgd = diag

(
β1,

(
0 α1

1 0

)
, γ1

)
, где α1, β1 ∈ EndL, γ1 ∈ EndP.

В частности, если c2 = a, то α = −1, β2 = 1, γ2 = 1. Если c2 = 1, то α = 1,
β2 = 1, γ2 = 1.

Замечание. Если G – группа такая, что E(n,R) ⊆ G ⊆ GL(n,R), где R
– ассоциативное кольцо с 1, n ≥ 3, а Λ : G → GL(W ) – произвольный гомо-
морфизм, то в группе GL(W ) в качестве элементов a, b, c, d, фигурирующих в
лемме 4, при условии Λtij(2) 6= 1 можно выбрать

a = Λdiag(−1,−1, 1, . . . , 1), b = Λdiag(1,−1,−1, 1, . . . , 1),

c = Λdiag

((
0 −1
1 0

)
, 1, . . . , 1

)
, d = Λdiag

(
1,

(
0 −1
1 0

)
, 1, . . . , 1

)
.

При этом c2 = a, d2 = b.
Если Λtij(2) = 1 для некоторых, а значит и для всех 1 ≤ i 6= j ≤ n, то

в качестве элементов a, b, c, d могут быть выбраны элементы a = Λt12(1),
b = Λt13(1), c = Λt32(−1), d = Λt23(−1). При этом c2 = 1, d2 = 1.

Лемма 5. Пусть K – ассоциативное кольцо с 1, 3 ∈ K∗, W – левый K-мо-
дуль, a, b – элементы группы GL(W ) такие, что a3 = b2 =1, bab−1 =a−1, a 6= 1.
Тогда существует изоморфизм модулей g : W → Wg, который индуцирует
изоморфизм Λg : GL(W ) → GL(Wg) такой, что элементы Λga, Λgb можно
изобразить формальными матрицами

Λga = diag

((
0 −1
1 −1

)
, 1

)
, Λgb = diag

((
α β
α + β −α

)
, γ

)
,

где α, β ∈ EndL, γ ∈ EndP , αβ = βα, α2 + αβ + β2 = 1, γ2 = 1, Wg = L⊕L⊕P .
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Доказательство. Рассмотрим элемент e = (1−a)(1−b)3−1. Очевидно, что
(1+a+a2)e = e(1+b) = 0. Из равенства ba = a−1b следует, что b(1−a) = (1−a−1)b
и (1− a)(1− b)(1− a) = (1− a) (1− a− (1− a−1)b). Поэтому

(3e)2 = (1− a)
(
1− a + (1− a−1)

)
(1− b) = 3(1− a)(1− b) = 9e.

Тем самым доказано, что e2 = e – идемпотент. Аналогично доказывается
равенство

9eae = (1− a)(1− b)(1− a)a(1− b) = (1− a)
(
a− a2 + 1(1− a−1)a2

)
(1− b) = 0.

Следовательно, имеют место равенства eae = 0 и ae = (1− e)ae.
По условию bR(a) = R(a−1) = R(a) и bP (a) = P (a−1) = P (a). Поэтому

eR(a) ⊆ R(a) и eP (a) ⊆ P (a). Очевидно, что eP (a) = 0. В соответствии с
леммой 3 W = R(a) ⊕ P (a). Поэтому W = eR(a) ⊕ (1 − e)R(a) ⊕ P (a), где 1 –
единичный элемент группы GL(W ).

Аналогично доказывается, что (1 − e)a2(1 − e) = 0 на R(a) и aeR(a) =
(1− e)R(a).

Обозначим L = eR(a), P = P (a). Тогда W = L ⊕ aL ⊕ P и L 6= 0. Пусть
Wg=L⊕L⊕ P и g :W→Wg – изоморфизм модулей, который определен по пра-
вилу g(l1+ al2+ p)=
= l1 + l2 +p, где li ∈ L, 1 ≤ l ≤ 2, p ∈ P и Λg : GL(W ) → GL(Wg) – индуцирован-
ный им групповой изоморфизм. Как и в лемме 4, изобразим элементы кольца
End(Wg) формальными 3× 3 матрицами. Тогда

Λga = diag

((
0 a1

1 a2

)
, 1

)
, Λgb = diag

((
b1 b2

b3 b4

)
, γ

)
.

Учитывая равенство (1 + a + a2)R(a) = 0, получим что a1 − a2 = −1. Из
равенства ba = a−1b следует, что b3 = b2, b4 = −b1, а из равенства b2 = 1
находим, что b1b2 = b2b1, b2

1 + b1b2 + b2
2 = 1.

Обозначим α = b1 и β = b2. Тогда

Λga = diag

((
0 −1
1 −1

)
, 1

)
, Λgb = diag

((
α β
α + β −α

)
, γ

)
,

где α, β ∈ EndL, γ ∈ EndP , αβ = βα, α2 + αβ + β2 = 1, γ2 = 1.
Замечание. Если G – группа такая, что E(n,R) ⊆ G ⊆ GL(n,R), где R –

ассоциативное кольцо с 1, n ≥ 3, а Λ : G → GL(W ) – произвольный неедини-
чный на E(n,R) гомоморфизм, то в группе GL(W ) в качестве элементов a, b,
фигурирующих в лемме 5, можно выбрать

a = Λdiag

((
0 −1
1 −1

)
, 1, . . . , 1

)
, b = Λdiag

((
0 1
1 0

)
,−1, 1, . . . , 1

)
.

Лемма 5 применима и в случае n = 3. Если n ≥ 4, то пользуясь леммой 5,
можно доказать более тонкое утверждение, которое изложим в лемме 6. Однако
доказательство леммы 6 проведем непосредственною
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Лемма 6. Пусть K – ассоциативное кольцо с 1, 3 ∈ K∗, W – левый K-мо-
дуль, a, b, c, d – элементы группы GL(W ) такие, что a3 = b3 = 1, c2 = d2 = 1
ab = ba, cac−1 = a−1, cbc−1 = b−1, dad−1 = b, dc = cd, a 6= 1. Тогда суще-
ствует изоморфизм модулей g : W → Wg, который индуцирует изоморфизм
Λg : GL(W ) → GL(Wg) такой, что элементы Λga, Λgb, Λgbc, Λgd можно изо-
бразить формальными матрицами

Λga = diag

((
0 −1
1 −1

)
, 1, 1, α

)
, Λgb = diag

(
1, 1

(
0 −1
1 −1

)
, β

)
,

Λgc = diag

((
0 −1
1 0

)
,

(
0 −1
1 0

)
, γ

)
, Λgd = diag

((
0 E
E 0

)
, δ

)
,

где α, β, γ, δ ∈ EndP , α2 = β2 = 1, γ2 = δ2 = 1, αβ = βα, γα = α2γ, γβ = β2γ,
δα = βδ, Wg = L⊕ L⊕ L⊕ L⊕ P.

Доказательство. Как и в лемме 5 обозначим

e = (1− a)(1− c)3−1, f = (1− b)(1− c)3−1.

Тогда
e2 = e, eae = 0, f 2 = f, fbf = 0, ded−1 = f, dfd−1 = e,

W = R(a) ∩ P (b)⊕R(b) ∩ P (a)⊕R(a) ∩R(b)⊕ P (a) ∩ P (b),

R(a) = eR(a)⊕ (1− e)R(a), R(b) = fR(b)⊕ (1− f)R(b).

Как и в лемме 5, ceR(a) = (1− e)R(a), cfR(b) = (1− f)R(b). По условию

dR(a) ∩ P (b) = R(b) ∩ P (a).

Обозначим

L = e (R(a) ∩ P (b)) , P = R(a) ∩R(b)⊕ P (a) ∩ P (b).

Тогда

R(a)∩P (b) = L⊕cL, dL = f (R(b) ∩ P (a)) , R(b)∩P (a) = dL⊕P (a) = dL⊕dcL.

Тем самым доказано, что W = L⊕ cL⊕ dL⊕ dcL⊕ P .
Пусть Wg = L⊕L⊕L⊕L⊕P , g : W → Wg – изоморфизм модулей, который

определен по правилу

g(l1 + cl2 + dl3 + dcl4 + p) = l1 + l2 + l3 + l4 + p,

где li ∈ L, 1 ≤ i ≤ 4, p ∈ P и Λg : GL(W ) → GL(Wg) – индуцированный им
групповой гомоморфизм.

Изобразим элементы кольца End(Wg) формальными 5× 5 матрицами

Λga = diag

((
0 −1
1 −1

)
, 1, 1, α

)
, Λgb = diag

(
1, 1

(
0 −1
1 −1

)
, β

)
,

Λgc = diag

((
0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

)
, γ

)
, Λgd = diag

((
0 A−1

A 0

)
, δ

)
,
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где α, β, γ, δ ∈ EndP и A ∈ (EndL)2 – формальная 2 × 2 матрица, которая
коммутирует с формальными 2× 2 матрицами

(
0 −1
1 −1

)
и

(
0 1
1 0

)
,

где 1 ∈ EndL. Поэтому, с точностью до сопряжения, формальной матрицей
diag(A; 1, 1) можно считать, что A = 1.

Тем самым лемма 6 доказана.
Замечание. Если G – группа такая, что E(n,R)⊆G⊆GL(n,R), где R –

ассоцитативное кольцо с 1, n ≥ 4, а Λ : G → GL(W ) – произвольный нееди-
ничный на E(n,R) гомоморфизм, то в группе GL(W ) в качестве элементов
a, b, c, d, фигурирующих в лемме 6, можно выбрать

a = Λdiag

((
0 −1
1 −1

)
, 1, . . . , 1,

)
, b = Λdiag

(
1, 1

(
0 −1
1 −1

)
, 1, . . . , 1

)
,

c = Λdiag

((
0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

)
, 1, . . . , 1

)
, d = Λdiag

((
0 E
E 0

)
, 1, . . . , 1

)
,

где E = diag(1, 1) – единичная матрица кольца R2.

5. Основная теорема. Действие гомоморфизмов на единичных транс-
векциях. Пусть R - ассоциативное кольцо с 1, G - произвольная группа такая,
что E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) , n ≥ 3, Λ : G → GL (W )– гомоморфизм с услови-
ем (*), где W - левый K-модуль (необязательно свободный) над ассоциативным
кольцом K с единицей.

Имеет место
Теорема 1. Пусть R и K - ассоциативные кольца с 1, 2 ∈ K∗ , G -

группа, E(n,R) ⊆ G ⊆ GL(n,R) , n ≥ 3 , W - левый K -модуль, гомомор-
физм Λ : G → GL(W ) удовлетворяет условие (*). Тогда существуют по-
дмодули L и P модуля W и изоморфизм g : W → L⊕ . . .⊕ L︸ ︷︷ ︸

n

⊕P , такие что

Λ(x) = g−1
[
δ̄(x)e + ν̄(x)−1(1− e) + e1

]
g, где x ∈ E(n,R) , δ̄ - кольцевой го-

моморфизм и ~ν - кольцевой антигомоморфизм кольца Rn , индуцированные
кольцевым гомоморфизмом δ: R → End(L) и кольцевым антигомоморфизмом
ν: R → End(L) соответственно в кольцо End( L⊕ . . .⊕ L︸ ︷︷ ︸

n

) , e - центральный

идемпотент подкольца δ (R) кольца End(L), 1 - единица End( L⊕ . . .⊕ L︸ ︷︷ ︸
n

) , а

e1 - единица кольца End(P) .
Доказательство. Пусть n ≥ 3 и a = Λt212 6= 1, b = Λt223, c = Λt12, t = Λt23,

L = R (a)
⋂

P (b) , P = P (a)
⋂

P (b) . Согласно лемме 4, существует изоморфизм

g : W → Wg, где Wg = L⊕ L⊕ L⊕ P,

который определяет групповой изоморфизм Λg : GL (W ) → GL (Wg) по правилу
Λgσ = gσg−1, где σ ∈ GL (W ) . При этом элементы группы GL (Wg) представ-
ляются формальными матрицами.

В соответствии с этим представлением
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Λga = diag (−1,−1, 1, 1) , Λgb = diag (1,−1,−1, 1) ,

Λgc = diag

((
0 −1
1 0

)
, β, γ

)
, Λgt = diag

(
β,

(
0 −1
1 0

)
, γ1

)

где β2 = 1 , γ2 = γ2
1 = 1 , (γγ1)

3 = 1.
Обозначим Λ1 = ΛgΛ. В этих обозначениях

Λ1t
2
12 = diag (−1,−1, 1, 1) , Λ1t

2
23 = diag (1,−1,−1, 1) ,

Λ1t12 = diag

((
0 −1
1 0

)
, β, γ

)
, Λ1t23 = diag

(
β,

(
0 −1
1 0

)
, γ1

)
.

Очевидно, что элементы t2ii+1 , где 1 ≤ i ≤ n−1 , коммутируют между собой.
Пусть n = 4 . Тогда можно дополнительно рассмотреть элемент t234 . Учитывая,
что t234 коммутирует с t12 , t223 и (t234t23)

2
= 1 , получаем, что

Λ1t
2
34 = diag (α3, α3,−α3, x3) ,

где α3 ∈ EndL , x3 ∈ EndP , α3β = βα3 , γx3 = x3γ.
Аналогично, если n ≥ 5 , то можно дополнительно рассмотреть элементы

t245, ..., t
2
n−1n , которые коммутируют с t12 и t23. Поэтому

Λ1t
2
ii+1 = diag (αi, αi, αi,xi) ,

где αi ∈ EndL , xi ∈ EndP , 4 ≤ i ≤ n− 1 .
Понятно, что α2

i = 1, x2
i = 1, αiβ = βαi, γxi = xiγ , γ1xi = xiγ1 , где n ≥ 4 ,

3 ≤ i ≤ n− 1 .
Таким образом, на первом шагу определяется действие гомоморфизма Λ1 на

элементах t212, ..., t
2
n−1n , где n ≥ 3 . Их образы относительно гомоморфизма Λ1

являются формальными диагональными матрицами.
Определим действие Λ1 на трансвекциях tij (R) группы G.
Элементы tpq (r) , где 1 ≤ p 6= q ≤ 2 , r ∈ R коммутируют с t212 . Поэтому

Λ1tpq (r) = diag (a, b) , где a =

(
a1 a2

a3 a4

)
, b =

(
b1 b2

b3 b4

)
,

элементы a1, a2, a3, a4, b4 содержатся в EndL , b2 ∈ Hom (L, P ) , b3 ∈ Hom (P,L) ,
b4 ∈ EndP. Разумеется, что элементы a и b зависят от r ∈ R.

Из равенства [t223tpq (r)]
2

= 1 следует, что(
a1 a2

−a3 −a4

)2

= 1 и
( −b1 −b2

b3 b4

)2

= 1.

Поэтому имеют место равенства

a2
1 − a2a3 = a2

4 − a3a2 = 1, a1a2 = a2a4, a3a1 = a4a3,

b2
1 − b2b3 = 1, b2

4 − b3b2 = 1, b1b2 = b2b4, b3b1 = b4b3.

На самом деле полученные соотношения означают, что

a−1 =

(
a1 −a2

−a3 a4

)
, b−1 =

(
b1 −b2

−b3 b4

)
.

В соответствии с условием (*) в группе G существуют элементы A1 и A2 и
натуральные числа s1, s2 ∈ K∗ такие, что

Λ1A1 = diag

(
1,

(
1 s1α
0 1

)
, 1

)
, Λ1A2 = diag

(
1,

(
1 0

s1α 1

)
, 1

)
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где α ∈ EndL , α 6= 0 и As2
1 и As2

2 коммутируют с элементом a2
23 . Если

n ≥ 5, то дополнительно предполагаем, что элементы As2
1 и As2

2 коммутиру-
ют также с элементами a2

45, ..., a
2
n−1n . Поэтому матрицы 2As2

1 , 2As2
2 содержа-

тся в diag (R,R2, Rn−3) . В соответствии с леммой 2 имеют место включения[
As2

i , t212

] ∈ diag (1, R2, Rn−3) , где i = 1, 2 . Поскольку элементы α коммутиру-
ют с αi , 4 ≤ i ≤ n − 1 , то среди них встречается элемент β . Аналогичные
включения имеют место и при n = 4 .

Действительно, пусть n = 4 . В соответствии с условием (*) существует
матрица A ∈ G и натуральные числа s1, s2 обратимые в кольце К, такие что

Λ1A = diag

((
1 s1α

′

0 1

)
, 1, 1

)

и As2 коммутирует с t212 , где α′ - произвольный элемент кольца EndL . То-
гда, в соответствии с леммой 2, [As2 , t223] ∈ diag (R2, R2) и элементы t34 (1) и
t43 (1) коммутируют с [As2 , t223, t12] ∈ diag (R2, 1, 1) . Очевидно, что они также
коммутируют с t12 . Поскольку

Λ1t12 = diag

((
0 −1
1 0

)
, β, γ

)
, Λ1t

2
12 = diag (−1,−1, 1, 1) ,

то имеет место равенство

Λ1

[
As2 , t223, t12

]
= diag

([(
1 2s1s2α

′

0 1

)
,

(
0 −1
1 0

)]
, 1, 1

)
.

Перестановочность трансвекций t34 (1) и t43 (1) с t212 показывает, что
Λ1t34 (1) = diag (t1, y1) , Λ1t43 (1) = diag (t2, y2) ,

где ti содержатся в End (L⊕ L) , i = 1, 2 и коммутируют с формальными ма-
трицами (

0 −1
1 0

)
и

[(
1 2s1s2α

′

0 1

)
,

(
0 −1
1 0

)]
.

Непосредственными вычислениями, при α′ = 1 получаем, что ti = diag (αi, αi) ,
αi ∈ EndL , i = 1, 2. Учитывая, что в качестве α′ можно выбрать произвольный
элемент кольца EndL, получаем, что αi содержатся в центре кольца EndL. По-
этому, без ограничения общности, можно считать, что As2 коммутирует с t34 (1)
и t43 (1) , а значит As2 ∈ diag (R2, R, R) и [As2 , t223] ∈ diag (R2, 1, 1) .

Нетрудно видеть, что t12t23 [As2 , t223] t
−1
23 t−1

12 ∈ diag (1, R2, 1) и

Λ1t12t23 [As2 , t223] t
−1
23 t−1

12 = diag

(
1,

(
1 α
0 1

)
, 1

)
,

где α - произвольный элемент кольца EndL . Поэтому существуют матрицы A1,
A2 группы G, которые содержатся в diag (1, R2, 1) и такие, что

Λ1A1 = diag

(
1,

(
1 α
0 1

)
, 1

)
, Λ1A2 = diag

(
1,

(
1 0
α 1

)
, 1

)
.

Тем самым доказано, что, без ограничения общности, с самого начала можно
считать, что матрицы A1 и A2 при n ≥ 3 содержатся в diag (1, R2, Rn−1) . По-
этому

[As2
i , t12 (r)] ∈ diag







1 ∗ ∗
0 1 0
0 0 1


 , 1, ..., 1


 ,
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[As2
i , t21 (r)] ∈ diag







1 0 0
∗ 1 0
∗ 0 1


 , 1, ..., 1


 .

Следовательно для пары целых чисел 1 ≤ p 6= q ≤ 2 имеют место равенства
(
[As2

i , tpq (r)] t223

)2
= 1,

i = 1, 2 и элементы [As2
1 , tpq (r)] и [As2

2 , tpq (r)] коммутируют между собой.
Перейдем к образам матриц A1 и A2 относительно гомоморфизма Λ1 .
Введем обозначения

T1 =

(
0 0

s1α 0

)
− a

(
0 0

s1α 0

)
b−1 = s1

( −a2αb1 a2αb2

α− a4αb1 a4αb2

)
,

T2 =

(
0 s1α
0 0

)
− b

(
0 s1α
0 0

)
a−1 = s1

(
b1αa3 α− b1αa4

b3αa3 −b3αa4

)
.

В этих обозначениях

Λ1 [As2
1 , tpq (r)] =




1
1

T1

1
1


 , Λ1 [As2

1 , tpq (r)] =




1
1

T2
1

1


 .

В соответствии с вышесказанным, элементы T1 и T2 коммутируют с эле-
ментом diag (1,−1) и T1T2 = 0 , T2T1 = 0 . Поэтому a2αb2 = 0 , b3αa3 = 0 ,
a4αb1 = α = b1αa4 , a2αb2

1αa3 = b1αa3a2αb1 = 0 , a4αb2b3αa4 = b3αa2
4αb2 = 0 .

Положив вместо элемента α единицу, получаем, что a2b2 = 0 , b3a3 = 0 ,
a4b1 = 1 = b1a4 , a2b

2
1a3 = b1a3a2b1 = 0 , a4b2b3a4 = b3a

2
4b2 = 0 .

Учитывая, что a4 и b1 - обратимые элементы, находим, что a3a2 = 0 , b2b3 = 0.
Сопоставляя их с раннее полученными равенствами находим, что

a2
4 = 1 , b2

1 = 1 и, как следствие, что a2a3 = 0 , b3b2 = 0 , a2
1 = 1 , b2

4 = 1 .
Кроме этого α коммутирует с a4 = b1 . В частности, положив β вместо α

получаем, что β коммутирует с a4 = b1 , a2βb2 = 0 , b3βa3 = 0 .
Применим вышеизложенные соображения к элементу tqp (r) = t12tpq (−r) t−1

12 .
Тогда

Λ1tqp (r) = diag

((
a4 a3

a2 a1

)
,

(
βb1β −βb2γ
−γb3β γb4γ

))
.

Как и в случае с элементом Λ1tpq (r) получаем, что
a3αβb2 = 0 , b3βαa2 = 0 , элемент α коммутирует с a1 = βb1β = b1 = a4 ,

a3b2 = 0 , b3a2 = 0 .
Пусть r = 1 , p = 1 , q = 2. Из равенства t12 (1) t21 (−1) = t−1

12 t12 (−1) следуют
соотношения(

a1 a2

a3 a1

)(
a1 −a3

−a2 a1

)
=

(
0 1
−1 0

)(
a1 −a2

−a3 a1

)
,

(
a1 b2

b3 b4

)(
a1 −βb2γ

−γb3β γb4γ

)
=

(
β 0
0 γ

)(
a1 −b2

−b3 b4

)
.

Поэтому 1−a2
2 = −a3 , 1−a2

3 = a2 . Умножим эти равенства слева на b3 и справа
на b2 . Получаем, что b2 = 0 , b3 = 0 , a1 = β .

Аналогично, умножая вышерассмотренные равенства на a2 и a3 получаем,
что a2

2 = a2 , a2
3 = −a3 , 1 = a2 − a3 .

Обозначим e = a2 . Тогда e2 = e , eβ = βe , a3 = e− 1 . Тем самым доказано,
что
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Λ1t12 (1) = diag

((
β e

e− 1 β

)
, β, b4

)
,

Λ1t13 (1) = Λ1t23t12 (1) t−1
23 = diag







β 0 e
0 β 0

e− 1 0 β


 , γ1b4γ1


 ,

Λ1t23 (1) = Λ1t12t13 (1) t−1
12 = diag

(
β,

(
β e

e− 1 β

)
, γγ1b4γ1γ

)
.

Из коммутаторного равенства t13 (1) = [t12 (1) , t23 (1)] очевидным образом сле-
дует, что β = 1 .

Понятно, что Λ1tij (1) : P → P для всех 1 ≤ i 6= j ≤ 3 и Λ1t12 (1) |p = b4 ,
b2
4 = 1 . Покажем, что b4 = 1. Для этого предположим противное. Пусть b4 6= 1.
В соответствии с леммой 4 на проективном подмодуле Р можно считать, что

Λ1t12 (1) |p = diag (−1,−1, 1, 1) , Λ1t13 (1) |p = diag (1,−1,−1, 1) ,

Λ1t32 (1) |p = diag

((
0 −1
1 0

)
, β, γ

)
, Λ1t23 (1) |p = diag

(
β,

(
0 −1
1 0

)
, γ1

)
,

где β2 = 1 , γ2 = 1 , γ2
1 = 1 .

В соответствии с условием (∗) существует матрица A и натуральные числа
s1, s2 ∈ K∗ такие, что Λ1A |L⊕L⊕L = 1 , Λ1A |P = diag (t12 (s1) , 1) и As2 коммути-
рует с t12 (1) . Поэтому (As2)21 = · · · = (As2) n1 = 0 и [As2 , t13 (1)] коммутирует
с t13 (1) . Переходя к образам относительно гомоморфизма Λ1 получаем, что[(

1 s1s2

0 1

)
,

(
1 0
0 −1

)]
=

(
1 2s1s2

0 1

)
коммутирует с

(
1 0
0 −1

)
.

Поэтому 4s1s2 = 0 , что противоречит обратимости элементов 2, s1, s2 в коль-
це K. Полученное противоречие показывает, что b4 = 1 .

Учитывая равенства t12t12 (1) t−1
12 = t−1

21 (−1) , t23t21 (1) t−1
23 = t31 (1) получаем,

что
Λ1tij (1) = diag (tij (1) e + tji (−1) (1− e) , e1)

для всех 1 ≤ i 6= j ≤ 3 .
Аналогичными рассуждениями доказывается, что полученные равенства име-

ют место для всех 1 ≤ i 6= j ≤ n , где n ≥ 3 .
Случай Λt212 = 1 невозможен. Ведь в противном случае можно считать, что

Λ1t12(1) = diag(−1,−1, 1, 1), Λ1t13(1) = diag(1,−1,−1, 1)
и Λ1A = diag(t12(1), 1, 1), где A коммутирует с e12. Тогда [A, t13(1), t13(1)] = 1,
что приводит к противоречию.

6. Завершение основной теоремы. Действие гомоморфизма на прои-
звольных трансвекциях.

Для завершения доказательства теоремы 1 достаточно воспользоваться лем-
мой 7 и ее следствием 2.

Леммa 7.Пусть R и R1 - ассоциативные кольца с 1, E (n,R) ⊆ G ⊆
GL (n,R) , n ≥ 3, Λ : G → diag (GL (n,R1) , 1) - групповой гомоморфизм, такой
что Λtij (1) = diag (tij (1) , 1) , 1 ≤ i 6= j ≤ n. Тогда Λtij (r) = diag (tij (δr) , 1) ,
где δ : R → R1 - кольцевой гомоморфизм, r -произвольный элемент кольца R.

Доказательство. Поскольку tij(r) коммутирует с tik (1) и tkj (1) для всех
разных чисел 1 ≤ i, j, k ≤ n , то Λtij (r) = diag (tij (δr) , l) где δr - элемент кольца
R1, зависящий от элемента r. Коммутаторные формулы tij (r) = [tik (r) , tkj (1)]
для разных чисел 1 ≤ i, j, k ≤ n показывают, что l = 1 для всех r ∈ R .

Из равенства tij (r1 + r2) = tij (r1) tij (r2) следует, что δ (r1 + r2) = δr1 +
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δr2 для всех элементов r1 и r2 кольца R. Наконец, коммутаторная формула
tij (r1r2) = [tik (r1) , tkj (r2)] для разных чисел 1 ≤ i, j, k ≤ n показывает, что
δ (r1r2) = δ (r1) δ (r2) для произвольных элементов r1, r2 кольца R.

Тем самым доказано, что δ - кольцевой гомоморфизм.
Следствие 2. Пусть R и R1 - произвольные ассоциативные кольца с 1,

E (n,R) ⊂ G ⊂ GL (n,R) , n ≥ 3 , Λ : G → diag (GL (n,R1) , 1) - групповой
гомоморфизм, такой что Λtij (1) = diag (tji (−1) , 1) , 1 ≤ i 6= j ≤ n . Тогда
Λtij (r) = diag (tji (−νr) , 1) , где ν : R → R1 - кольцевой антигомоморфизм.

Доказательство. Пусть ν0 : R1 → R0
1 - отображение, при котором элемен-

ту х кольца R1 ставится в соответствии элемент х оппозита R0
1 c умножением

x ◦ y = yx для произвольных элементов х, у кольца R1. Поэтому ν0 (R1) = R0
1

и ν0 (xy) = xy = ν0 (y) ◦ ν0 (x) , ν0 – антиизоморфизм, ν2
0 = 1. Рассмотрим ан-

тиизоморфизм ν0 : (R1)n → (R0
1)n определенный по правилу (ν0x)ij = ν0 (xji) .

Он индуцирует групповой изоморфизм Λ0 : GL (n,R1) → GL (n,R0
1) по пра-

вилу Λ0 (g) = ν0 (g)−1 , гдe g ∈ GL (n,R1) . Тогда Λ0Λ - групповой гомо-
морфизм группы G в группу GL(n, R0

1), для которого имеет место равенство
(Λ0Λ) tij (1) = diag (tij (1) , 1) . По лемме 7 (Λ0Λ) tij (r) = diag (tij (δr) , 1) для
некоторого кольцевого гомоморфизма δ : R → R0

1 . Ясно, что δ индуцирует
кольцевой антигомоморфизм ν : R → R1, где ν0ν = δ . Поэтому Λtij (r) =
Λ−1

0 diag (tij (δr) , 1) = diag (tji (−νr) , 1) для всех r ∈ R , где ν : R → R1 - коль-
цевой антигомоморфизм.

Из леммы 7 и следствия 2 вытекает, что в условии теоремы 1
Λtij (r) = g−1 [tij (δr) e + tji (−νr) (1− e) + e1] g,

где δ : R → EndL , ν : R → EndL - кольцевые гомоморфизм и антигомо-
морфизм кольца R соответственно, е - центральный идемпотент подкольца δR

кольца EndL, 1 - единица кольца End

(
L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸

n

)
, а e1 – единица кольца

EndР, 1 ≤ i 6= j ≤ n .
Ясно, что гомоморфизм δ и антигомоморфизм ν кольца R индуцируют го-

моморфизм δ и антигомоморфизм ν кольца Rn и имеет место равенство
Λ (x) = g−1

[
δ (x) e + ν (x)−1 (1− e) + e1

]
g ,

где x ∈ E (n,R) .
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