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ФОРМУЛИ ПОЛIНОМIВ ДIЛЕННЯ КРУГА НАД КIЛЬЦЯМИ

The formulas of polynomials of the division of the circle Φn(x), n ≥ 1 are studied in the article.
Polynomials of the division of the circle are determined by the equality xn − 1 =

∏
d|n

Φd(x), n ≥ 1.

The formula of existing of the polynomial of the division of the circle Φnm(x) for any natural (not
necessarily mutually prime) numbers m and n.

В данiй роботi продовжують вивчатися формули полiномiв дiлення круга Φn(x), n ≥ 1. По-
лiноми дiлення круга визначаються рiвнiстю xn − 1 =

∏
d|n

Φd(x), n ≥ 1. Знайдено формулу

полiнома дiлення круга Φnm(x) для будь-яких натуральних (не обов’язково взаємно простих)
чисел m i n.

Полiноми дiлення круга визначаються рiвнiстю xn− 1 =
∏
d|n

Φd(x), n ≥ 1 над

полем комплексних чисел i за iндукцiєю знаходяться над кiльцем цiлих чисел
за правилом

x− 1 = Φ1(x), Φn(x) =
xn − 1∏

d|n
d 6=n

Φd(x)
.

Тому Φn(x) є строго унiтарними (нормалiзованими) многочленами (старшi
коефiцiєнти яких дорiвнюють одиницi) над кiльцем цiлих чисел.

Про окремi властивостi полiномiв дiлення круга можна знайти iнформацiю
в [1–8]. У данiй статтi дослiджуються властивостi полiномiв дiлення круга, якi
можуть бути використанi як в теорiї чисел, так i в теорiї зображень груп.

1. Функцiя i перетворення Мьобiуса. Функцiя θ iз множини натураль-
них чисел N в деяке комутативне кiльце з 1 називається мультиплiкативною,
якщо θ(1) = 1 i θ(ab) = θ(a)θ(b) для будь-яких взаємно простих натуральних
чисел a i b.

Значення добутку мультиплiкативних функцiй задається як добуток значень
функцiй на множинi натуральних чисел. Зрозумiло, що добуток мультиплiка-
тивних функцiй є мультиплiкативною функцiєю.

Якщо n = pn1
1 · · · pnk

k , n > 1 – канонiчний розклад натурального числа n в
добуток степенiв простих чисел p1, . . . , pk i θ – мультиплiкативна функцiя, то

∑

d|n
θ(d) = (1 + θ(p1) + · · ·+ θ (pn1

1 )) · · · (1 + θ(pk) + · · ·+ θ (pnk
k )) .

Функцiя µ :N−→Z називається функцiєюМьобiуса, якщо µ(1)=1, µ(n)=(−1)k,
якщо n – добуток k простих рiзних чисел i µ(n) = 0 в рештi випадкiв.

Очевидно, що µ i θµ – мультиплiкативнi функцiї. Тому
∑

d|n
θ(d)µ(d) = (1− θ(p1)) · · · (1− θ(pk)) .
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Зокрема, якщо θ(n) = 1 для всiх n ∈ N , то при n > 1 має мiсце рiвнiсть∑
d|n

µ(d) = 0. Тому

∑

d|n
µ

(n

d

)
=

∑

d|n
µ(d) =

{
0, n 6= 1,
1, n = 1.

Легко бачити, що якщо d пробiгає всi дiльники числа n, якi дiляться на t,
то d

t
пробiгає всi дiльники числа n

t
. Тому

∑

d
t

n
t

µ
(n

d

)
=

∑

d
t

n
t

µ
(

n
t

d
t

)
=

{
0, n 6= t,
1, n = t.

Нехай f , g – функцiї iз N в деяке комутативне кiльце. Тодi має мiсце фор-
мула мультиплiкативного перетворення Мьобiуса

g(n) =
∏

d|n
f(d) ⇔ f(n) =

∏

d|n
g(d)µ(n

d ).

Отже,
xn − 1 =

∏

d|n
Φ(d)(x) ⇔ Φn(x) =

∏

d|n
(xd − 1)µ(n

d ).

Пiдкреслимо, що рiвнiсть, при якiй многочлен дорiвнює вiдношенню много-
членiв у кiльцi Z[x] означає, що при дiленнi "кутиком" чисельника на знамен-
ник залишок вiд дiлення дорiвнює нулю.

2. Базовi формули

Лема 1. Нехай n = plm, де p – просте число, (p,m) = 1, l ≥ 1, m ≥ 1. Тодi

Φn(x) =
Φm

(
xpl

)

Φm(xpl−1)
.

Доведення. За вищедоведеною формулою

Φn(x) =
l∏

i=1


∏

d|m

(
xpid − 1

)µ
(

n

pid

)
 , Φm(x) =

∏

d|m

((
xd − 1

)µ(m
d )

)
,

де 0 ≤ i ≤ l, а d пробiгає всi дiльники числа m.
Iз мультиплiкативностi функцiї µ i взаємної простоти чисел p i m

d
випливає,

що має мiсце рiвнiсть

(
xpid − 1

)µ
(

n
pid

)

=





1, 0 ≤ i ≤ l − 2,(
xpl−1d − 1

)−µ(m
d )

, i = l − 1,
(
xpld − 1

)µ(m
d )

, i = l.

Це означає, що

Φn(x) =
∏

d|m

(
xpld − 1

)µ(m
d )

(
xpl−1d − 1

)µ(m
d )

=
Φm

(
xpl

)

Φm

(
xpl−1

) .
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Якщо m = 1, то Φpl(x) = xpl−1

xpl−1−1
.

Зокрема, Φp(x) = xp−1
x−1

. Тому Φpl(x) = Φp

(
xpl−1

)
.

Пiдкреслимо, що Φpn(x) = Φn(xp)
Φn(x)

, якщо p не дiлить n.

Лема 2. Нехай n – натуральне число, p – просте число, яке дiлить n. Тодi
Φpn(x) = Φn(xp).

Доведення. Нехай n = plm, де l ≥ 1, (p,m) = 1. Тодi за лемою 1

Φnp(x) =
Φm

(
xpl+1

)

Φm

(
xpl

) =
Φm

(
(xp)pl

)

Φm

(
(xp)pl−1

) = Φn(xp).

Лема 3. Нехай n – натуральне число i k – натуральне число, всi простi
дiльники якого зустрiчаються серед дiльникiв числа n. Тодi Φkn(x)=Φn(xk).

Доведення. Нехай p – простий дiльник n. За лемою 2

Φpln(x) = · · · = Φn

(
xpl

)

для будь-якого t ≥ 0. Скориставшись отриманою рiвнiстю для всiх простих
дiльникiв числа k, отримуємо твердження леми 3.

З леми 2 також випливає рiвнiсть

Φn(x) = Φn
p
(xp) = · · · = Φ n

pl−1

(
xpl−1

)
, де n = plm, l ≥ 1, (p,m) = 1.

Тому, якщо n = pn1
1 · · · pnk

k , де ni ≥ 1, 1 ≤ i ≤ k, то

Φn(x) = Φp1...pk

(
xp

n1−1
l ···pnk−1

k

)
.

Наслiдок 1. Нехай m i n – довiльнi натуральнi числа. Тодi має мiсце рiв-
нiсть

Φmn(x) = ΦНСК(m,n)

(
xНСД(m,n)

)
,

де НСК(m,n) – найменше спiльне кратне, а НСД(m,n) – найбiльший спiльний
дiльник чисел m i n.

Доведення. Як вiдомо, mn = НСК(m,n) · НСД(m,n) i НСД(m,n) дiлить
НСК(m,n). Тому, згiдно з лемою 3, має мiсце формула наслiдку 1.

3. Спецiальнi формули

Лема 4. Нехай n – непарне число, n > 1. Тодi Φn(x)Φn(−x) = Φn(x2).

Доведення. Нехай n = plm, де p – непарне просте число, l ≥ 1, а m –
непарне число. Якщо m = 1, то

Φn(x) = Φpl(x) = Φp

(
xpl−1

)
=

xn − 1

x− 1
i Φn(−x) =

xn + 1

x + 1
.

Тому Φn(x)Φn(−x) = x2n−1
x2−1

= Φn(x2).
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При m > 1 з iндуктивних мiркувань можна вважати, що

Φm(x)Φm(−x) = Φm(x2).

Тому

Φn(x)Φn(−x) =
Φm

(
xpl

)

Φm

(
xpl−1

) ·
Φm

(
−xpl

)

Φm

(−xpl−1
) =

Φm

(
x2pl

)

Φm

(
x2pl−1

) = Φn(x2).

З леми 4 випливає, що для непарного числа n > 1

Φ2ln(x) =
Φn

(
x2l

)

Φn

(
x2l−1

) = Φn

(
−x2l−1

)
.

Зокрема, Φ2n(x) = Φn(−x), якщо n – непарне число, n > 1.
Вiдмiтимо, що при n = 1,

Φ2ln(x) = Φ2

(
x2l−1

)
= 1 + x2l−1

= −Φn

(
−x2l−1

)
.

4. Основний випадок

Теорема 1. Нехай m i n – взаємно простi натуральнi числа. Тодi

Φmn(x) =
∏

d|n
Φm

(
xd

)µ(n
d )

.

Доведення. Нехай n = pln1, де l ≥ 1, (p, n1) = 1, p – просте число. Дове-
дення проведемо iндукцiєю за числом рiзних простих дiльникiв числа n. Якщо
n1 = 1, то теорема 1 випливає з леми 1. Нехай для n1 > 1 теорема 1 вже
доведена. Тому

Φmn1(x) =
∏

d1|n1

Φm

(
xd1

)µ
(

n1
d1

)
.

В такому разi має мiсце рiвнiсть

Φmn(x) = Φplmn1
(x) =

Φmn1

(
xpl

)

Φmn1

(
xpl−1

) =
∏

d1|n1


 Φm

(
xpld1

)

Φm

(
xpl−1d1

)



µ
(

n1
d1

)

.

Нехай d = ptd1 – дiльник n, а d1 – дiльник n1. Ясно, що

µ
(n

d

)
= µ(pl−t)µ

(
n1

d1

)
.

Тому

µ
(n

d

)
=





0, t ≤ l − 2,

−µ
(

n1

d1

)
, t = l − 1,

µ
(

n1

d1

)
, t = l.
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Це означає, що

∏

d|n
Φm

(
xd

)µ(n
d )

=
∏

d1|n1

Φm

(
xpld1

)µ
(

n1
d1

)

Φm

(
xpl−1d1

)−µ
(

n1
d1

)

=
∏

d1|n1


 Φm

(
xpld1

)

Φm

(
xpl−1d1

)



µ
(

n1
d1

)

.

Оскiльки правi частини рiвностей рiвнi, то лiвi частини рiвностей також
рiвнi. Тим самим теорема 1 доведена.

Лема 5. Нехай m i n – довiльнi натуральнi числа i n0 – найбiльший дiльник
n, який взаємно простий з m i всi простi дiльники числа n

n0
зустрiчаються

серед дiльникiв mn0.

Тодi має мiсце рiвнiсть Φmn(x) =
∏
d|n0

Φm

(
x

nd
n0

)µ(n0
d )

.

Доведення. За лемою 3

Φmn(x) = Φmn0
n

n0
(x) = Φmn0

(
x

n
n0

)
.

Оскiльки (m, n0) = 1, то за теоремою 1

Φmn0(x) =
∏

d|n0

Φm(xd)µ(n0
d ).

Тому має мiсце рiвнiсть

Φmn(x) = Φmn0

(
x

n
n0

)
=

∏

d|n0

Φm

(
x

n
n0

d
)µ(n0

d )
.

Наслiдок 2. Нехай n–довiльне натуральне число,p–просте число,(p, n)=1,
l ≥ 1. Тодi

Φpln(x) =
∏

d|n
Φpi

(
xpl−id

)µ(n
d )

, 1 ≤ i ≤ l.

Доведення. Нехай m = pi, 1 ≤ i ≤ l. Оскiльки n0 = n – найбiльший дiльник
числа pl−in, який взаємно простий з m, такий що всi простi дiльники числа pl−i

зустрiчаються серед дiльникiв числа m, то за лемою 5

Φpln(x) =
∏

d|n
Φpi

(
xpl−id

)µ(n
d )

.

Зокрема, при i = 1 отримуємо формулу

Φpln(x) =
∏

d|n
Φp

(
xpl−1d

)µ(n
d )

.
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