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УМОВИ IСНУВАННЯ ПЕРIОДИЧНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ ПРИ
IМПУЛЬСНОМУ РЕГУЛЮВАННI ТЕМПЕРАТУРИ СТЕРЖНЯ

We study the process of head conduction in a bar with the continuously distributed sources of heat
and with impulsive pumping in the moments when the regulative functional amounts to critical
level. Conditions of existence of the periodical solutions for which a pulse action takes place a once
per period and a special case are established.

У роботi розглянуто процес поширення тепла в стержнi з неперервно розподiленими джере-
лами тепла та з iмпульсним пiдпомповуванням у моменти, коли заданий регулюючий фун-
кцiонал досягає критичного рiвня. Встановлено умови iснування перiодичних розв’зкiв, для
яких iмпульсна дiя вiдбувається один раз за перiод, розглянуто частинний випадок.

Вступ. Для фiзичних, технiчних, бiологiчних та iн. процесiв iз швидкозмiнни-
ми збуреннями зручною математичною моделлю є диференцiальнi рiвняння з
iмпульсною дiєю. Розглядають вплив iмпульсної дiї як на звичайнi диферен-
цiальнi рiвняння [1, 2], так i на рiвняння в частинних похiдних [3–7]. У [3, 4]
розглянуто поширення тепла в обмеженому стержнi з неперервно розподiле-
ними джерелами тепла, здатними у фiксованi моменти часу "миттєво"змiнити
температуру. Процес охолодження стержня з пiдвищенням температури в не-
фiксованi моменти часу, а саме в моменти коли заданий теплорегулюючий фун-
кцiонал досягне критичного рiвня, дослiджено в [6, 7]. У [8] розглянуто процес
поширення тепла в стержнi з неперервно розподiленими джерелами тепла, а iм-
пульсна дiя регулюється заданим функцiоналом. Встановлено умови iснування
розв’зкiв, для яких iмпульсна дiя вiдбувається нескiнченну кiлькiсть разiв, по-
будовано цi розв’язки, записано рiвняння для вiдшукання моменту iмпульсної
дiї. Дана робота продовжує дослiдження задачi, розглянутої в [8]. Встановлено
умови iснування перiодичних розв’язкiв, для яких iмпульсна дiя здiйснюється
один раз за перiод та розглянуто частинний випадок.

1.Формулювання задачi. Розглянемо задачу для рiвняння теплопровiд-
ностi

∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂ x2
+ f (x, t) , (x, t) ∈ (0, l)× R+, (1)

з початковою та граничними умовами

u (x, 0) = u0 (x) , 0 6 x 6 l, (2)

u (0, t) = u (l, t) = 0, t ∈ R+, (3)
де u (x, t) - температура стержня в точцi з абсцисою x в момент часу t; a, l -
додатнi сталi, R+ = [0, +∞) ; функцiя u0 ∈ C ([0, l]), має кусково-неперервну
похiдну для x ∈ [0, l] та виконується умова узгодженостi u0 (0) = u0 (l) = 0;
функцiя f неперервна в областi [0, l]×R+, має кусково-неперервнi похiднi по x
для x ∈ [0, l] та f (0, t) = f (l, t) = 0.

За регулюючий функцiонал вiзьмемо

Iu (t) =

l∫

0

β (x) u (x, t) dx, (4)
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де β ∈ C [0, l], має кусково-неперервну похiдну для x ∈ [0, l]. В моменти, коли
Iu (t) досягає заданого "критичного значення" I0 > 0, в середовище миттєво
надходить додаткова кiлькiсть тепла за законом

[u (x, t + 0)− u (x, t− 0)]|Iu(t−0)=I0
= α (x) , (5)

де x ∈ [0, l], α ∈ C [0, l] та має кусково-неперервну похiдну першого порядку для
x ∈ [0, l], крiм того α (0) = α (l) = 0.

Через tk, k ∈ N позначимо моменти iмпульсної дiї, тобто моменти коли
Iu (tk) = I0.

Пiд розв’язком задачi (1)-(3), (5) розумiємо функцiю u = u (x, t) двiчi не-
перервно диференцiйовну за змiнною x та неперервно диференцiйовну за змiн-
ною t в кожнiй областi Dk = {(x, t) |x ∈ [0, l] , t ∈ (tk, tk+1) , Iu (t) 6= I0, t0 = 0},
k = 0, 1, 2, . . ., крiм того функцiя u та її похiдна ut неперервнi злiва в точках
t = tk, k ∈ N.

Розв’язок задачi (1)-(3), (5) iснує, єдиний та визначений в областi D =
∞⋃

k=0

Dk

як розв’язок задачi (1), (2) для рiвняння теплопровiдностi в кожнiй областi
Dk = {(x, t) |x ∈ [0, l] , t ∈ (tk, tk+1) , Iu (t) 6= I0, t0 = 0}, k = 0, 1, 2, . . . з початко-
вою умовою:

− (3), якщо k = 0 i Iu (0) 6= I0 ;
− ũ0 (x) = u0 (x) + α (x) , x ∈ [0, l], якщо k = 0 i Iu (0) = I0;
− uk (x) = u (x, tk − 0)+α (x) , x ∈ [0, l], якщо k = 1, 2, . . . та Iu (tk − 0) = I0.

2. Простi перiодичнi розв’язки. З’ясуємо iснування простих перiодичних
розв’язкiв задачi (1)-(3),(5), тобто таких перiодичних розв’язкiв, для яких iм-
пульсна дiя здiйснюється один раз за перiод T .

Теорема 1. Якщо заданi значення I0 та функцiї α, β задовольняють умо-
ви теореми 1 [8] або теореми 2 [8], то iснує простий перiодичний розв’язок
задачi (1)-(3),(5).

Доведення. З формули (12) [8] випливає, що розв’язок задачi (1)-(3), (5)
з деякою функцiєю α та значенням I0 є простим T - перioдичним розв’язком з
iмпульсом при t = 0 якщо

∞∑
j=1


uj + αj +

T∫

0

fj (τ) exp
[−bj2 (T − τ)

]
dτ


 exp

[−bj2T
]
sin

jπ

l
x =

=
∞∑

j=1

uj sin
jπ

l
x,

де x ∈ [0, l], T > 0. З одержаного спiввiдношення виразимо uj, що дозволить
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отримати простий перiодичний розв’язок вигляду

u (x, t) =
∞∑

j=1






αj +

T∫

0

fj (τ) exp
[−bj2 (T − τ)

]
dτ


 exp [−bj2t]

exp [bj2T ]− 1
+

+

t∫

0

fj (τ) exp
[−bj2 (t− τ)

]
dτ



 sin

jπ

l
x, (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ) .

Має мiсце також рiвняння для знаходження перiоду

∞∑
j=1


αj +

T∫

0

fj (τ) exp
[−bj2 (T − τ)

]
dτ


 βj

(
exp

[
bj2T

]− 1
)−1

=
2

l
I0. (6)

Переконаємося, що рiвняння (6) має розв’язки. Розглянемо функцiю

g (T ) =
∞∑

j=1


αj +

T∫

0

fj (τ) exp
[−bj2 (T − τ)

]
dτ


 βj

(
exp

[
bj2T

]− 1
)−1 − 2

l
I0.

Справджуються границi lim
T→+0

g (T ) =
2

l
(Iu (+0)− I0) > 0 (при виконаннi нерiв-

ностi
l∫

0

α (x) β (x) dx > 0 згiдно теореми 1 або теореми 2 з [8]) та lim
T→+∞

g (T ) =

−2

l
I0 < 0. Отже, функцiя g на промiжку (0, +∞) за теоремою Больцано-Кошi [9]

має принаймнi один нуль.

3. Частинний випадок рiвняння теплопровiдностi з iмпульсною дi-
єю. Розглянемо задачу для рiвняння поширення тепла в середовищi

∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂ x2
+ exp

(
−a2π2

l2
t

)
sin

πx

l
, (x, t) ∈ (0, l)× R+, (7)

з початковою умовою

u (x, 0) = U0 sin
πx

l
, 0 6 x 6 l, U0 = const > 0, (8)

граничними умовами

u (0, t) = u (l, t) = 0, t ∈ R+ (9)

та умовою iмпульсної дiї

[u (x, t + 0)− u (x, t− 0)]|Iu(t−0)=I0
= α0 sin

πx

l
, (10)

де x ∈ [0, l] ; I0, α0 = const > 0, Iu (t) =
∫ l

0
u (x, t) dx - визначає загальну кiлькiсть

тепла у стержнi.
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Критичне значення регулюючого функцiоналу I0 задаємо так, щоб викону-
валася нерiвнiсть

Iu (0) =
2l

π
U0 > I0.

Розв’язок задачi (7) – (10) та регулюючий функцiонал перед моментом пер-
шого iмпульсу t1 набувають вiдповiдно значення

u (x, t) = (U0 + t) exp

(
−a2π2

l2
t

)
sin

πx

l
,

регулюючий функцiонал

Iu (t) =
2l

π
(U0 + t) exp

(
−a2π2

l2
t

)
.

Справджується границя lim
t→+∞

Iu (t) = 0. Отже, iснує момент першого iмпульсу,
який знаходимо з рiвняння

(U0 + t1) exp

(
−a2π2

l2
t1

)
=

π

2l
I0. (11)

Розв’язок задачi (7) – (10) для t ∈ [t1, t2) запишемо у виглядi

u (x, t) =

(
U0 + t + α0 exp

(
a2π2

l2
t1

))
exp

(
−a2π2

l2
t

)
sin

πx

l
,

де момент t1 визначений спiввiдношенням (11), а

Iu (t) =
2l

π

(
U0 + t + α0 exp

(
a2π2

l2
t1

))
exp

(
−a2π2

l2
t

)
,

причому lim
t→+∞

Iu (t) = 0. Вiдповiдно з рiвняння

(
U0 + t2 + α0 exp

(
a2π2

l2
t1

))
exp

(
−a2π2

l2
t2

)
=

π

2l
I0

визначаємо момент iмпульсу t2.
Для t2 6 t < t3 розв’язок задачi (7) – (10) представимо як

u (x, t) = exp

(
−a2π2

l2
t

)
(U0 + t+

+α0

[
exp

(
a2π2

l2
t1

)
+ exp

(
a2π2

l2
t2

)])
sin

πx

l
,

а момент часу t3 визначаємо зi спiввiдношення
(

U0 + t3 + α0

[
exp

(
a2π2

l2
t1

)
+ exp

(
a2π2

l2
t2

)])
exp

(
−a2π2

l2
t3

)
=

2l

π
I0.
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Продовжуючи аналогiчно мiркування, отримаємо вигляд розв’язку зада-
чi (7) – (10) для t ∈ [tk, tk+1)

u (x, t) = exp

(
−a2π2

l2
t

)
(U0 + t+

+α0

[
exp

(
a2π2

l2
t1

)
+ exp

(
a2π2

l2
t2

)
+ . . . + exp

(
a2π2

l2
tk

)])
sin

πx

l

(12)

та спiввiдношення для визначення tk+1 моменту iмпульсної дiї
(

U0 + tk+1 + α0

[
exp

(
a2π2

l2
t1

)
+ exp

(
a2π2

l2
t2

)
+ . . . + exp

(
a2π2

l2
tk

)])
=

=
2l

π
I0 exp

(
a2π2

l2
tk+1

)
.

Тепер зафiксуємо константи α0 та I0 i з’ясуємо при якому U0 в початко-
вiй умовi (8) розв’язок задачi (7) – (10) буде простим T– перiодичним з
iмпульсом при t = 0. Для цього, згiдно з (12), має виконуватись спiввiдношення

(U0 + T + α0) exp

(
−a2π2

l2
T

)
= U0,

звiдки

U0 = (α0 + T )

(
exp

(
a2π2

l2
T

)
− 1

)−1

.

Отже, якщо початкова умова (8) має вигляд

u (x, 0) = (α0 + T )

(
exp

(
a2π2

l2
T

)
− 1

)−1

sin
πx

l
, x ∈ [0, l] ,

то розв’язок задачi (7) – (10)

u∗ (x, t) =

((
α0 exp

(
a2π2

l2
T

)
+ T

)(
exp

(
a2π2

l2
T

)
− 1

)−1

+

+ t) exp

(
−a2π2

l2
t

)
sin

πx

l
, (x, t) ∈ [0, l]× [0, T )

(13)

буде простим перiодичним з перiодом T .
Iз спiввiдношення

l∫

0

u∗ (x, T ) dx =I0,

одержуємо рiвняння для визначення перiоду T простого перiодичного роз-в’язку

(α0 + T )

(
exp

(
a2π2

l2
T

)
− 1

)−1

=
π

2l
I0.
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Розглянемо, як i у доведеннi теореми 1, функцiю

g (T ) = (α0 + T )

(
exp

(
a2π2

l2
T

)
− 1

)−1

− π

2l
I0, T ∈ (0, +∞) .

Справджуються нерiвностi

lim
T→+0

g (T ) = +∞, lim
T→+0

g (T ) = − π

2l
I0,

крiм того, g′ (T ) < 0 при α0a
2π2 > l2.

Отже, розв’язок (13) буде єдиним простим перiодичним розв’язком задачi
(7) – (10) за виконання нерiвностi α0a

2π2 > l2.
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