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БАКСТЕРIВСЬКА ОЦIНКА ПАРАМЕТРА КОВАРIАЦIЙНОЇ
ФУНКЦIЇ ОДНОГО НЕГАУССОВОГО ВИПАДКОВОГО
ПРОЦЕСУ

In this paper the strong consistent estimate for the unknown parameter of the covariance func-
tion of one non-Gaussian stochastic processes by using Baxter statistics is obtained and the non-
asymptotic confidence intervals are found.

В данiй роботi за допомогою бакстерiвських статистик отримано сильно конзистентну оцiн-
ку невiдомого параметра коварiацiйної функцiї одного негауссового випадкового процесу та
знайдено неасимптотичнi довiрчi iнтервали.

Вступ. Бакстерiвськими сумами називають послiдовностi сум нелiнiйних
функцiй вiд приростiв випадкових процесiв або полiв. За певних умов послi-
довностi бакстерiвських сум збiгаються у тому чи iншому сенсi до невипадкової
сталої. Теореми, в яких встановлюється така збiжнiсть, називаються теоремами
Левi-Бакстера або теоремами бакстерiвського типу.

Для гауссових випадкових процесiв та випадкових процесiв з гауссовими
приростами такi теореми розглядались в роботах П. Левi [1], Г. Бакстера [2],
Є. Г. Гладишева [3], I. А. Iбрагiмова i Ю. А. Розанова [4] та iнших. Збiжнiсть по-
слiдовностей бакстерiвських сум для гауссових випадкових полiв вивчали С. М.
Берман [5], С. М. Краснитський [6], Т. В. Арак [7], О. О. Курченко [8] та iншi.

В останнi десятилiття поряд з класичними методами оцiнювання невiдомих
параметрiв застосовують метод бакстерiвських сум. На вiдмiну вiд iнших мето-
дiв, метод бакстерiвських сум дозволяє отримати сильно конзистентнi оцiнки
та побудувати неасимптотичнi довiрчi областi.

Оцiнки для невiдомих параметрiв випадкових функцiй за допомогою бак-
стерiвських сум дослiджувались, наприклад, у роботах О. В. Бесклiнської та
Р. Є. Майбороди [9], Ж.-М. Барде [10], Ю. В. Козаченка та О. О. Курченка [11].
О. О. Курченко [12] застосував бакстерiвський пiдхiд до побудови сильно кон-
систентної оцiнки параметра Хюрста дробового броунiвського руху. Ж.-К. Бре-
тон, I. Нурден та Дж. Пеккатi [13] за допомогою нерiвностей концентрацiй по-
будували довiрчi iнтервали для параметра Хюрста одновимiрного дробового
броунiвського руху.

У 2011 роцi Ю. В. Козаченко та О. О. Курченко [14] отримали теореми
бакстерiвського типу для певного класу негауссових випадкових процесiв, —
випадкових процесiв з приростами класу K. Це створило можливiсть застосу-
вання бакстерiвських сум до оцiнювання параметрiв у моделях без припущення
гауссовостi.

Постановка задачi. Нехай (Ω, Σ, P ) - стандартний ймовiрнiсний простiр.

Означення 1. [14] Випадковий вектор (ξ, η) ∈ L4(Ω)×L4(Ω) має власти-
вiсть K, якщо

1) Eξ = Eη = 0,

2) E(ξ ± η)4 ≤ 3
(
E (ξ ± η)2)2

.
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Клас усiх двовимiрних векторiв з властивiстю K позначимо K. Пiдклас K1

класу K визначимо як набiр усiх векторiв класу K, для яких E(ξ ± η)4 =

3
(
E (ξ ± η)2)2

.

Означення 2. Випадковий процес {X(t), t ∈ [0, 1]} з нульовим середнiм зна-
ченням називається випадковим процесом з приростами p–го порядку класу K
(вiдповiдно K1), якщо для довiльних [t, t + p∆t], [s, s + p∆t] ⊂ [0, 1], ∆t, ∆s > 0
випадковий вектор (ξ(p), η(p)), де

ξ(p) =

p∑
i=0

(−1)i Ci
pX (t + (p− i) ∆t) ,

η(p) =

p∑
i=0

(−1)i Ci
pX (s + (p− i) ∆s) , p = 2, 3,

має властивiсть K (вiдповiдно K1).

Нехай {ξ(t), t ∈ [0, 1]} — випадковий процес з нульовим середнiм значенням,
коварiацiйною функцiєю:

r(t, s) =
1

2

(|t|2H + |s|2H − |t− s|2H
)
, t, s ∈ [0, 1], H ∈ (0, 1), (1)

i приростами другого та третього порядкiв класу K1.
У роботi [15] наведений приклад негауссового випадкового процесу з ну-

льовим середнiм значенням, коварiацiйною функцiєю (1) i приростами першого
порядку класу K1, який ґрунтується на розкладi в ряд дробового броунiвського
руху [16]. Аналогiчно, обґрунтовується iснування негауссового випадкового про-
цесу з нульовим середнiм значенням, коварiацiйною функцiєю (1) i приростами
другого та третього порядкiв класу K1.

За спостереженнями випадкового процесу {ξ(t), t ∈ [0, 1]} в точках
{

k

an

,
k + 1/3

an

,
k + 1/2

an

,
k + 2/3

an

,
k + 1

an

∣∣∣∣∣0 ≤ k ≤ an − 1, n ≥ 1

}
,

де (an) ⊂ N, an → +∞, n → ∞, потрiбно побудувати сильно конзистентну
оцiнку параметра H та знайти неасимптотичнi довiрчi iнтервали для параметра,
що оцiнюється. Припустимо, що ряд

∑∞
n=1

1
an

збiжний.
Сильно конзистентна оцiнка параметра H. Для випадкового процесу

{ξ(t), t ∈ [0, 1]} введемо такi позначення:

ξ
(2)
k,n = ξ

(
k + 1

an

)
− 2ξ

(
k + 1/2

an

)
+ ξ

(
k

an

)
,

ξ
(3)
k,n = ξ

(
k + 1

an

)
− 3ξ

(
k + 2/3

an

)
+ 3ξ

(
k + 1/3

an

)
− ξ

(
k

an

)
, 0 ≤ k ≤ an − 1.

Розглянемо послiдовностi бакстерiвських сум:

S(p)
n =

an−1∑

k=0

(
ξ

(p)
k,n

)2

, Ŝ(p)
n = a2H−1

n S(p)
n , p = 2, 3, n ≥ 1.
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Лема 1. [14] Нехай випадковий вектор (ξ, η) належить класу K. Тодi
виконується наступна нерiвнiсть:

E
(
ξ2η2

) ≤ 2 (Eξη)2 + Eξ2Eη2 +
1

2

((
Eξ2

)2 − 1

3
Eξ4

)
+

1

2

((
Eη2

)2 − 1

3
Eη4

)
.

Iз цiєї леми випливає, що для випадкового процесу {ξ(t), t ∈ [0, 1]} з приро-
стами другого та третього порядкiв класу K1 випадковi вектори (ξ(p), η(p)), p =
2, 3 введенi в означеннi 2, задовольняють таку нерiвнiсть:

E
((

ξ(p)
)2 (

η(p)
)2

)
≤ 2

(
E

(
ξ(p)η(p)

))2
+ E

(
ξ(p)

)2
E

(
η(p)

)2
, p = 2, 3. (2)

Лема 2. Нехай {ξ(t), t ∈ [0, 1]} — випадковий процес з нульовим середнiм
значенням, коварiацiйною функцiєю (1) та приростами p–го порядку класу K1,
p = 2, 3. Тодi виконується нерiвнiсть:

sup
H∈(0,1)

VarŜ(p)
n ≤ Np

an

,

де
Np = 2

(
Rp + 2Lp + 2M2

p ζ(4p− 4)
)
,

Vp(m,H) =
1

2

p∑
i,j=0

(−1)i+j+1 C i
pC

j
p

∣∣∣∣m +
i− j

p

∣∣∣∣
2H

, 0 ≤ m ≤ an − 1,

Rp = sup
H∈(0,1)

V 2
p (0, H), Lp = sup

H∈(0,1)

V 2
p (1, H),

Mp = sup
H∈(0,1)

∣∣∣∣
2H(2H − 1) · · · (2H − (2p− 1))

p2p

∣∣∣∣ , p = 2, 3,

ζ(·) — дзета-функцiя Рiмана.

Доведення. Знайдемо дисперсiю випадкової величини S
(p)
n , p = 2, 3, за до-

помогою нерiвностi 2:

VarS(p)
n = E

(
S(p)

n − ES(p)
n

)2
= E

(
an−1∑

k=0

(
ξ

(p)
k,n

)2

−
an−1∑

k=0

E
(
ξ

(p)
k,n

)2
)2

≤

=
an−1∑

k,l=0

(
E

((
ξ

(p)
k,n

)2 (
ξ

(p)
l,n

)2
)
− E

(
ξ

(p)
k,n

)2

E
(
ξ

(p)
l,n

)2
)
≤

≤ 2
an−1∑

k,l=0

(
E

(
ξ

(p)
k,nξ

(p)
l,n

))2

.

Тодi, обчислюючи математичне сподiвання добутку приростiв p–го порядку
класу K1 випадкового процесу {ξ(t), t ∈ [0, 1]} з нульовим середнiм значенням
та коварiацiйною функцiєю (1), одержимо:

E
(
ξ

(p)
k,nξ

(p)
l,n

)
= E

(
p∑

i=0

(−1)i Ci
pξ

(
k

an

+ (p− i)
1

an

))
×
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×
(

p∑
j=0

(−1)j Cj
pξ

(
l

an

+ (p− j)
1

an

))
=

=
1

2
a−2H

n

p∑
i,j=0

(−1)i+j+1 Ci
pC

j
p

∣∣∣∣(k − l) +
i− j

p

∣∣∣∣
2H

, 0 ≤ l ≤ k ≤ an − 1, (3)

де Ci
p = p!

i!(p−i)!
, p = 2, 3.

Позначимо

Vp(k − l, H) =
1

2

p∑
i,j=0

(−1)i+j+1 C i
pC

j
p

∣∣∣∣(k − l) +
i− j

p

∣∣∣∣
2H

, H ∈ (0, 1). (4)

При k = l маємо
E

(
ξ

(p)
k,n

)
= a−2H

n Vp(0, H).

Покладемо k− l = m, 0 ≤ m ≤ an− 1. Тодi iз формул (3)–(4) випливає наступна
нерiвнiсть:

VarS(p)
n ≤ 2


a1−4H

n V 2
p (0, H) + 2a−4H

n

an−1∑

k,l=0,
l<k

V 2
p (k − l, H)


 =

= 2

(
a1−4H

n V 2
p (0, H) + 2a−4H

n

an−1∑
m=1

(an −m) V 2
p (m,H)

)
≤

≤ 2a1−4H
n

(
V 2

p (0, H) + 2V 2
p (1, H) + 2

an−1∑
m=2

V 2
p (m,H)

)
. (5)

Зауважимо, що при p = 2 та p = 3 iз спiввiдношень (3)–(4) отримаємо, що:

V2(m,H) = 6m2H − 4

∣∣∣∣m +
1

2

∣∣∣∣
2H

+ |m + 1|2H − 4

∣∣∣∣m− 1

2

∣∣∣∣
2H

+ |m− 1|2H ,

V3(m,H) = 20m2H − 15

∣∣∣∣m +
1

3

∣∣∣∣
2H

+ 6

∣∣∣∣m +
2

3

∣∣∣∣
2H

− |m + 1|2H −

−15

∣∣∣∣m− 1

3

∣∣∣∣
2H

+ 6

∣∣∣∣m− 2

3

∣∣∣∣
2H

− |m− 1|2H , 0 ≤ m ≤ an − 1, H ∈ (0, 1).

Оскiльки, функцiя Vp(m,H) є приростом 2p–го порядку функцiї f(x) =
x2H , x ≥ 1, H ∈ (0, 1), на вiдрiзку [m − 1,m + 1], то з формули [17, с. 244]
для приросту n–го порядку функцiї f(x):

∆(n)f(x) = f (n)(θm)∆xn,

де f(x) така, що має n − 1 неперервних похiдних f ′(x), f ′′(x), . . . , f (n−1)(x) на
вiдрiзку [m−1, m+1] i скiнченну n–ту похiдну f (n)(x) на iнтервалi (m−1,m+1),
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∆(n)f(x) — прирiст n–го порядку f(x), θm ∈ (m− 1,m+1). Тодi для n = 2p, p =
2, 3 одержимо, що:

Vp(m,H) = f (2p) (θm)

(
1

p

)2p

=
2H(2H − 1) · · · (2H − (2p− 1))

p2p
θ2H−2p

m .

Для m− 1 < θm,m ≥ 2 маємо:

V 2
p (0, H) ≤ M2

p

(m− 1)2(2p−2H)
,

де

Mp = sup
H∈(0,1)

∣∣∣∣
2H(2H − 1) · · · (2H − (2p− 1))

p2p

∣∣∣∣ , p = 2, 3. (6)

При H ∈ (0, 1) маємо

an−1∑
m=2

1

22(2p−2H)
= ζ (2(2p− 2H)) ≤ ζ (4p− 4)) ,

де ζ(·) — дзета-функцiя Рiмана. З останньої нерiвностi та нерiвностi (5) випли-
ває, що:

VarS(p)
n ≤ 2a1−4H

n

(
Rp + 2Lp + 2M2

p

an−1∑
m=2

1

(m− 1)2(2p−2H)

)
≤

≤ 2a1−4H
n

(
Rp + 2Lp + 2M2

p ζ (4p− 4))
)
, (7)

де
Rp = sup

H∈(0,1)

V 2
p (0, H), Lp = sup

H∈(0,1)

V 2
p (1, H). (8)

Покладемо
Np = 2

(
Rp + 2Lp + 2M2

p ζ (4p− 4))
)
, p = 2, 3. (9)

Тодi з нерiвностi (7) та формул (8)–(9) отримаємо:

sup
H∈(0,1)

VarS(p)
n ≤ a1−4H

n Np ,

а для випадкової величини Ŝ
(p)
n = a2H−1

n S
(p)
n , p = 2, 3 маємо

sup
H∈(0,1)

VarŜ(p)
n ≤ Np

an

,

де Np, p = 2, 3 визначено в (9). Лема доведена.
З леми 2 та рiвностей (3)–(4) для випадкового процесу {ξ(t), t ∈ [0, 1]} з ну-

льовим середнiм значенням, коварiацiйною функцiєю (1) i приростами другого
та третього порядкiв класу K1 одержимо:

V2(0, H) = 22−2H − 1, V3(0, H) = 1 +
15

32H
− 6

(
2

3

)2H

,
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та

V2(1, H) =
6 · 22H − 4− 4 · 32H + 24H

22H
,

V3(1, H) =
20 · 32H − 15 · 42H + 6 · 52H − 62H − 15 · 22H + 6

32H
, H ∈ (0, 1).

За допомогою програми Wolfram Mathematica 7.0 з формул (6) та (8) при
p = 2 та p = 3 знайдено, що:

R2 = sup
H∈(0,1)

V 2
2 (0, H) = 9, L2 = sup

H∈(0,1)

V 2
2 (1, H) = 1, (10)

M2 = sup
H∈(0,1)

∣∣∣∣
2H(2H − 1)(2H − 2)(2H − 3)

24

∣∣∣∣ ≈
9

256
, (11)

R3 = sup
H∈(0,1)

V 2
3 (0, H) = 100, L3 = sup

H∈(0,1)

V 2
3 (1, H) = 1, (12)

M3 = sup
H∈(0,1)

∣∣∣∣
2H(2H − 1)(2H − 2)(2H − 3)(2H − 4)(2H − 5)

36

∣∣∣∣ ≈ 0.007, (13)

Далi, з нерiвностей (5), (7), рiвностi (10) i наближеної рiвностi (11) та врахову-
ючи, що ζ(8− 4H) ≤ ζ(4) = π4

90
[18, с. 1086] для H ∈ (0, 1), отримаємо наступну

низку нерiвностей при p = 2:

VarS(2)
n ≤ 2a1−4H

n

(
R2 + 2L2 + 2M2

2

an−1∑
m=2

1

(m− 1)8−4H

)
≤

≤ 2a1−4H
n

(
9 +

1

2
+ 2

(
9

256

)2
π4

90

)
≤ 22a1−4H

n .

Тодi, з рiвностi (9) одержимо, що N2 ≈ 22 та для Ŝ
(2)
n = a2H−1

n S
(2)
n маємо:

sup
H∈(0,1)

VarŜ(2)
n ≤ N2

an

.

Аналогiчно, з нерiвностей (5), (7), спiввiдношень (12)–(13) та беручи до ува-
ги, що ζ(12− 4H) ≤ ζ(8) = π8

9450
[18, с. 1086] для H ∈ (0, 1), отримаємо:

VarS(3)
n ≤ 2a1−4H

n

(
R3 + 2L3 + 2M2

3

an−1∑
m=2

1

(m− 1)12−4H

)
≤

≤ 2a1−4H
n

(
100 + 2 + 2 (0, 007)2 π8

9450

)
≤ 204a1−4H

n .

Отже, з формули (9) заключаємо, що N3 ≈ 204. Тодi для Ŝ
(3)
n = a2H−1

n S
(3)
n

отримаємо

sup
H∈(0,1)

VarŜ(3)
n ≤ N3

an

.
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Теорема 1. Нехай {ξ(t), t ∈ [0, 1]} — випадковий процес з нульовим се-
реднiм значенням, коварiацiйною функцiєю (1) та приростами p–го порядку
класу K1, p = 2, 3. Тодi

Ŝ
(3)
n

Ŝ
(2)
n

→ 22H
(
32H + 16− 6 · 22H

)

32H (4− 22H)
, H ∈ (0, 1)

з ймовiрнiстю одиниця при n →∞.

Доведення. Обчислимо EŜ
(2)
n та EŜ

(3)
n , застосовуючи лему 2:

EŜ(2)
n = a2H−1

n

an−1∑

k=0

(
ξ

(2)
k,n

)2

= a2H−1
n

an−1∑

k=0

a−2H
n V2(0, H) = 22−2H − 1, (14)

EŜ(3)
n = a2H−1

n

an−1∑

k=0

(
ξ

(3)
k,n

)2

= a2H−1
n

an−1∑

k=0

a−2H
n V3(0, H) =

= 1 +
15

32H
− 6

(
2

3

)2H

. (15)

Iз леми 2 та збiжностi ряду
∑∞

n=1
1

an
випливає, що для довiльного H ∈ (0, 1)

ряди
∑∞

n=1 VarŜ
(p)
n , p = 2, 3 збiгаються. Тому Ŝ

(p)
n −EŜ

(p)
n → 0, p = 2, 3 з ймовiр-

нiстю одиниця при n →∞ [19, с. 24]. Враховуючи рiвностi (14)-(15), отримаємо
твердження теореми.

Розглянемо функцiю

θ(H) =
22H

(
32H + 16− 6 · 22H

)

32H (4− 22H)
, H ∈ (0, 1). (16)

Ця функцiя є неперервною та спадною на промiжку (0, 1), причому

θ(0+) =
10

3
, θ(1−) =

1

3

8 ln 2− 3 ln 3

ln 2
≈ 1.

Нехай ϕ(θ), θ ∈ (
1, 10

3

)
—функцiя, обернена до функцiї θ(H), H ∈ (0, 1). Спра-

ведлива наступна теорема.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi статистика

Ĥn = ϕ(θ̂n), θ̂n =
Ŝ

(3)
n

Ŝ
(2)
n

, n ≥ 1,

є сильно конзистентною оцiнкою параметра H.

Доведення. Оскiльки, функцiя ϕ(θ), θ ∈ (
1, 10

3

)
, обернена до функцiї (16),

то iз збiжностi θ̂n → θ(H), n →∞ випливає, що має мiсце збiжнiсть Ĥn → H з
ймовiрнiстю одиниця при n →∞.

Довiрчi iнтервали. З теореми 4.1 статтi [15] випливає така теорема.
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Теорема 3. Нехай {ξ(t), t ∈ [0, 1]} — випадковий процес з нульовим сере-
днiм значенням, коварiацiйною функцiєю (1) та приростами другого та тре-
тього порядкiв класу K1, а також 9p

2
− λn > 0. Тодi iнтервал (ln(p), rn(p)),

де

ln(p) = ϕ

(
min

(
θ̂n + γn(p),

10

3

))
, rn(p) = ϕ

(
max

(
1, θ̂n − γn(p)

))
,

θ̂n =
Ŝ

(3)
n

Ŝ
(2)
n

, γn(p) =
12λn + 2

√
Dn

9p− 2λn

,

Dn = 18p (9λn + µn) − 4λnµn > 0 для достатньо великих n ∈ N, λn = 22
an

, µn =
204
an

, ϕ(θ) — функцiя, оберенена до функцiї (16), є довiрчим iнтервалом для па-
раметра H з рiвнем довiри 1− p, p ∈ (0, 1).

Приклад. Нехай {ξ(t), t ∈ [0, 1]} — випадковий процес з нульовим середнiм
значенням, коварiацiйною функцiєю (1) i приростами другого та третього по-
рядкiв класу K1, який спостерiгається в точках { k

2n , k+1/3
2n , k+1/2

2n , k+2/3
2n , k+1

2n

∣∣0 ≤
k ≤ 2n − 1, n ≥ 1}. Розглянемо послiдовностi бакстерiвських сум для n ≥ 1:

S(2)
n =

2n−1∑

k=0

(
ξ

(
k + 1

2n

)
− 2ξ

(
k + 1/2

2n

)
+ ξ

(
k

2n

))2

,

S(3)
n =

2n−1∑

k=0

(
ξ

(
k + 1

2n

)
− 3ξ

(
k + 2/3

2n

)
+ 3ξ

(
k + 1/3

2n

)
− ξ

(
k

2n

))2

,

Ŝ
(p)
n = 2n(2H−1)S

(p)
n , p = 2, 3.

За теоремою 1 одержимо, що з ймовiрнiстю одиниця при n →∞:

Ŝ
(3)
n

Ŝ
(2)
n

→ 22H
(
32H + 16− 6 · 22H

)

32H (4− 22H)
, H ∈ (0, 1).

Побудуємо довiрчий iнтервал для параметра H з рiвнем довiри 1− p = 0.9.
Нехай n = 20. Тодi з теореми 3 для значень λ20 ≈ 2.098 · 10−5, µ20 ≈ 1.945 ×
10−4, D20 ≈ 6.901 · 10−4, γ20(p) ≈ 0.059 отримаємо:

P
{

H ∈
(
Ĥn − l20(p), Ĥn + r20(p)

)}
≥ 0.9,

де

Ĥn = ϕ(θ̂n), θ̂n =
Ŝ

(3)
n

Ŝ
(2)
n

,

l20(p) = ϕ

(
min

(
θ̂n + 0.059,

10

3

))
, rn(p) = ϕ

(
max

(
1, θ̂n − 0.059

))
.

Висновки. В роботi за допомогою методу бакстерiвських сум побудовано
сильно конзистентну оцiнку параметра, що входить показником до коварiацiй-
ної функцiї випадкового процесу з приростами другого та третього порядкiв
класу K1. А також визначено неасимптотичнi довiрчi областi для параметра,
що оцiнюється.
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