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ПОБУДОВА МОДЕЛЕЙ ДЕЯКИХ ДРОБОВИХ ВИПАДКОВИХ
ПРОЦЕСIВ

This paper is devoted to construction of models of shot noise processes. The conditions of conver-
gence of the model by probability in the space C(T) are investigated.

Дана робота присвячена побудовi моделей дробових випадкових процесiв. Також отримано
умови збiжностi за ймовiрнiстю моделi в просторi C(T).

Вступ.
Дана робота присвячена побудовi моделей деяких дробових випадкових про-

цесiв, а також питанню точностi та надiйностi побудованих моделей. До цього
часу переважна бiльшiсть робiт були присвяченi моделюванню гауссових ви-
падкових процесiв (див. [1], [2], [3] та монографiю [4]. В монографiї [5] розгля-
дається побудова моделей передгауссових дробових процесiв. Основнi вiдомостi
про дробовi випадковi процеси можна знайти в монографiї [6].

Робота складається з вступу та трьох роздiлiв. Перший роздiл присвячений
побудовi моделi дробового випадкового процесу. В другому роздiлi отриманi
оцiнки супремумiв норм для L2(Ω)-процесу. Питання точностi та надiйностi мо-
делювання випадкового процесу розглянуто в третьому роздiлi.

1. Побудова моделi дробового випадкового процесу

Означення 1. [6] Дробовим випадковим процесом називається процес ви-
гляду

ξ(t) =

+∞∫

−∞

f(t, λ)dη(λ),

де η = (η(λ), t ∈ R) – сепарабельний дiйснозначний однорiдний центрований
випадковий процес з незалежними приростами, f = (f(t, λ), t, λ ∈ R) – дiйсно-
значна функцiя.

Нехай (Ω,F, P ) ймовiрнiсний простiр та T = [0, T ] деяка параметрична мно-
жина. Нехай ξ = {ξ(t), t ∈ T} центрований дробовий випадковий процес, кова-
рiацiйна функцiя якого має вигляд

R(t, s) =

∞∫

0

f(t, λ)f(s, λ)dF (λ),

де F (λ) - це деяка функцiя розподiлу.
За теоремою Карунена (див. [7]) процес ξ(t) може бути зображений так:

ξ(t) =

∞∫

0

f(t, λ)dη(λ),

де η(λ) процес з незалежними приростами такий, що Eη(λ) = 0, E(η(λ1) −
η(λ2))

2 = F (λ1)− F (λ2), λ1 > λ2.
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Виберемо розбиття L = {λ0, ..., λN} множини [0,∞) таке, що λ0 = 0, λk <
λk+1, λN−1 = Λ, λN = ∞, Λ > 0.

Розглянемо модель випадкового процесу ξ(t)

ξ̂(t) =
N−1∑

k=0

ηkf(ζk, t),

де ηk, ζk незалежнi випадковi величини, причому ηk =
λk+1∫
λk

dη(λ) такi випадковi

величини, що Eηk = 0, Eη2
k = F (λk+1) − F (λk) = b2

k, ζk – випадковi величини,
що приймають значення на вiдрiзках [λk, λk+1] i якщо b2

k > 0, тодi

Fk(λ) = P{ζk < λ} =
F (λ)− F (λk)

F (λk+1)− F (λk)
.

Якщо b2
k = 0, тодi ζk = 0 з ймовiрнiстю одиниця. Вважатимемо, що b2

k > 0,
k = 0, 1, ..., N .

Позначимо

θ(t) = ξ(t)− ξ̂(t) =
N−1∑

k=0

λk+1∫

λk

(f(t, λ)− f(t, ζk)) dη(λ). (1)

Для довiльних t, s ∈ T розглянемо випадковий процес

θ(t)− θ(s) =
N−1∑

k=0

λk+1∫

λk

(f(t, λ)− f(t, ζk)− f(s, λ) + f(s, ζk)) dη(λ). (2)

Припустимо, що для f(t, λ) мають мiсце такi нерiвностi:

| f(t, λ)− f(t, u) |≤ S(| λ− u |) · Z(t), (3)

| f(t, λ)− f(t, u)− f(s, λ) + f(s, u) |≤ S1(| λ− u |)· | Z1(t)− Z1(s) |, (4)

де Z(t), Z1(t), t ∈ T – деякi неперервнi функцiя, S(λ) та S1(λ), λ ∈ R монотонно
неспаднi функцiї, такi що S(λ) → 0 та S1(λ) → 0 при λ → 0.

Приклад 1. Нехай f(t, λ) – неперервна, двiчi диференцiйовна функцiя по t

та по λ i нехай C(t) = sup
y∈[0,Λ]

∣∣∣∂f(t,y)
∂y

∣∣∣ < ∞.

Розглянемо такi оцiнки:

|f(t, λ)− f(t, u)| =
∣∣∣∣∣∣

λ∫

u

∂f(t, y)

∂y
dy

∣∣∣∣∣∣
≤

λ∫

u

∣∣∣∣
∂f(t, y)

∂y

∣∣∣∣ dy ≤ |λ− u| · C(t).

Отже, якщо вибрати Z(t) = C(t), то функцiя f(t, λ) задовольнятиме умову
(3).

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2014, вип. 25, № 1



ПОБУДОВА МОДЕЛЕЙ ДЕЯКИХ ДРОБОВИХ ВИПАДКОВИХ ПРОЦЕСIВ 201

Покажемо, що якщо iснує така стала C1(T, Λ), яка залежить тiльки вiд
T та Λ, причому справджується нерiвнiсть

∣∣∣∣
∂2f(t, λ)

∂t∂λ

∣∣∣∣ ≤ C1(T, Λ), (5)

то функцiя f(t, λ) задовольняє i умову (4). Розглянемо область ∆ = {s ≤ l ≤
t, u ≤ y ≤ λ}, де s, t ∈ [0, T ], λ, u ∈ [0, Λ]. Для визначеностi вважатимемо,
що t > s, u > λ. Тодi з властивостей кратних iнтегралiв та (5) випливають
нерiвностi

| f(t, λ)−f(t, u)−f(s, λ)+f(s, u) |=
∣∣∣∣
∫

∆

∫
∂2f(l, y)

∂l∂y
dldy

∣∣∣∣ ≤ C1(T, Λ)|t− s||u−λ|.

Приклад 2. Якщо f(t, λ) = e−(t+v)2, 0 < t ≤ T , 0 < v ≤ Λ, то аналогiчно
як у прикладi 1 маємо, що умова (3) справджується.

Доведемо справедливiсть умови (4)

| f(t, λ)− f(t, u)− f(s, λ) + f(s, u) |=
∣∣∣∣

λ∫
u

∂f(t,v)
∂v

dv −
λ∫
u

∂f(s,v)
∂v

dv

∣∣∣∣ ≤

≤
λ∫
u

∣∣∣∂f(t,v)
∂v

− ∂f(s,v)
∂v

∣∣∣ dv.

Оцiнимо пiдiнтегральний вираз
∣∣∣∂f(t,v)

∂v
− ∂f(s,v)

∂v

∣∣∣ = 2
∣∣∣e−(t+v)2(t + v)− e−(s+v)2(s + v)

∣∣∣ =

= 2
∣∣∣
(
e−(t+v)2(t + v)− e−(s+v)2(t + v)

)
+

(
e−(s+v)2(t + v)− e−(s+v)2(s + v)

)∣∣∣ =

= 2
∣∣∣(t + v)

(
e−(t+v)2 − e−(s+v)2

)
+ e−(s+v)2(t− s)

∣∣∣ ≤
≤ 2

(
(t + v)e−(t+v)2

∣∣∣1− e−((s+v)2−(t+v)2)
∣∣∣ + e−(s+v)2|t− s|

)
≤

≤ 2
(
(t + v)e−(t+v)2 |(s + v)2 − (t + v)2|+ e−(s+v)2|t− s|

)
≤

≤ 2 ((t + v)|t− s|(s + t + 2v) + |t− s|) ≤ 2|t− s| (2(T + Λ)2 + 1) .

Отже,

| f(t, λ)− f(t, u)− f(s, λ) + f(s, u) |≤ C1(T, Λ)|λ− u| · |t− s|,
де C1(T, Λ) = 2 (2(T + Λ)2 + 1).

2. Оцiнки супремумiв норм в L2(Ω) для процесiв θ(t) та θ(t)− θ(s)

Оскiльки θ(t) = ξ(t)− ξ̂(t) є L2(Ω)-процесом, тодi ‖ θ(t) ‖L2= (E | θ(t) |2) 1
2 .

Лема 1. Нехай для функцiї f(t, λ) виконується умова (3), θ(t) визначений

в (1) i нехай
∞∫
Λ

∞∫
Λ

S2(| λ − u |)dF (λ)dF (u) < ∞, тодi справджується наступне

спiввiдношення

‖ θ(t) ‖L2≤

≤ Z(t)

(
N−2∑
k=0

b2
kS

2(| λk+1 − λk |) + 1
b2N−1

∞∫
Λ

∞∫
Λ

S2(| λ− u |)dF (λ)dF (u)

) 1
2

.
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Доведення. Оскiльки
λk+1∫
λk

(f(t, λ)− f(t, ζk))dη(λ) незалежнi випадковi вели-

чини, причому випадкова селичина ζk не залежать вiд η(λ), тодi за теоремою
Фубiнi (Eζk

– умовне математичне сподiвання вiдносно ζk), отримаємо

‖ θ(t) ‖L2=
(
E | θ(t) |2)

1
2 =


E

∣∣∣∣∣∣

N−1∑

k=0

λk+1∫

λk

(f(t, λ)− f(t, ζk)) dη(λ)

∣∣∣∣∣∣

2



1
2

≤

≤




N−1∑

k=0

E




λk+1∫

λk

|f(t, λ)− f(t, ζk)| dη(λ)




2



1
2

≤



N−1∑

k=0

EEζk




λk+1∫

λk

|f(t, λ)−

− f(t, ζk)|2dη(λ)
)) 1

2 =




N−1∑

k=0

E




λk+1∫

λk

|f(t, λ)− f(t, ζk)|2 dF (λ)







1
2

≤

≤



N−1∑

k=0

E




λk+1∫

λk

S2(| λ− ζk |)Z2(t)dF (λ)







1
2

=




N−1∑

k=0

λk+1∫

λk




λk+1∫

λk

S2(| λ− u |)×

× Z2(t)dF (λ)
)
dFk(u)

) 1
2 ≤




N−2∑

k=0

1

b2
k

λk+1∫

λk




λk+1∫

λk

S2(| λk+1 − λk |)dF (λ)


 dF (u)+

+
1

b2
N−1

∞∫

Λ

∞∫

Λ

S2(| λ− u |)dF (λ)dF (u)




1
2

· Z(t) = Z(t)

(
N−2∑

k=0

b2
kS

2(| λk+1 − λk |)+

+
1

b2
N−1

∞∫

Λ

∞∫

Λ

S2(| λ− u |)dF (λ)dF (u)




1
2

.

Лема 2. Нехай для функцiї f(t, λ) виконується умова (3), рiзниця θ(t)−θ(s)

визначена в (2) i нехай
∞∫
Λ

∞∫
Λ

S2
1(| λ − u |)dF (λ)dF (u) < ∞, тодi справедливе

наступне спiввiдношення

‖ θ(t)− θ(s) ‖L2≤ |Z1(t)− Z1(s)|×

×
(

N−2∑
k=0

b2
kS

2
1(| λk+1 − λk |) + 1

b2N−1

∞∫
Λ

∞∫
Λ

S2
1(| λ− u |)dF (λ)dF (u)

) 1
2

.

Доведення.

Оскiльки
λk+1∫
λk

(f(t, λ)− f(t, ζk) − f(s, λ) + f(s, ζk))dη(λ) незалежнi випадковi

величини i випадковi величини ζk не залежать вiд η(λ), тодi за теоремою Фубiнi
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(Eζk
– умовне математичне сподiвання вiдносно ζk), отримаємо

‖ θ(t)− θ(s) ‖L2= (E | θ(t)− θ(s) |2) 1
2 =

=


E

∣∣∣∣∣
N−1∑
k=0

λk+1∫
λk

(f(t, λ)− f(t, ζk)− f(s, λ) + f(s, ζk)) dη(λ)

∣∣∣∣∣

2



1
2

≤

≤

N−1∑

k=0

E

(
λk+1∫
λk

|f(t, λ)− f(t, ζk)− f(s, λ) + f(s, ζk)| dη(λ)

)2



1
2

≤

≤
(

N−1∑
k=0

EEζk

(
λk+1∫
λk

|f(t, λ)− f(t, ζk)− f(s, λ) + f(s, ζk)|2 dη(λ)

)) 1
2

=

=

(
N−1∑
k=0

E

(
λk+1∫
λk

|f(t, λ)− f(t, ζk)− f(s, λ) + f(s, ζk)|2 dF (λ)

)) 1
2

.

Використавши умову (4) матимемо

‖ θ(t)− θ(s) ‖L2≤



N−1∑

k=0

E




λk+1∫

λk

S2
1(| λ− ζk |)|Z1(t)− Z1(s)|2dF (λ)







1
2

=

=




N−1∑

k=0

λk+1∫

λk




λk+1∫

λk

S2
1(| λ− u |)|Z1(t)− Z1(s)|2dF (λ)


 dFk(u)




1
2

≤

≤



N−2∑

k=0

1

b2
k

λk+1∫

λk




λk+1∫

λk

S2
1(| λk+1 − λk |)|Z1(t)− Z1(s)|2dF (λ)


 dF (u)+

+
|Z1(t)− Z1(s)|2

b2
N−1

∞∫

Λ

∞∫

Λ

S2
1(| λ− u |)dF (λ)dF (u)




1
2

= |Z1(t)− Z1(s)|×

×



N−2∑

k=0

b2
kS

2
1(| λk+1 − λk |) +

1

b2
N−1

∞∫

Λ

∞∫

Λ

S2
1(| λ− u |)dF (λ)dF (u)




1
2

.

Позначимо σ0 = sup
0≤t≤T

‖ θ(t) ‖L2 та σ(h) = sup
|t−s|≤h

‖ θ(t)− θ(s) ‖L2 .

Теорема 1. Для випадкового процесу θ(t), визначеного в (1) при умовi збi-
жностi iнтегралу

∞∫

Λ

∞∫

Λ

S2(| λ− u | )dF (λ)dF (u) < ∞,

має мiсце нерiвнiсть

σ0 ≤



N−2∑

k=0

b2
kS

2(| λk+1 − λk |) +
1

b2
N−1

∞∫

Λ

∞∫

Λ

S2(| λ− u |)dF (λ)dF (u)




1
2

sup
0≤t≤T

Z(t).
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Доведення. Доведення теореми 1 випливає з леми 1.

Наслiдок 1. Нехай виконуються умови теореми 1 i нехай розбиття L =
{λ0, ..., λN} множини [0,∞) таке, що λ0 = 0, λk < λk+1, λN−1 = Λ, λN = ∞,
λk+1 − λk = Λ

N−1
, тодi

σ0 ≤ sup
0≤t≤T

Z(t)×

×
(

S2
(

Λ
N−1

)
F (Λ) + 1

F (+∞)−F (Λ)

∞∫
Λ

∞∫
Λ

S2(| λ− u |)dF (λ)dF (u)

) 1
2

.

Теорема 2. Для випадкового процесу θ(t)−θ(s), визначеного в (2), при умовi

збiжностi iнтегралу
∞∫
Λ

∞∫
Λ

S2
1(| λ − u |)dF (λ)dF (u) < ∞, справедлива наступна

нерiвнiсть:

σ(h) ≤
(

N−2∑
k=0

b2
kS

2
1(| λk+1 − λk |) + 1

b2N−1

∞∫
Λ

∞∫
Λ

S2
1(| λ− u |)dF (λ)dF (u)

) 1
2

×
× sup
|t−s|≤h

|Z1(t)− Z1(s)|.

Доведення. Доведення теореми 2 випливає з леми 2.

Наслiдок 2. Нехай виконуються умови теореми 2 i нехай розбиття L =
{λ0, ..., λN} множини [0,∞) таке, що λ0 = 0, λk < λk+1, λN−1 = Λ, λN = ∞,
λk+1 − λk = Λ

N−1
, тодi

σ(h) ≤
(

S2
1

(
Λ

N−1

)
F (Λ) + 1

F (+∞)−F (Λ)

∞∫
Λ

∞∫
Λ

S2
1(| λ− u |)dF (λ)dF (u)

) 1
2

×
× sup
|t−s|≤h

|Z1(t)− Z1(s)|.

3. Точнiсть та надiйнiсть побудованої моделi

Означення 2. [4] Скажемо, що випадковий процес ξ̂(t) наближує процес
ξ(t) з надiйнiстю 1− β, 0 < β < 1 та точнiстю δ > 0 в просторi C(T), якщо
iснує таке розбиття L, що справедлива нерiвнiсть

P

{
sup
t∈T

|ξ(t)− ξ̂(t)| > δ

}
≤ β.

Оскiльки θ(t), t ∈ T є L2(Ω)-процесом, то псевдометрика ρ породжена про-
цесом θ(t) на T має вигляд

ρ(t, s) = ‖θ(t)− θ(s)‖L2 , t, s ∈ T.

Означення 3. [6] Позначимо через Nρ(T, ε) число куль у найменшому ε-
покриттi множини T. Покладаємо Nρ(T, ε) = +∞ якщо не iснує скiнченного
ε-покриття множини T. Функцiя Nρ(T, ε), ε > 0 називається метричною
масивнiстю множини T вiдносно псевдометрики ρ.
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Означення 4. [6] Нехай

Hρ(T, ε) =

{
ln Nρ(T, ε), якщо Nρ(T, ε) < +∞,

+∞, якщо Nρ(T, ε) = ∞.

Функцiю Hρ(T, ε), ε > 0 будемо називати метричною ентропiєю множини T
вiдносно псевдометрики ρ.

Позначимо, для скорочення записiв,

N(ε) = Nρ(T, ε), H(ε) = Hρ(T, ε),

де Nρ(T, ε) та Hρ(T, ε) вiдповiдно метрична масивнiсть та метрична ентропiя
множини T вiдносно псевдометрики ρ.

Теорема 3. Нехай для L2(Ω)-процесу θ(t) виконується умова sup
t∈T

‖θ(t)‖ <

∞, простiр (T, ρ) є сепарабельним i процес θ(t) сепарабельний на (T, ρ). Якщо
ε0∫
0

N
1
2 (ε)dε < ∞, то

(
E[sup

t∈T
|θ(t)|]2

) 1
2

≤ B2

i для будь-якого δ > 0

P

{
sup
t∈T

|θ(t)| > δ

}
≤ B2

2

δ2
,

де

B2 = inf
t∈T

(
E|θ(t)|2)

1
2 + inf

0<x<1

1

x(1− x)

xε0∫

0

N
1
2 (ε)dε.

Теорема 3 є частинним випадком теореми 3.3 роздiлу 3 з монографiї [6]

Теорема 4. Нехай у моделi ξ̂(t) розбиття L таке, що для δ > 0, x ∈ (0, 1)
виконується оцiнка




S2

(
Λ

N − 1

)
F (Λ) +

1

F (+∞)− F (Λ)

∞∫

Λ

∞∫

Λ

S2(| λ− u |)dF (λ)dF (u)




1
2

×

× inf
0≤t≤T

Z(t) + inf
0<x<1

1

x(1− x)

xε0∫

0

(
T

2

(
C(−1)

(
ε

(
S2

1

(
Λ

N − 1

)
F (Λ)+

+
1

F (+∞)− F (Λ)

∞∫

Λ

∞∫

Λ

S2
1(| λ− u |)dF (λ)dF (u)



− 1

2







−1

+ 1




1
2

dε




2

≤ δ2β,

де ε0 = sup
0≤t≤T

‖ θ(t) ‖L2= σ0, θ(t) = ξ(t) − ξ̂(t), C(−1)(h), h > 0 – функцiя

обернена до C(h) = sup
|t−s|≤h

|Z1(t)− Z1(s)|.

Тодi модель ξ̂(t) наближає процес ξ(t) з заданою точнiстю δ > 0 та надiй-
ностi 1− β, 0 < β < 1 в просторi C([0, T ]).

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2014, вип. 25, № 1



206 Н. В. ТРОШКI

Доведення. Застосовуючи до L2(Ω)-процесу θ(t) теорему 3, а також вра-
ховуючи, що для метричної масивностi виконується умова N(ε) ≤ T

2σ(−1)(ε)
+ 1,

отримаємо

P

{
sup
t∈T

|θ(t)| > δ

}
≤ B2

2

δ2
,

де

B2
2 =

(
inf
t∈T

‖θ(t)‖L2 + inf
0<x<1

1
x(1−x)

xε0∫
0

N
1
2 (ε)dε

)2

≤

≤
(

inf
t∈T

‖θ(t)‖L2 + inf
0<x<1

1
x(1−x)

xε0∫
0

(
T

2σ(−1)(ε)
+ 1

) 1
2
dε

)2

.

Нехай C(h) = sup
|t−s|≤h

|Z1(t) − Z1(s)|, тодi використовуючи наслiдок 2, мати-

мемо

σ(h) ≤ C(h)×

×
(

S2
1

(
Λ

N−1

)
F (Λ) + 1

F (+∞)−F (Λ)

∞∫
Λ

∞∫
Λ

S2
1(| λ− u |)dF (λ)dF (u)

) 1
2

.

Отже, обернена функцiя до оцiнки σ(h) матиме вигляд

σ(−1)(h) = C(−1)

(
h

(
S2

1

(
Λ

N − 1

)
F (Λ)+

+
1

F (+∞)− F (Λ)

∞∫

Λ

∞∫

Λ

S2
1(| λ− u |)dF (λ)dF (u)



− 1

2


 .

Використовуючи попередню рiвнiсть, а також лему 1 отримаємо, що

B2
2 ≤





S2

(
Λ

N − 1

)
F (Λ) +

1

F (+∞)− F (Λ)

∞∫

Λ

∞∫

Λ

S2(| λ− u |)dF (λ)dF (u)




1
2

× inf
0≤t≤T

Z(t) + inf
0<x<1

1

x(1− x)

xε0∫

0

(
T

2

(
C(−1)

(
ε

(
S2

1

(
Λ

N − 1

)
F (Λ)+

+
1

F (+∞)− F (Λ)

∞∫

Λ

∞∫

Λ

S2
1(| λ− u |)dF (λ)dF (u)



− 1

2







−1

+ 1




1
2

dε




2

.

Ми завжди можемо вибрати таке розбиття L, що для довiльного β ∈ (0, 1)
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буде виконуватись

1

δ2





S2

(
Λ

N − 1

)
F (Λ) +

1

F (+∞)− F (Λ)

∞∫

Λ

∞∫

Λ

S2(| λ− u |)dF (λ)dF (u)




1
2

×

× inf
0≤t≤T

Z(t) + inf
0<x<1

1

x(1− x)

xε0∫

0

(
T

2

(
C(−1)

(
ε

(
S2

1

(
Λ

N − 1

)
F (Λ)+

+
1

F (+∞)− F (Λ)

∞∫

Λ

∞∫

Λ

S2
1(| λ− u |)dF (λ)dF (u)



− 1

2







−1

+ 1




1
2

dε




2

≤ β.

Тобто P

{
sup
t∈T

|θ(t)| > δ

}
≤ β. Тодi з означення 2 випливає, що модель ξ̂(t)

наближає процес ξ(t) з заданою точнiстю δ > 0 та надiйностi 1− β, 0 < β < 1 в
просторi C([0, T ]).
Висновки. В роботi побудовано моделi деяких дробових випадкових процесiв.
Крiм цього отримано оцiнки супремумiв норм цих випадкових процесiв. В данiй
роботi цi оцiнки використовуються при дослiдженi умов вибору розбиття так,
щоб побудована модель наближала процес iз заданими точнiстю та надiйнiстю.
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