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ДРУГА ГРУПА КОГОМОЛОГIЙ ЧЕТВЕРНОЇ ГРУПИ КЛЕЙНА

(Присвячується пам’ятi доцента В. П. Рудька)

The second cohomology groups H2(G,M) of Klein four-group G with coefficients in the indecom-
posable representation G-modules over a field of characteristic 2 has been found.

Знаходяться групи когомологiй H2(G,M) четверної групи Клейна G iз значеннями в модулях
нерозкладних зображень групи G над полем характеристики 2.

Нехай A — група, М — адитивна група, що є A-модулем (тобто ZA-модулем).
2-коциклом групи A iз значеннями в модулi M називається вiдображення f :
A× A → M , що задовольняє умови:

1) f(x, y) = 0, якщо x або y дорiвнює одиницi e групи A;

2) f(xy, z) = xf(y, z)− f(x, y) + f(x, yz) для довiльних елементiв x, y, z ∈ A.

Нехай ϕ : A → M — вiдображення таке, що ϕ(e) = 0. Вiдображення

fϕ : A× A → M,

таке, що
fϕ(x, y) = ϕ(xy)− xϕ(y)− ϕ(x)

для довiльних x, y ∈ A, є 2-коциклом групи A. Цей коцикл називається когра-
ницею групи A. Множина C2(A,M) всiх 2-коциклiв групи A є абелевою групу
вiдносно операцiї додавання коциклiв, визначеної звичайним чином. Множина
B2(A, M) всiх кограниць групи A є пiдгрупою групи коциклiв. Фактор-група

H2(A,M) = C2(A,M)/B2(A,M)

називається другою групою когомологiй групи A iз значеннями в модулi M .
Елементи групи когомологiй будемо називати також класами коциклiв.

Нехай f ∈ C2(A, M). Введемо у розгляд множину пар вигляду

V (M, A, f) = {(m, a) | m ∈ M, a ∈ A}

i визначимо операцiю множення на цiй множинi за правилом

(m1, a1) · (m2, a2) = (m1 + a1m2 + f(a1, a2), a1a2),

де m1, m2 ∈ M , a1, a2 ∈ A. Неважко переконатися, що вiдносно цiєї операцiї
множина V (M,A, f) є групою, а її пiдмножина Me всiх пар вигляду (m, e), де
m ∈ M , e —, нагадаємо, одиниця групи A, є нормальною пiдгрупою цiєї групи.
До того ж мають мiсце iзоморфiзми груп

Me
∼= M, V (M, A, f)/Me

∼= A.
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Отже, група V (M, A, f) є розширенням групи M за допомогою групи A. Якщо 2-
коцикли f1 i f2 лежать в одному класi коциклiв, то групи V (M, A, f1) i V (M, A, f2)
є iзоморфними, причому iснує такий iзоморфiзм цих груп, який є тотожним на
спiльний пiдгрупi Me i iндукує тотожний iзоморфiзм вiдповiдних фактор-груп.
Цей iзоморфiзм називається еквiвалентнiстю розширень.

Нехай всюди надалi

G = 〈a, b | a2 = e, b2 = e, ab = ba〉
— четверна група Клейна, M — деякий G-модуль i H2(G,M) — друга група
когомологiй групи G iз значеннями у модулi M .

Лема 1. У будь-якому класi коциклiв групи G (тобто елементi групи
H2(G,M)) мiстить 2-коцикл f такий, що f(a, b) = 0.

Доведення. Нехай f1 — довiльний 2-коцикл iз C2(G,M). Побудуємо вiд-
ображення ϕ : G → M так, щоб ϕ(e) = 0 i

ϕ(ab) = aϕ(b) + ϕ(b)− f1(a, b).

Тодi, очевидно, вiдображення f : G×G → M задане таким чином, що

f(x, y) = f1(x, y) + ϕ(xy)− xϕ(y)− ϕ(x),

де x, y ∈ G, є коциклом iз C2(G,M) i f(a, b) = 0.

Лема 2. Нехай f ∈ C2(G,M). Тодi для довiльного елемента c четверної
групи G

(c− e)f(c, c) = 0.

Доведення. Маємо c2 = e. Тодi f(c2, c) = f(c, c2) = 0 i

f(c2, c) = cf(c, c)− f(c, c) + f(c, c2),

звiдки слiдує доведення леми.

Лема 3. Нехай f — такий 2-коцикл iз C2(G, M), що f(a, b) = 0. Тодi

1) f(ab, a) = bf(a, a)− f(b, a),

2) f(ab, b) = af(b, b),

3) f(ab, ab) = f(a, a) + f(b, b) + af(b, a),

4) f(b, ab) = af(b, b) + f(b, a),

5) f(a, ab) = f(a, a).

Доведення. За означенням 2-коциклу

f(ba, b) = bf(a, a)− f(b, a) + f(b, a2).

Оскiльки ab = ba, a2 = e, то з останньої рiвностi очевидним чином слiдує дове-
дення першої рiвностi леми. Далi

f(ab, b) = af(b, b)− f(a, b) + f(a, b2),
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звiдки слiдує рiвнiсть 2). Продовжуючи мiркування аналогiчним чином i вико-
ристовуючи рiвнiсть 2) iз наступної рiвностi

f(ba, b) = bf(a, b)− f(b, a) + f(b, ab),

одержимо доведення рiвностi 4). Далi

f(a2, b) = af(a, b)− f(a, a) + f(a, ab),

звiдки слiдує рiвнiсть 5). Нарештi, iз врахуванням рiвностi 4) i рiвностi

f(ab, ab) = af(b, ab)− f(a, b) + f(a, ab2)

одержимо рiвнiсть 3).

Лема 4. Нехай виконуються умови леми 3. Тодi

1) (a + e)f(b, a) = (b− e)f(a, a),

2) (b + e)f(b, a) = (e− a)f(b, b).

Доведення. За означенням 2-коциклу

f(ab, a) = af(b, a)− f(a, b) + f(a, ab) = af(b, a) + f(a, ab) = af(b, a) + f(a, a),

f(ba, a) = bf(a, a)− f(b, a) + f(b, a2) = bf(a, a)− f(b, a).

Iз рiвностi лiвих частини слiдує рiвнiсть правих:

af(b, a) + f(a, a) = bf(a, a)− f(b, a).

Як наслiдок одержуємо рiвнiсть 1) леми, що доводиться. Далi

f(a, a) = f(ab2, a) = abf(b, a)− f(ab, b) + f(ab, ba) =

= abf(b, a)− af(b, b) + f(a, a) + f(b, b) + af(b, a).

Тому
(ab + a)f(b, a) = (a− e)f(b, b).

Помноживши лiву i праву частини рiвностi на a, ми одержимо рiвнiсть 2) леми.
Лема доведена.

Для деякого фiксованого елемента g четверної групи G введемо у розгляд
множини:

M1(g) = {m | m ∈ M, (g − e)m = 0}, M2(g) = (g + e)M.

Також введемо наступнi позначення:

A(M) = {m | m ∈ M, (a + e)m = (b + e)m = 0},
B(M) = {(a− e)m− (b− e)n | m, n ∈ M, (b + e)n = (a + e)m = 0}.

Легко бачити, що всi цi множини є G-пiдмодулями модуля M i, що

M2(g) ⊂ M1(g), B(M) ⊂ A(M).
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Нехай

A(M) = {(x, y, z) | x ∈ M1(a), y ∈ M1(b), z ∈ M,

(a + e)z = (e− b)x, (b + e)z = (a− e)y},
B(M) = {((a + e)m, (b + e)n, (a− e)n− (b− e)m) | m, n ∈ M}.

Нескладно переконатися у тому, що множини A(M) та B(M) є пiдмодулями
тривiально визначеного G-модуля M (3) = M ×M ×M , причому B(M) ⊂ A(M).

Теорема 1. Група H2(G,M) iзоморфна фактор-групi A(M)/B(M).

Доведення. Будемо розглядати лише такi 2-коцикли f ∈ C2(G,M), що
f(a, b) = 0. Iз лем 1–3 випливає, що всi значення 2-коцикла f виражаються
через три значення

x = f(a, a), y = f(b, b), z = f(b, a),

якi до того ж утворюють трiйку (x, y, z), що є елементом iз A(M). Нехай f ′ —
iнший 2-коцикл того ж класу, що i f , а (x′, y′, z′) — вiдповiдна 2-коциклу f ′

трiйка. Тодi f ′ = f + fϕ для деякої кограницi fϕ ∈ B2(G,M) i

x′ = x + (a + e)m, m = ϕ(a), y′ = y + (b + e)n, n = ϕ(b),

z′ = z + ϕ(ba)− bϕ(a)− ϕ(b) = z + (a− e)n− (b− e)m.

Отже, (x′, y′, z′)− (x, y, z) ∈ B(M), що доводить теорему.

Наслiдок 1. Якщо M1(a) = M2(a), M1(b) = M2(b), то у кожному класi
коциклiв мiститься 2-коцикл, що задовольняє умовам:

f(a, a) = f(b, b) = f(a, b) = 0, f(b, a) ∈ A(M).

При цьому f(b, a) може приймати довiльне значення iз групи A(M). 2-коцикли
f1, f2, що задовольняють вказаним умовам, лежать в одному класi тодi i
тiльки тодi, коли f1(b, a)− f2(b, a) ∈ B(M).

Наслiдок 2. Якщо M1(a) = M2(a), M1(b) = M2(b), то група H2(G,M)
iзоморфна фактор-групi A(M)/B(M).

Доведення. Збережемо позначення введенi у доведеннi теореми 1. Iз умов
M1(a) = M2(a), M1(b) = M2(b) слiдує, що трiйка (x, y, z) за модулем B(M)
дорiвнює трiйцi вигляду (0, 0, z′) для деякого z′ ∈ A(M). Двi трiйки (0, 0, z1),
(0, 0, z2) iз A(M) лежать в одному сумiжному класi за пiдмодулем B(M) тодi i
тiльки тодi, коли z1 − z2 ∈ B(M), що доводить обидва наслiдки.

Розглянемо будову другої групи когомологiй H2(G,M) четверної групи G
у випадку, коли M є модулем деякого нерозкладного зображення групи G над
кiльцем Z цiлих рацiональних чисел. Зазначимо, що всi нерозкладнi матричнi
Z-зображення групи G знайдено Л. О. Назаровою [1]. Група G має наступне
нерозкладне матричне Z-зображення

Ψ
(k)
u(x) : a →




E 0 E 0
0 −E 0 E
0 0 E 0
0 0 0 −E


 , b →




E 0 0 Φ(u(x))
0 E E 0
0 0 −E 0
0 0 0 E


 ,
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де k — деяке натуральне число, E — одинична матриця порядку k, Φ(u(x)) —
матриця порядку k iз 0 i 1, яка за модулем 2 є нерозкладною клiткою Фробе-
нiуса, що вiдповiдає многочлену u(x) над полем F2 = Z/2Z з двох елементiв.
Вiдмiтимо також, що символ 0, як у згаданих вище, так i приведених ниж-
че матрицях, використовується для позначення нульових матриць вiдповiдних
розмiрiв. За модуль M зображення Ψ

(k)
u(x) вiзьмемо модуль 4n-вимiрних векторiв

над Z:
M = Z4n = {(α1, α2, α3, α4) | αj ∈ Zn, j = 1, 2, 3, 4},

в якому дiя операторiв iз групи G задається множенням матриць:

a(α1, α2, α3, α4) = Ψ
(k)
u(x)(a) ·




α1

α2

α3

α4


 = (α1 + α3,−α2 + α4, α3,−α4),

b(α1, α2, α3, α4) = Ψ
(k)
u(x)(b) ·




α1

α2

α3

α4


 = (α1 + Φ(u(x))αT

4 ,−α2 + α3,−α3, α4).

Нескладнi пiдрахунки показують, що

M1(a) = {(α1, α2, 0, 2α2) | α1, α2 ∈ Zn} =

= M2(a) = {(2α′1 + α′3, α
′
4, 0, 2α

′
4) | α′3, α′4 ∈ Zn},

M1(b) = {(α1, α2, 2α2, 0) | α1, α2 ∈ Zn} = M2(b).

Таким чином справджуються умови наслiдкiв 1–2. Неважко показати, що

A(M) = {(0, α, 0, 0) | α ∈ Zn}, B(M) = 2A(M).

Звiдси, як наслiдок, слiдує наступний результат.

Твердження 1. Друга група когомологiй H2(G,Z4n) четверної групи G iз
значеннями у модулi Z4n нерозкладного матричного зображення Ψ

(k)
u(x) iзомор-

фна групi Fn
2 всiх n-вимiрних векторiв над полем F2.

В. А. Башев [2] знайшов всi нерозкладнi матричнi зображення четверної
групи G над полем F характеристики 2. Назвемо два точних F -зображення Γ1

i Γ2 степеня k групи G спряженими, якщо спряженi пiдгрупи Γ1(G) i Γ2(G) в
групi GL(k, F ). Результати В. А. Башева можна перефразувати у наступний
спосiб.

З точнiстю до спряженостi всi нерозкладнi точнi зображення четверної
групи G над полем F характеристики 2 (окрiм регулярного) мiстяться серед
наступних трьох серiй:

∆k : a →



E E 0
0 E 0
0 0 1


 , b →




E 0 E
0 1 0
0 0 E


 ,
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Λk : a →



1 0 0
0 E E
0 0 E


 , b →




E 0 E
0 1 0
0 0 E


 ,

Θk,Φ : a →
(

E Φ
0 E

)
, b →

(
E E
0 E

)
,

де E — одинична матриця порядку k, Φ — невироджена матриця порядку k,
що є нерозкладною клiткою Фробенiуса.

Нехай Γ — матричне F -зображення степеня k четверної групи G. В якостi
модуля зображення Γ вiзьмемо k-вимiрний векторний простiр F k. Якщо g ∈ G
i x ∈ F k, то gx є k-вимiрним вектором, що є результатом добутку Γ(g)xT ма-
трицi Γ(g) на стовпець xT . Нехай e1, e2, . . . , ek — канонiчний базис векторного
простору F k.

Теорема 2. Наступна таблиця представляє зв’язок мiж нерозкладним
матричним зображенням Γ четверної групи G = 〈a, b〉 над полем F хара-
ктеристики 2, модулем M , що є модулем зображення Γ, другою групою ко-
гомологiй H2(G,M) групи G iз значеннями у модулi M i значеннями одного
довiльного 2-коцикла f (такого, що f(a, b) = 0) iз класу коциклiв:

Γ M f(a, a) f(b, b) f(b, a) H2(G,M)

∆1 F 3 αe3 βe2 αe2 + βe3 F 2

∆2 F 5 αe5 αe3 αe4 F

∆k (k > 2) F 2k+1 0 0 α1e2 + · · ·+ αk−2ek−1 F k−2

Λk F 2k+1 αe1 βen α1e1 + · · ·+ αk+1ek+1 F k+3

Θk,Φ F 2k 0 0 α1e1 + · · ·+ αkek F k

α, αj, β — деякi елементи поля F .

Доведення. Iз коментара, що передує теоремi, одразу слiдує що друга гра-
фа таблицi однозначно визначається першою. Шоста графа таблицi є наслiдком
теореми 1 i попереднiх трьох граф. Тому для доведення теореми необхiдно зна-
йти всi 2-коцикли у кожному випадку. За лемою 1 для цього досить обмежитися
2-коциклами f такими, що f(a, b) = 0. Враховуючи лему 3 досить вказати лише
три значення 2-коцикла: f(a, a), f(b, b), f(b, a). Розглянемо окремо випадки.

Випадок Γ = Θk,Φ. За модуль зображення Θk,Φ беремо M = F 2k = F k u F k.
Нехай x = (x1, x2) ∈ M , де x1, x2 ∈ F k. Тодi

(a + e)x = (ΦxT
2 , 0), (b + e)x = (x2, 0).

Звiдси слiдує, що

M1(a) = M2(a) = M1(b) = M2(b) = {(x, 0) | x ∈ F k} = A(M).

Окрiм цього, B(M) = 0 i можна застосувати наслiдки 1–2, що доводить теорему
у випадку, який розглядається.

Випадок Γ = Λk. За модуль зображення Λk беремо M = F 2k+1 = F k+1 u F k.
Нехай (x, y) ∈ M , де

x ∈ F k+1, y = y1ek+2 + y2ek+3 + · · ·+ yke2k+1
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для деяких y1, y2, . . . , yk ∈ F . Тодi

(a + e)(x, y) = y1e2 + y2e3 + · · ·+ ykek+1, (b + e)(x, y) = y1e1 + y2e2 + · · ·+ ykek.

Звiдси випливає, що

M1(a) = M1(b) = {(x, 0) | x ∈ F k+1},
M2(a) = {y1e2 + y2e3 + · · ·+ ykek+1 | y1, y2, . . . , yk ∈ F},
M2(b) = {y1e1 + y2e2 + · · ·+ ykek | y1, y2, . . . , yk ∈ F}.

Пiдкреслимо, що

M1(a) = αe1 + M2(a), M1(b) = βek+1 + M2(b)

для деяких елементiв α, β поля F . Це означає, що першi двi компоненти трiйки
(f(a, a), f(b, b), f(b, a)) iз A(M) за модулем B(M) є такими, як вказано у таблицi.
Далi, оскiльки

(a + e)f(b, a) = (b− e)f(a, a) = 0, (b + e)f(b, a) = (e− a)f(b, b) = 0,

то i f(b, a) є таким, як вказано у таблицi у вiдповiдному рядку. Нескладно
перевiрити, що, якщо першi двi компоненти цiєї трiйки з B(M) є нульовими, то
нульовою буде i третя компонента цiєї трiйки. Отже, теорема доведена у цьому
випадку.

Випадок Γ = ∆k. У цьому випадку M = F 2k+1 = F k u F k+1. Аналогiчно
попереднiм випадкам обчислюємо

M2(a) = M2(b) = {(x, 0) | x ∈ F k},
M1(a) = αe2k+1 + M2(a), M1(b) = βek+1 + M2(b)

для деяких елементiв α, β поля F . Отже, можна вважати, що

f(a, a) = αe2k+1, f(b, b) = βek+1.

Нехай, при цьому
f(b, a) = (x1, . . . , xk, y1, . . . , yk+1),

де xi, yj ∈ F , i = 1, . . . , k; j = 1, . . . , k + 1. Тодi

(a + e)f(b, a) = (y1, . . . , yk, 0, . . . , 0), (b + e)f(b, a) = (y2, . . . , yk+1, 0, . . . 0).

Далi,
(e− a)f(b, b) = βe1, (b− e)f(a, a) = αek.

Якщо k > 2, то

y1 = . . . = yk−1 = 0, yk = α, y2 = β, y3 = . . . = yk+1 = 0,

тобто y1 = . . . = yk+1 = α = β = 0, а отже, f(b, a) = (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0). Нехай
m, n — такi елементи iз M , що (a + e)m = (b + e)n = 0. Тодi

(a− e)n− (b− e)m = γe1 + δen
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для деяких елементiв γ, δ поля F . Взявши γ = x1, δ = xk, одержимо

f(b, a) + (a− e)n− (b− e)m = x2e2 + · · ·+ xk−1ek−1.

Це означає, що у кожному класi коциклiв мiститься тiльки один 2-коцикл, що
вказується у таблицi у випадку k > 2.

Нехай k = 2. Тодi y1 = 0, y2 = α = β, y3 = 0 i

f(b, a) + (a− e)n− (b− e)m = (0, 0, 0, α, 0).

Нехай k = 1. Тодi

M1(a) = {(x1, 0, y2) |x1, y2 ∈ F}, M1(b) = {(x1, y1, 0) |x1, y1 ∈ F},

M2(a) = M2(b) = {(x1, 0, 0) |x1 ∈ F}.
Можна вважати, що

f(a, a) = (0, 0, α), f(b, b) = (0, β, 0).

Якщо f(b, a) = (z1, z2, z3), то iз рiвностей

(a + e)f(b, a) = (z2, 0, 0), (b− e)f(a, a) = (α, 0, 0),

(b + e)f(b, a) = (z3, 0, 0), (e− a)f(b, b) = (β, 0, 0)

i леми 4 слiдує, що f(b, a) = (z1, α, β). Аналогiчно попереднiм випадкам легко
вказати елементи m, n iз M , що (a + e)m = (b + e)n = 0, a

f(b, a) + (a− e)n− (b− e)m = (0, α, β).

Теорема доведена.
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