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КРАЙОВI ЗАДАЧI ДЛЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ СИСТЕМ З
ПРЯМОКУТНИМИ МАТРИЦЯМИ

We consider the problem of existence and construction of solutions boundary value problems of
the singular linear systems of differential equations with rectangular matrices. Using the theory
of Fredholm boundary-value problem with application a method of pseudo-inverse matrixes the
necessary and sufficient conditions of such solutions existence were found.

У роботi дослiджено крайову задачу для диференцiальних систем з прямокутними матриця-
ми. Використовуючи теорiю нетерових крайових задач, знайдено необхiднi й достатнi умови
iснування розв’язкiв лiнiйних крайових задач та запропановано структуру розв’язкiв таких
задач.

1. Вступ.
У даннiй статтi розглянуто нетеровi крайовi задачi загального вигляду, в

яких крайова умова задана лiнiйним векторним функцiоналом. Важливу роль
у теорiї таких систем грає введене в [1,2] поняття квазiдiагональної канонiчної
форми. У розгляд включенi недовизначенi та перевизначенi критичнi крайовi
задачi для диференцiальних систем з прямокутними матрицями.

2. Постановка задачi та допомiжнi результати.
Розглянемо крайову задачу для m−лiнiйних диференцiальних систем рiв-

нянь з n−невiдомими функцiями

B
dx

dt
= Ax + f(t), t ∈ [a, b] (1)

`x = α, (2)

де A,B −m × n−вимiрнi сталi матрицi та f(t) ∈ C[a, b] −m−вимiрна вектор-
функцiя, x = x(t) = col(x1(t), ..., xn(t)), `− лiнiйний p−векторний функцiонал,
визначений на просторi n−вимiрних, неперервних на [a, b] вектор-функцiй: ` =
col(`1, ..., `p);α = col(α1, ..., αp) ∈ Rp− заданий вектор-стовбець констант з p−ви-
мiрного дiйсного евклiдового простору [3, 4].

Виникає питання, при яких умовах крайова задача (1), (2) розв’язна, як
записується загальний розв’язок задачi та яка кiлькiсть розв’язкiв?

Введемо нову невiдому вектор-функцiю z, яка пов’язана з вектор-функцiєю
x лiнiйним невиродженим перетворенням [1] з постiйними коефiцiєнтами:

x = Qz, det Q 6= 0, (3)

де z = col[z1, ..., zg, z̃1, ..., z̃l, ẑ1, ..., ẑk, z̆1, ..., z̆n, zε], складовi вектори zi(t) мають
розмiрнiсть 1, i = 1, g,вектори z̃i(t) мають розмiрнiсть (s̃i + 1), i = 1, l, вектори
ẑi(t) мають розмiрнiсть ŝi, i = 1, k, вектори z̆i(t) мають розмiрнiсть s̆i, i = 1, n,
вектори zε(t) мають розмiрнiсть ε.

Пiдставляючи Qz замiсть x у (1) та множачи (1) почленно злiва на P , отри-
маємо:
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B̃
dz

dt
= Ãz + f̃(t), t ∈ [a, b], (4)

де Ã = PAQ, B̃ = PBQ, f̃ = Pf = (f̃1, f̃2, ..., f̃m), при цьому пучки матриц
A + λB та Ã + λB̃ строго еквiвалентнi один одному: Ã + λB̃ = PAQ + λPBQ =
P (A + λB)Q.

Було доведенно, що P−(m×m)−вимiрна,Q−(n×n)−вимiрна матрицi мають
вигляд:

Q = [Qg, Φ̃, Φ̂, Φ̆, Φ], (5)

P = [Pg, Ψ̃, Ψ̂, Ψ̆, Ψ]∗, (6)

де
Qg = [q1, ..., qg],

Φ̃ = [Φ̃1,s̃1+1, ..., Φ̃l,s̃l+1], Φ̃ij = [ϕ̃j
i , ..., ϕ̃

1
i ], j = s̃i, s̃i + 1, i = 1, l

Φ̂ = [Φ̂1, ..., Φ̂k], Φ̂i = [ϕ̂1
i , ..., ϕ̂

ŝi
i ], i = 1, k

Φ̆ = [Φ̆1, ..., Φ̆n], Φ̆i = [ϕ̆1
i , ..., ϕ̆

s̆i
i ], i = 1, n

Φ = [ϕ1, ..., ϕε],

Pg = [p1, ..., pg],

Ψ̃ = [Ψ̃1,s̃1+1, ..., Ψ̃l,s̃l+1], Ψ̃ij = [ψ̃j
i , ..., ψ̃

1
i ], j = s̃i, s̃i + 1, i = 1, l

Ψ̂ = [Ψ̂1, ..., Ψ̂k], Φ̂i = [ψ̂1
i , ..., ψ̂

ŝi
i ], i = 1, k

Ψ̆ = [Ψ̆1, ..., Ψ̆n], Ψ̆i = [ψ̆s̆i
i , ..., ψ̆1

i ], i = 1, n

Ψ = [ψ1, ..., ψε].

Компоненти [1] постiйних матриць Qg, Φ̃, Φ̂, Φ̆, Φ, Pg, Ψ̃, Ψ̂, Ψ̆, Ψ iснують та
мають вигляд [2]. Замiсть системи (1) будемо мати m незалежних лiнiйних
комбiнацiй, що тотожно множенню матриць A,B, f злiва на квадратну невирод-
жену матрицю m−го порядку P .

Вибираючи таким чином матрицi P та Q, система диференцiальних рiвнянь
зводиться до канонiчної квазiдiагональної форми

diag[0gg, L, K, N,Eε]
dz

dt
= diag[0gg, L,K, N, J ]z + f̃ , (7)
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де 0ij - нульовий блок розмiрнiстю i × j, L = diag[L1, ..., Ll], Li = [Es̃i
, 0s̃i1], i =

1, l, K = diag[K1, ..., Kk], Ki = [Eŝi
, 0ŝi1]

T , i = 1, k, N = diag[N1, ..., Nn], Ni =
Is̆i

, i = 1, n, нiльпотентний блок Жордана розмiрностi si, L = diag[L1, ..., Ll],
Li = [0s̃i1, Es̃i

], i = 1, l, K = diag[K1, ..., Kk], K i = [0ŝi1, Eŝi
]T , i = 1, k, N =

diag[N1, ..., Nn], N i = Es̆i
, i = 1, n, J− квадратна матриця порядку ε, f̃(t) ∈

C[a, b]−m−вимiрна вектор-функцiя.
Вектори f̃ , z представленi у наступному виглядi

f̃ = col[f1, ..., fg, f̃1, ..., f̃l, f̂1, ..., f̂k, f̆1, ..., f̆n, fε],

z = col[z1, ..., zg, z̃1, ..., z̃l, ẑ1, ..., ẑk, z̆1, ..., z̆n, zε], (8)

де
fi = P ∗

g f(t), i = 1, g, (9)

f̃i = Ψ̃∗
i,si+1f(t), i = 1, l, (10)

f̂i = Ψ̂∗
i f(t), i = 1, k, (11)

f̆i = Ψ̆∗
i f(t), i = 1, n, (12)

fε = Ψ∗f(t). (13)

У вiдповiдностi з дiагональними блоками (7) система диференцiальних рiв-
нянь розпадається на окреми системи виду [1]

0 = fi, i = 1, g, (14)

Li
dz̃i

dt
= Liz̃i + f̃i, i = 1, l, (15)

Ki
dẑi

dt
= Kiẑi + f̂i, i = 1, k, (16)

Ni
dz̆i

dt
= N iz̆i + f̆i, i = 1, n, (17)

Eε
dzε

dt
= Jzε + fε. (18)

Таким чином, iнтегрування системи (1) у загальному випадку зведено до
iнтегрування систем (14) – (18).

1) Для того, щоб система (14) була розв’язна, необхiдно та достатньо, щоб

fi ≡ 0, i = 1, g (19)
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У цьому випадку за невiдомi функцiї z1, ..., zg, можуть бути взяти довiльнi
функцiї βi, i = 1, g. Таким чином, використовуючи (3),(5) запишемо розв’я-
зок

x(t) =

g∑
i=1

βi(t)qi, (20)

де βi ∈ C1[a; b], i = 1, g.

Таким чином, одна з умов розв’язностi для вихiдної диференцiальної сис-
теми рiвнянь (1), яка випливає з рiвнянь (19), (6) та (9), буде наступною [2]:

(f(t), pi(t)) = 0, i = 1, g. (21)

2) Систему (15) можна записати у виглядi

dz̃1

dt
= z̃2 + f̃1(t),

dz̃2

dt
= z̃3 + f̃2(t), ...,

dz̃s̃i

dt
= z̃s̃i+1 + f̃s̃i

(t) (22)

Така система завжди розв’язна. Якщо покласти z̃1(t) = β̃i(t) довiльну
функцiю вiд t, тодi послiдовно з (22) визначаються решта невiдомих функ-
цiй z̃2, ..., z̃s̃i

, z̃s̃i+1, та система матиме такий розв’язок

z̃i =

[
β̃i(t)

−∑s̃i−1
k=0 (IT

s̃i
)k dk

dtk
f̃i(t) + col[ d

dt
β̃i(t), ...,

ds̃i

dts̃i
β̃i(t)]

]
, i = 1, l. (23)

У цьому випадку розв’язок x(t) вихiдної системи за допомогою формул
(3), (5), (6) та (10) записується у наступному виглядi

x(t) =
l∑

i=1

s̃i∑

k=0

[
dk

dtk
β̃i(t)]ϕ̃

(s̃i−k+1)
i −

l∑
i=1

Φ̃is̃i

s̃i−1∑

k=0

(IT
s̃i
)k dk

dtk
[Ψ̃∗

i f(t)], (24)

де β̃i ∈ C s̃i [a; b], i = 1, l,− довiльнi скалярнi функцii.

3) Систему (16) можна записати у виглядi

dẑ1

dt
= f̂1(t),

dẑ2

dt
= ẑ1 + f̂2(t), ...,

dẑŝi

dt
= ẑŝi−1 + f̂ŝi

(t), 0 = ẑŝi
+ f̂ŝi+1(t). (25)

З усiх рiвнянь (25), крiм першого, однозначно визначаємо ẑŝi
, ẑŝi−1, ..., ẑ1 :

ẑŝi
= −f̂ŝi+1, ẑŝi−1 = −f̂ŝi

(t)− df̂ŝi+1

dt
, ..., ẑ1 = −f̂2(t)− df̂3

dt
− ...− dŝi−1f̂ŝi+1

dtŝi−1

або
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ẑi = −
ŝi−1∑

k=0

Ik
ŝi

dk

dtk
col[f̂2(t), ..., f̂ŝi

(t)], i = 1, k. (26)

Пiдставляючи отриманий результат для ẑ1 у перше рiвняння, отримаємо
умову розв’язностi:

f̂1(t) +
df̂2

dt
+ ... +

dŝi f̂ŝi+1

dtŝi
= 0 (27)

або

−e1

ŝi−1∑

k=0

Ik
ŝi

dk+1

dtk+1
col[f̂2(t), ..., f̂ŝi+1(t)] = f̂1(t), i = 1, k, (28)

де e1− перший рядок матрицi Eŝi
.

Тодi розв’язок x(t) вихiдної системи за допомогою формул (3), (5), (6) та
(11) записується у наступному виглядi:

x(t) = −
k∑

i=1

Φ̂i

ŝi−1∑

k=0

Ik
ŝi

dk

dtk
[Ψ̂∗

isi
f(t)] (29)

Таким чином умова розв’язностi для вихiдної диференцiальної системи
рiвнянь (1), яка випливає з рiвнянь (28), (6) та (11), буде наступною:

ŝi∑

k=0

dk

dtk
(f(t), ψ̂ŝi−k+1

i ) = 0, i = 1, k (30)

4) Систему (17) можна записати у виглядi

dz̆2

dt
= z̆1 + f̆1(t),

dz̆3

dt
= z̆2 + f̆2(t), ...,

dz̆s̆i

dt
= z̆s̆i−1 + f̆s̆i−1(t), 0 = z̆s̆i

+ f̆s̆i
(t).

(31)
Звiдси послiдовно та однозначно визначаємо розв’язок

z̆s̆i
= −f̆s̆i

, z̆s̆i−1 = −f̆s̆i−1 − df̆s̆i

dt
, ..., z̆1 = −f̆1 − df̆2

dt
− d2f̆3

dt2
− ...− ds̆i−1f̆s̆i

dts̆i−1

або

z̆i(t) = −
s̆i−1∑

k=0

Ik
s̆i

dk

dtk
f̆i(t), i = 1, n. (32)

Враховуючи отриманий розв’язок (32) та за домогою замiн (3), (5), (6) та
(12) маємо розв’язок вихiдної системи

x(t) = −
n∑

i=1

Φ̆i

s̆i−1∑

k=0

Ik
s̆i

dk

dtk
[Ψ̆∗

i f(t)]. (33)
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5) Загальний розв’язок системи (18) має вигляд [1,7]

zε(t) = Z(t)c +

∫ t

a

Z(t)Z−1(τ)fε(τ)dτ, ∀c ∈ Rε. (34)

У цьому випадку розв’язок x(t) вихiдної системи завжди iснує i за допо-
могою формул (3), (5), (6) та (13) записується у виглядi

x(t, c) = Xε(t)c +

∫ t

a

Xε(t)Z
∗
ε (τ)f(τ)dτ, (35)

де c−довiльний постiйний вектор-стовбець c ∈ Rε, Xε = ΦZ, Zε(t) =
Ψ(t)[X−1(t)]∗ [2].

Лема 1. Стовбцi матрицi

Xε(t) = ΦZ(t),

де Z(t)− фундаментальна матриця системи

dzε

dt
= Jzε

є лiнiйно незалежними розв’язками системи

B
dx

dt
= Ax.

Лема 2. Стовбцi матрицi

Zε(t) = Ψ(t)[X−1(t)]∗,

є лiнiйно незалежними розв’язками спряженої до B dx
dt

= Ax системи

d

dt
[B∗x] = −A∗x

Використовуючи, отриманi результати (20),(24),(29),(33),(35), (21), (30) одер-
жимо загальний розв’язок диференцiальної системи рiвнянь (1) та умови роз-
в’язностi данної диференцiальної системи у виглядi наступного твердження.

Лема 3. Для розв’язностi диференцiальної системи (1) необхiдно й доста-
тньо виконання γ-лiнiйно незалежних умов (γ =

∑k
i=1 ŝi + g)

ŝi∑

k=0

dk

dtk
(f(t), ψ̂ŝi−k+1

i ) = 0, i = 1, k (36)

(f(t), pi(t)) = 0, i = 1, g (37)

Загальний розв’язок має вигляд
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x(t, c) = Xε(t)c +

∫ t

a

Xε(t)Z
∗
ε (τ)f(τ)dτ +

g∑
i=1

βi(t)qi−

−
l∑

i=1

Φ̃is̃i

s̃i−1∑

k=0

(IT
s̃i
)k dk

dtk
[Ψ̃∗

i f(t)] +
l∑

i=1

s̃i∑

k=0

[
dk

dtk
β̃i(t)]ϕ̃

(s̃i−k+1)
i −

−
k∑

i=1

Φ̂i

ŝi−1∑

k=0

Ik
ŝi

dk

dtk
[Ψ̂∗

isi
f(t)]−

n∑
i=1

Φ̆i

s̆i−1∑

k=0

Ik
s̆i

dk

dtk
[Ψ̆∗

i f(t)], (38)

де c−довiльний постiйний вектор розмiрностi ε, βi(t), β̃i(t)−довiльнi ска-
лярнi функцii, такi що βi(t) ∈ C1[a; b], i = 1, g, β̃i(t) ∈ C s̃i [a; b], i = 1, l.

3. Крайова задача.
Загальний розв’язок системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь (1) запише-

мо у наступному виглядi

x = Xε(t)c + x̃(t),∀c ∈ Rε (39)

та x̃(t) = x̃1(t) + x̃2(t) + x̃3(t)− частковий розв’язок неоднорiдної диферен-
цiальної системи рiвнянь (1), який має вигляд

x̃1(t) =

∫ t

a

Xε(t)Z
∗
ε (τ)f(τ)dτ −

l∑
i=1

Φ̃is̃i

s̃i−1∑

k=0

(IT
s̃i
)k dk

dtk
[Ψ̃∗

i f(t)]−

−
k∑

i=1

Φ̂i

ŝi−1∑

k=0

Ik
ŝi

dk

dtk
[Ψ̂∗

isi
f(t)]−

n∑
i=1

Φ̆i

s̆i−1∑

k=0

Ik
s̆i

dk

dtk
[Ψ̆∗

i f(t)], (40)

x̃2(t) =

g∑
i=1

βi(t)qi, (41)

x̃3(t) =
l∑

i=1

s̃i∑

k=0

[
dk

dtk
β̃i(t)]ϕ̃

(s̃i−k+1)
i . (42)

Для того, щоб розв’язок x(t) був розв’язком крайової задачi (1), (2), необхi-
дно й достатньо щоб (39) задовольняв крайову умову (2). Пiдставляючи розв’я-
зок (39) у крайову умову, отримаємо алгебраїчну систему вiдносно вектор-
стовбця c ∈ Rε.

Qc + lx̃1 + lx̃2 + lx̃3 = α (43)

де l = col(l1, l2, ..., lp)− вектор-стовбець лiнiйних функцiоналiв, Q := lXε(·)−
вiдома (p× ε)−вимiрна постiйна матриця, lx̃1, lx̃2, lx̃3− (p×1)−вимiрнi постiйнi
вектор-стовбцi, α = col(α1, ..., αp) ∈ Rp− заданий вектор-стовбець констант.

Так як прямокутна матриця є нетеровим оператором [4], то алгебраїчна
система (43) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли її вiльний член α − lx̃1(·) −
lx̃2(·) − lx̃3(·) належить ортогональному доповненню N⊥(Q) = R(Q) пiдпро-
стору N(Q∗), тобто коли
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PQ∗ {α− lx̃1(·)− lx̃2(·)− lx̃3(·)} = 0, (44)

де PQ∗ − (p× p)−вимiрна матриця – ортопроектор, яка проектує простiр Rp на
нуль простiр N(Q∗) матрицi Q∗ :

PQ∗ : Rp → N(Q∗).

Нехай rankPQ∗ = d (d = p−n1, n1 = rankQ), тодi (p× p)− вимiрну матрицю
PQ∗ можливо замiнити на (d × p)− вимiрну матрицю PQ∗d складену з повної
системи d лiнiйно незалежних стрiчок матрицi PQ∗ .

Зауважемо, що (44) не є остаточною умовою розв’язностi крайової задачi (1),
(2), тому що в вирази x2(t), x3(t) входять довiльнi функцiї βi(t) та β̃i(t), отже
p−вимiрнi вектор-стовпчики lx̃2(·), lx̃3(·)− постiйнi невiдомi векторнi константи.
Тому запишемо рiвняння (44) у наступному виглядi

Kc̃ = PQ∗d {α− lx̃1(·)} , (45)

де K = PQ∗d − (d × p)−вiдома матриця та c̃ = lx̃2(·) + lx̃3(·) ∈ Rp− невiдомий
вектор-стовбець констант, який треба визначити.

Алгебраїчна система (45) вiдносно c̃ розв’язна тодi i тiльки тодi, коли її
вiльний член PQ∗d {α− lx̃1(·)} належить ортогональному доповненню N⊥(K) =
R(K) пiдпростору N(K∗), тобто коли

PK∗K {α− lx̃1(·)} = 0, (46)

де PK∗ − (d× d)−вимiрна матриця – ортопроектор, яка проектує простiр Rd на
нуль-простiр N(K∗) матрицi K∗ :

PK∗ : Rd → N(K∗).

Зауважимо, що (PK∗K)∗ = K∗P ∗
K∗ = K∗PK∗ = 0, звiдси випливає, що

PK∗K = 0, а, отже, умова (46) завжди виконується, тобто алгебраїчна система
(45) вiдносно c̃ завжди розв’язна. При цьому загальний розв’язок системи (45)
має вигляд

c̃ = K+K {α− lx̃1(·)}+ c̃1,∀c̃1 ∈ Rp (47)

де K+− псевдообернена за Муром-Пенроузом (p×d)−вимiрна матриця [4]; PK−
(p × p)−вимiрна матриця – ортопроектор, яка проектує простiр Rp на нуль-
простiр N(K) матрицi K; c̃1− довiльний вектор констант з нуль-простору N(K).

Довiльний вектор-стовбець c̃1 = PKc1 ∈ N(K) можна записати у виглядi
c̃1 = PKrcr, де PKr − (p× r)−вимiрна матриця, складена з повної системи r(r =
p− n1) лiнiйно незалежних стовбцiв матрицi PK , cr ∈ Rr.

Пiдставивши (47) у рiвняння (44) отримаємо умову розв’язностi крайової
задачi (1), (2)

K(I −K+K)(α− lx̃1(·)) = 0,

слiд вiдмiтити, що данне рiвняння завжди виконується, тому що PK =
I − K+K та використовуючи означення ортопроектора KPK = 0, отримаємо
тотожнiсть.
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З формул (43), (47) випливає, що шукана константа c буде наступною

c = Q+
{
(I −K+K)(α− lx̃1(·))− c̃1

}
+ c̃2,∀c̃1 ∈ Rp, c̃2 ∈ Rε

або

c = Q+(I −K+K)(α− lx̃1(·)) + c̄, ∀c̄ ∈ Rε, (48)

де c̄ = −Q+c̃1 + c̃2−довiльний вектор-стовбець, c̄ ∈ Rε; Q+− псевдообернена до
матрицi Q за Муром-Пенроузом (ε× p)−вимiрна матриця.

Зауваження 1. Крайова задача (1), (2) розв’язна тодi i тiльки тодi, ко-
ли частиннi розв’язки (41), (42)диференцiальних систем (14), (16) вiдповiдно,
задовольняють наступним p умовам:

lx̃2(·) + lx̃3(·) = K+K {α− lx̃1(·)}+ c̃1,∀c̃1 ∈ Rp. (49)

При цьому, якщо покласти

c̃1 = lx̃2(·) + lx̃3(·)−K+K {α− lx̃1(·)} , c̃1 ∈ Rp, (50)

тодi умови (49) завжди виконуються та шукана константа c буде насту-
пною

c = Q+(α− lx̃1(·)− lx̃2(·)− lx̃3(·)) + c̃2,∀c̃2 ∈ Rε (51)

Таким чином, використовуючи попереднi викладки, приходимо до наступно-
го твердження.

Теорема 1. Диференцiальна система (1) з прямокутними матрицями
розв’язна тодi i тiльки тодi, коли виконуються γ−лiнiйно-незалежних умов
(36), (37) (γ =

∑k
i=1 ŝi + g). Крайова задача (1), (2) має ε−параметричну сiм’ю

лiнiйно-незалежних розв’язкiв виду

x(t, c) = Xε(t)Q
+(α− lx̃1(·)− lx̃2(·)− lx̃3(·))+

+Xε(t)c̃2 +

∫ t

a

Xε(t)Z
∗
ε (τ)f(τ)dτ +

g∑
i=1

βi(t)qi−

−
l∑

i=1

Φ̃is̃i

s̃i−1∑

k=0

(IT
s̃i
)k dk

dtk
[Ψ̃∗

i f(t)] +
l∑

i=1

s̃i∑

k=0

[
dk

dtk
β̃i(t)]ϕ̃

(s̃i−k+1)
i −

−
k∑

i=1

Φ̂i

ŝi−1∑

k=0

Ik
ŝi

dk

dtk
[Ψ̂∗

isi
f(t)]−

n∑
i=1

Φ̆i

s̆i−1∑

k=0

Ik
s̆i

dk

dtk
[Ψ̆∗

i f(t)], (52)

де βi(t), β̃i(t)−довiльнi скалярнi функцiї,такi що βi(t) ∈ C1[a; b], i = 1, g, β̃i(t) ∈
C s̃i [a; b], i = 1, n; c−довiльний вектор-стовбець, c̃2 ∈ Rε.

Наслiдок 1. Якщо rank Q = n1 = ε, та iнтегрування системи (1) у за-
гальному випадку зведено до iнтегрування систем (15),(17) та (18) такого ж
типу тодi крайова задача (2) диференцiальної системи (1) розв’язна тодi i
тiльки тодi, коли виконуються наступнi d−лiнiйно незалежнi умови
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PQ∗d {α− lx̃1(·)} = 0, d = p− ε,

та при цьому має єдиний розв’язок

x(t, c) = Xε(t)Q
+(α− lx̃1(·))+

+

∫ t

a

Xε(t)Z
∗
ε (τ)f(τ)dτ −

k∑
i=1

Φ̂i

ŝi−1∑

k=0

Ik
ŝi

dk

dtk
[Ψ̂∗

isi
f(t)]+

−
n∑

i=1

Φ̆i

s̆i−1∑

k=0

Ik
s̆i

dk

dtk
[Ψ̆∗

i f(t)],

Доведення. Так як iнтегрування системи (1) у загальному випадку зведено
до iнтегрування систем (15),(17) та (18), тодi розв’язком цiєї системи буде

x = Xε(t)c + x̃1(t),∀c ∈ Rε,

де

x̃1(t) =

∫ t

a

Xε(t)Z
∗
ε (τ)f(τ)dτ+

+
k∑

i=1

Φ̂i

ŝi−1∑

k=0

Ik
ŝi

dk

dtk
[Ψ̂∗

isi
f(t)]−

n∑
i=1

Φ̆i

s̆i−1∑

k=0

Ik
s̆i

dk

dtk
[Ψ̆∗

i f(t)],

та замiсть системи (43) отримаємо алгебраїчну систему вiдносно вектор-
стовбця c ∈ Rε

Qc + lx̃1 = α

яка буде розв’язна тодi i тiльки тодi, коли виконуються наступнi d−лiнiйно
незалежнi умови

PQ∗d {α− lx̃1(·)} = 0, d = p− ε.

Єдинiсть розв’язку випливає з того, що r = 0, то PQr = 0 та вiдповiдно
c = PQrcr = 0.

Наслiдок 2. Якщо rank Q = n1 = p, та iнтегрування системи (1) у загаль-
ному випадку зведено до iнтегрування систем (15),(17) та (18), тодi крайова
задача (2) диференцiальної системи (1) завжди розв’язна та при цьому має
розв’язок

x(t, c) = Xε(t)c + Xε(t)Q
+(α− lx̃1(·))+

+

∫ t

a

Xε(t)Z
∗
ε (τ)f(τ)dτ −

k∑
i=1

Φ̂i

ŝi−1∑

k=0

Ik
ŝi

dk

dtk
[Ψ̂∗

isi
f(t)]+

−
n∑

i=1

Φ̆i

s̆i−1∑

k=0

Ik
s̆i

dk

dtk
[Ψ̆∗

i f(t)],
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де c = PQrcr−довiльний вектор-стовбець, r = p− ε.

Дiйсно, так як rank Q = p, то d = p− p = 0, PQ∗d ≡ 0.
Приклад. Для того, щоб проiлюструвати сформульованi вище результати,

розглянемо диференцiальну систему рiвнянь з крайовою умовою
( −1 1 0
−1 1 0

)
dx

dt
−

(
2 0 0
0 −2 0

)
x = f(t)

`x = M1x(a) + M2x(b) = α, (53)

де x = (x1, x2, x3),f = (f1, f2), α = (α1, α2, α3), Mi(i = 1, 2)−прямокутнi
матрицi розмiрностi (2× 3),

M1 =

(
1 0 0
0 1 0

)
,M2 =

(
0 1 0
1 0 0

)

Введемо новi невiдомi функцiї z1, z2, z3 якi залежать вiд старих лiнiйними

невиродженим перетворенням x = Qz. Виберемо матрицi P =

( −1 −1
1 −1

)

та Q =




1 1 0
−1 1 0
0 0 1


так щоб пучок Ã + λB̃ мав канонiчну квазiдiагональну

форму. Пiдставляючи у рiвняння i помножуючи злiва на P отримаємо

Ã = PAQ =

( −1 −1
1 −1

)( −2 0 0
0 2 0

) 


1 1 0
−1 1 0
0 0 1


 =

(
4 0 0
0 −4 0

)

та

B̃ = PBQ =

( −1 −1
1 −1

)( −1 1 0
−1 1 0

) 


1 1 0
−1 1 0
0 0 1


 =

(
4 0 0
0 0 0

)
.

При цьому пучки матриць A + λB та Ã + λB̃ строго еквiвалентнi один одному:

Ã + λB̃ = P (A + λB)Q =

(
4 + 4λ 0 0

0 −4 0

)
.

Отримаємо систему рiвнянь
(

4 0 0
0 −4 0

)
z +

(
4 0 0
0 0 0

)
dz

dt
− =

( −f1 − f2

f1 − f2

)
(54)

Розв’язком якої буде

z = Zc + z̃ =




e−t

0
z3


 c + 1/4



−f1 − f2

f2 − f1

c̃


 , ∀z3 ∈ R, ∀c̃ ∈ R
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де Z−розв’язок однорiдної системи (54) та z̃−частковий розв’язок цiєї си-
стеми. Знайдемо загальний розв’язок вихiдної системи рiвнянь

x = Qz =




1 1 0
−1 1 0
0 0 1







e−t

0
z3


 c + 1/4




1 1 0
−1 1 0
0 0 1






−f1 − f2

f2 − f1

c̃


 =

=




e−t

−e−t

x3


 c + 1/4



−2f1

2f2

c̃


 ,∀x3 ∈ R,∀c̃ ∈ R

звiдси знайдемо Q = lXε =

[
e−a − e−b

e−b − e−a

]
− 2− вимiрний вектор-стовпець,

тодi можемо записати лiнiйне алгебраїчне рiвняння
[

e−a − e−b

e−b − e−a

]
c =

[
α1

α2

]
− 1/2

[
f1 − f2

f1 − f2

]
(55)

Крайова задача (53) розв’язна тодi i тiльки тодi коли виконується умова:

PQ∗d

{[
α1

α2

]
− 1/2

[
f1 − f2

f1 − f2

]}
= 0

де PQ∗−2× 2−вимiрна матриця – ортопроектор, яка проектує простiр R2 на
нуль-простiр N(Q∗) матрицi Q∗. Матрицю PQ∗ розрахуємо за формулою PQ∗ =
E2−QQ+; спочатку знайдемо матрицю Q+ = lim

ε→0
(Q∗Q + εE1)

−1Q∗, де Q∗− (1×
2)−вимiрна транспонована матриця до матрицi Q.

Отже, PQ = E1 −Q+Q = 0 де

Q+ = lim
ε→0

(( e−a − e−b e−b − e−a )

(
e−a − e−b

e−b − e−a

)
+ ε)−1×

×( e−a − e−b e−b − e−a ) = ( 1
2(e−a−e−b)

− 1
2(e−a−e−b) ),

та
PQ∗ = E2 −QQ+ =

(
1 0
0 1

)
−

−
(

e−a − e−b

e−b − e−a

)
( 1

2(e−a−e−b)
− 1

2(e−a−e−b) ) =

(
1
2

1
2

1
2

1
2

)

звiдки випливає, що PQ∗1 =
(

1
2

1
2

)
.

Отже крайова задача (53) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли виконується одна
(d = 1) умова:

α1 + α2 = f1 − f2 (56)
При цьому загальний розв’язок алгебраiчної системи (55) є:

c =
α1 − α2

2(e−a − e−b)
(57)

Пiдставляючи знайдену константу c ∈ R1 у загальний розв’язок, знаходимо,
що розв’язк вихiдної крайової задачi (53) єдиний, який iснує тодi i тiльки тодi,
коли виконується умова розв’язностi (56).
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