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ОБЧИСЛЮВАЛЬНА СТIЙКIСТЬ IНТЕРПОЛЯЦIЙНОГО
МЕТОДУ МАЖОРАНТНОГО ТИПУ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧI
КОШI ДЛЯ СИСТЕМ ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ
РIВНЯНЬ

The calculation stability of numerical method of solving the Cauchy problem for system of ordinary
differential equations is considered. The method is based on the approximation of subintegral
functions on the non-classical Newtonian majorants, constructed by two points.

Розглядається обчислювальна стiйкiсть чисельного методу розв’язування задачi Кошi для
систем звичайних диференцiальних рiвнянь, в основi якого лежить апроксимацiя пiдiнте-
гральних функцiй некласичними мажорантами Ньютона, побудованими за двома точками.

Вступ. В [1,2], використовуючи апарат некласичних мажорант i дiаграм Нью-
тона функцiй, заданих таблично [3], побудовано новий неявний однокроковий
чисельний метод розв’язування задачi Кошi для звичайних диференцiальних
рiвнянь першого порядку, доведена його збiжнiсть. В [4] проведено обгрунтува-
ння цього методу, встановлена його точнiсть та мажорантна властивiсть. В [5]
встановлена обчислювальна стiйкiсть методу. В [6] цей метод узагальнено на
випадок розв’язування задачi Кошi для систем звичайних диференцiальних рiв-
нянь, доведена його збiжнiсть. В данiй роботi встановлюється обчислювальна
стiйкiсть методу.

Розглянемо задачу Кошi для нормальної системи звичайних диференцiаль-
них рiвнянь

dyi

dx
= fi (x, y1, y2, . . . , yn) , yi (x0) = yi,0, i = 1, 2, . . . , n. (1)

Нехай в областi D, яка визначається нерiвностями

x0 ≤ x ≤ x0 + a, |yi − yi,0| ≤ b, i = 1, 2, . . . , n, (2)

функцiї fi (x, y1, . . . , yn), i = 1, 2, . . . , n, неперервнi i задовольняють умову Лi-
пшиця за аргументами y1, y2, . . . yn, тобто iснує така стала L, що для довiльних
точок (x, y1, . . . , yn), (x, ỹ1, . . . , ỹn) ∈ D виконуються нерiвностi

|fi (x, y1, . . . , yn)− fi (x, ỹ1, . . . , ỹn)| ≤ L

n∑

k=1

|yk − ỹk| , i = 1, 2, . . . , n. (3)

Тодi на промiжку [x0, x0 + c] задача Кошi (1) матиме єдиний розв’язок, де

c = min

(
a,

b

M

)
,

а M– стала, така, що для всiх (x, y1, . . . , yn) ∈ D

|fi (x, y1, . . . , yn)| ≤ M, i = 1, 2, . . . n.
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Припустимо, що розв’язок задачi (1) треба знайти на промiжку [x0, x0 + c] .
Якщо на цьому промiжку вибрати систему точок x0, x1, . . . , xm, де
xk = x0+kh, h = c/m, то для знаходження наближених значень yi,1, yi,2, . . . , yi,m,
i = 1, 2, . . . , n, точного розв’язку yi = yi (x) , i = 1, 2, . . . , n, задачi (1) в точках
x1, x2, . . . , xm в [6] побудовано iнтерполяцiйний метод

yi,k+1 = yi,k + h
fi (xk+1, y1,k+1, . . . , yn,k+1)− fi (xk, y1,k, . . . , yn,k)

ln (fi (xk+1, y1,k+1, . . . , yn,k+1) /fi (xk, y1,k, . . . , yn,k))
, (4)

де k = 0, 1, . . . , m−1; i = 1, 2, . . . , n. Ознакою збiжностi цього методу є наступна
теорема [6].

Теорема 1. Якщо в областi D, яка визначається нерiвностями (2),
функцiї fi (x, y1, . . . , yn) , i = 1, 2, . . . , n, неперервнi, задовольняють умову Лi-
пшиця (3) з сталою L за аргументами y1, y2, . . . , yn i

∣∣∣∣
dfi

dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∂fi

∂x
+

∂fi

∂y1

f1 + . . . +
∂fi

∂yn

fn

∣∣∣∣ ≤ Ni < ∞, i = 1, 2, . . . , n,

де Ni– деякi сталi, то наближенi значення yi,1, yi,2, . . . , yi,m, i = 1, 2, . . . , n, зна-
йденi за формулою (4), при h → 0 рiвномiрно вiдносно x збiгаються до точного
розв’язку yi = yi (x) , i = 1, 2, . . . , n, задачi (1).

Розглянемо питання обчислювальної стiйкостi цього методу.
Нехай ỹi,0, i = 1, 2, . . . , n – наближенi значення точних початкових значень

yi,0, i = 1, 2, . . . , n, а ε
′
i,0, i = 1, 2, . . . , n – абсолютнi похибки початкових набли-

жень, тобто
ε
′
i,0 = |ỹi,0 − yi,0| .

Тодi замiсть формули (4) для обчислення наближених значень розв’язку
yi = yi (x) , i = 1, 2, . . . , n, в точках x1, x2, . . . , xm одержуємо формулу

ỹi,k+1 = ỹi,k + h
fi (xk+1, ỹ1,k+1, . . . , ỹn,k+1)− fi (xk, ỹ1,k, . . . , ỹn,k)

ln (fi (xk+1, ỹ1,k+1, . . . , ỹn,k+1) /fi (xk, ỹ1,k, . . . , ỹn,k))
,

k = 0, 1, . . . ,m− 1; i = 1, 2, . . . , n.

Якщо позначити ε
′
i,k = |ỹi,k − yi,k| , k = 1, 2, . . . , m; i = 1, 2, . . . , n, то

ε
′
i,k+1 = |ỹi,k+1 − yi,k+1| = |(ỹi,k − yi,k) +

+h

(
fi (xk+1, ỹ1,k+1, . . . , ỹn,k+1)− fi (xk, ỹ1,k, . . . , ỹn,k)

ln (fi (xk+1, ỹ1,k+1, . . . , ỹn,k+1) /fi (xk, ỹ1,k, . . . , ỹn,k))
−

− fi (xk+1, y1,k+1, . . . , yn,k+1)− fi (xk, y1,k, . . . , yn,k)

ln (fi (xk+1, y1,k+1, . . . , yn,k+1) /fi (xk, y1,k, . . . , yn,k))

)∣∣∣∣ .

Оскiльки на основi границi
lim
x→0

(1 + x)
1
x = e
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одержуємо

lim
x→0

fi (xk+1, ỹ1,k+1, . . . , ỹn,k+1)− fi (xk, ỹ1,k, . . . , ỹn,k)

ln (fi (xk+1, ỹ1,k+1, . . . , ỹn,k+1) /fi (xk, ỹ1,k, . . . , ỹn,k))
= fi (xk, ỹ1,k, . . . , ỹn,k) ,

lim
x→0

fi (xk+1, y1,k+1, . . . , yn,k+1)− fi (xk, y1,k, . . . , yn,k)

ln (fi (xk+1, y1,k+1, . . . , yn,k+1) /fi (xk, y1,k, . . . , yn,k))
= fi (xk, y1,k, . . . , yn,k) ,

то

fi (xk+1, ỹ1,k+1, . . . , ỹn,k+1)− fi (xk, ỹ1,k, . . . , ỹn,k)

ln (fi (xk+1, ỹ1,k+1, . . . , ỹn,k+1) /fi (xk, ỹ1,k, . . . , ỹn,k))
= fi (xk, ỹ1,k, . . . , ỹn,k)+δ̃i,k (h) ,

fi (xk+1, y1,k+1, . . . , yn,k+1)− fi (xk, y1,k, . . . , yn,k)

ln (fi (xk+1, y1,k+1, . . . , yn,k+1) /fi (xk, y1,k, . . . , yn,k))
= fi (xk, y1,k, . . . , yn,k)+δi,k (h) ,

де δ̃i,k (h) → 0 i δi,k (h) → 0 при h → 0. Тому

ε
′
i,k+1 ≤ ε

′
i,k + h |fi (xk, ỹ1,k, . . . , ỹn,k)− fi (xk, y1,k, . . . , yn,k)|+

∣∣∣
(
δ̃i,k (h)− δi,k (h)

)∣∣∣ .

Функцiї fi (x, y1, . . . , yn) , i = 1, 2, . . . , n, задовольняють умову Лiпшиця зi сталою
L, тому

ε
′
i,k+1 ≤ ε

′
i,k + hL

n∑
s=1

|ỹs,k − ys,k|+ h
∣∣∣δ̃i,k (h)− δi,k (h)

∣∣∣ ,

або

ε
′
i,k+1 ≤ ε

′
i,k + hL

n∑
s=1

ε
′
s,k + hδ̄i,k (h) , i = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . , m− 1,

де δ̄i,k (h) =
∣∣∣δ̃i,k (h)− δi,k (h)

∣∣∣ . При цьому δ̄i,k (h) → 0 при h → 0.

Нехай
max
1≤s≤n

ε
′
s,k = ε

′
k, max

1≤i≤n
δ̄i,k (h) = δk (h) , k = 0, 1, . . . , m.

Тодi
ε
′
k+1 ≤ (1 + nhL) ε

′
k + hδk (h) , k = 0, 1, . . . , m− 1.

Звiдси
ε
′
1 ≤ (1 + nhL) ε

′
0 + hδ0 (h) ;

ε
′
2 ≤ (1 + nhL) ε

′
1 + hδ1 (h) ≤ (1 + nhL)2 ε

′
0 + h (δ1 (h) + δ0 (h) (1 + nhL)) ;

ε
′
3 ≤ (1 + nhL) ε

′
2 + hδ2 (h) ≤

≤ (1 + nhL)3 ε
′
0 + h

(
δ2 (h) + δ1 (h) (1 + nhL) + δ0 (h) (1 + nhL)2) ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ε
′
m ≤ (1 + nhL)m ε

′
0+h

(
δm−1 (h) + δm−2 (h) (1 + nhL) + . . . + δ0 (h) (1 + nhL)m−1) .

Якщо позначити
max

0≤i≤m−1
δi (h) = δ (h) ,

то
ε
′
m ≤ (1 + nhL)m ε

′
0 + hδ (h)

(
1 + (1 + nhL) + . . . + (1 + nhL)m−1) ,
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або
ε
′
m ≤ (1 + nhL)m ε

′
0 +

(1 + nhL)m − 1

nhL
hδ (h) .

Отже,

ε
′
m ≤ (1 + nhL)m ε

′
0 + δ (h)

(1 + nhL)m − 1

nL
.

Якщо врахувати, що при u > 0 виконується нерiвнiсть eu > 1 + u i mh = c,
то остаточно одержуємо

ε
′
m ≤ ecnLε

′
0 + δ (h)

ecnL − 1

nL
.

Звiдси випливає, що похибка початкових даних не нагромаджується, тобто ме-
тод має обчислювальну стiйкiсть.

Висновок. Розглянуто чисельний метод розв’язування задачi Кошi для си-
стем звичайних диференцiальних рiвнянь, в основi якого лежить апроксимацiя
пiдiнтегральних функцiй некласичними мажорантами Ньютона, побудованими
за двома точками. Встановлена обчислювальна стiйкiсть цього методу.

1. Цегелик Г. Г., Федчишин Н. В. Використання апарату некласичних мажорант i дiаграм
Ньютона для побудови чисельних методiв розв’язування задачi Кошi для звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь //Вiсн. Львiв. ун-ту. Сер.прикл. матем.та iнформатика. – 1999. –
Вип 1. – С. 250-254.

2. Цегелик Г. Г., Федчишин Н. В. Iнтерполяцiйний метод мажорантного типу розв’язування
задачi Кошi для звичайних диференцiальних рiвнянь //Доп. НАН України. Математика.
Природознавство. Технiчнi науки. – 2002. – №2. – С. 37-43.

3. Цегелик Г. Г. Теория мажорант и диаграмм Ньютона функций, заданных таблично, и ее
приложение // Укр. мат. журн. – 1989. – 41, №9. – С. 1273–1276.

4. Грипинська Н. Нелiнiйний, неявний, однокроковий чисельний метод розв’язування задачi
Кошi для звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку //Вiсн. Львiв. ун-ту.
Сер.прикл. матем.та iнформатика. – 2002. – Вип 4. – С. 23-29.

5. Цегелик Г. Г., Федчишин Н. В. Про обчислювальну стiйкiсть iнтерполяцiйного методу
мажорантного типу розв’язування задачi Кошi для звичайних диференцiальних рiвнянь
//Вiсн. НУ „ Львiвська полiтехнiка“ Прикладна математика. – 2000. – №411. – С. 337-340.

6. Цегелик Г. Г. Нелiнiйний, неявний, однокроковий чисельний метод розв’язування задачi
Кошi для систем звичайних диференцiальних рiвнянь //Прикладнi проблеми механiки
та математики. – 2005. – Вип 3. – С. 21-27.

Одержано 17.10.2014

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2014, вип. 25, № 1


