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ПРО G-ПОВНI НАПIВГРУПИ МАЛИХ ПОРЯДКIВ

In this paper we consider semigroups of order n < 4 that have not systems of generators with
m < n elements. It is given the full list of such semigroups up to isomorphism and dyality.

У цiй роботi розглядаються напiвгрупи порядку n < 4, якi не мають систем твiрних iз m < n
елементiв. Вказано повний список таких напiвгруп з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi.

Групам малих порядкiв присвячено багато робiт i вони досить добре вивченi
(див., напр., [1]). Напiвгрупи малих порядкiв вивченi не в такiй мiрi i це пов’я-
зано з тим, що число напiвгруп конкретного порядку набагато бiльше, нiж груп
(наприклад, число напiвгрупп порядкiв 5, 6, 7 дорiвнює вiдповiдно 1160, 15973,
836021). Бiльшiсть задач про повний опис напiвгруп фiксованого порядку отри-
мано з використанням комп’ютерних програм. Зауважимо, що пiд описом ми
маємо на увазi опис з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi. Напiвгрупи, що
розглядаються з такою точнiстю, називаються рiзними.

Напiвгрупи порядку n < 4 описанi ще в 1955 роцi (див. [2]). Напiвгрупа
порядку 1 лише одна, а напiвгрупи iз 2-х елементiв a i b вичерпуються чотирьма
наступними напiвгрупами:

1) a2 = b2 = ab = ba = a; 2) a2 = ab = ba = a, b2 = b;

3) a2 = ab = a, b2 = ba = b; 4) a2 = b2 = a, ab = ba = b.

Напiвгрупи порядку n, якi не мають систем твiрних iз m < n елементiв,
називаються g-повними (це поняття запропоноване В. М. Бондаренком). Легко
бачити, що напiвгрупи 1) i 4) мають систему твiрних iз одного елемента, а
напiвгрупи 2) i 3) є g-повними.

Наступна теорема описує всi g-повнi напiвгрупи третього порядку.

Теорема 1. Попарно рiзнi g-повнi напiвгрупи 3-го порядку вичерпуються
напiвгрупами з наступними таблицями Келi:

〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉
〈2〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉
〈2〉 〈0〉 〈2〉 〈2〉

〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉

〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈1〉 〈1〉 〈1〉
〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉

.

При доведеннi теореми будемо користуватися результатами роботи [3].
Випишемо повний список попарно рiзних напiвгруп 3-го порядку в такому

виглядi (i з тєїю ж нумерацiєю), як в [3].
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1)

〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈2〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

2)

〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈2〉 〈0〉 〈0〉 〈1〉

3)

〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈2〉 〈0〉 〈0〉 〈2〉

4)

〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈2〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉

5)

〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉

6)

〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈1〉
〈2〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉

7)

〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈0〉
〈2〉 〈0〉 〈0〉 〈2〉
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8)

〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈0〉
〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉

9)

〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉
〈2〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉

10)

〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉
〈2〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉

11)

〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉
〈2〉 〈0〉 〈2〉 〈2〉

12)

〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈2〉 〈0〉 〈2〉 〈1〉

13)

〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉

14)

〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈1〉 〈1〉 〈1〉
〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2014, вип. 25, № 1



ПРО G-ПОВНI НАПIВГРУПИ МАЛИХ ПОРЯДКIВ 57

15)
〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈2〉
〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈2〉
〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈0〉

16)
〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈2〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈0〉

17)
〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉
〈1〉 〈1〉 〈0〉 〈0〉
〈2〉 〈1〉 〈0〉 〈0〉

18)
〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈1〉 〈1〉 〈2〉 〈0〉
〈2〉 〈2〉 〈0〉 〈1〉

.

У роботi [3] над кожною iз вiсiмнадцяти вказаних таблиць Келi здiйснено пе-
ретворення, якi видiляють деяку мiнiмальну систему твiрних (це елементи, якi
в заключних таблицях набранi звичайним шрифтом, на вiдмiну вiд елементiв,
що не попали в мiнiмальну систему твiрних, якi набранi жирним шрифтом).
I безпосередньо видно, що в усiх випадках, окрiм випадкiв 10), 11), 13) i 14)
видiлена мiнiмальна система твiрних мiстить меньше трьох елементiв. А для
таблиць Келi у випадках 10), 11), 13) i 14) (якi вказанi в умовi теореми) систем
твiрних iз одного або двох елементiв немає. Отже, теорема 1 має мiсце.
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