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ÏÑÅÂÄÎÎÁÅÐÍÅÍÎ� ÌÀÒÐÈÖI ÒÀ ÎÐÒÎÏÐÎÅÊÒÎÐIÂ

In this article the problem of existence and constructing of the general solution of singular systems
of differential equations is under the consideration.

Ó äàíié ñòàòòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïðîáëåìà iñíóâàííÿ òà ïîáóäîâè çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âèðîäæå-
íèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâííü.

Ïiä ÷àñ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiçíîìàíiòíèõ çàäà÷, ùî âèíèêàþòü â òàêèõ ïðèêëà-
äíèõ ãàëóçÿõ, ÿê ìàòåìàòè÷íà åêîíîìiêà, ðîáîòîòåõíiêà, îáðîáêà öèôðîâèõ çî-
áðàæåíü, òåîðiÿ êåðóâàííÿ, òåîðiÿ åëåêòðîííèõ ñõåì òà åëåêòðè÷íèõ êië, ðàäiî-
ôiçèêà, õiìi÷íà òà áiîëîãi÷íà êiíåòèêè òîùî [1,2], äîñëiäíèêè ñòèêàþòüñÿ ç âè-
ðîäæåíèìè ñèñòåìàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Òàêi ñèñòåìè ðîçãëÿäàþòüñÿ
ÿê óêðà¨íñüêèìè [3, 4] òà ðîñiéñüêèìè [5�7] â÷åíèìè, òàê i çàêîðäîííèìè [8,9].

Ó äàíié ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ âèðîäæåíi ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ó âèïàäêó, êîëè ïðè ïîõiäíié øóêàíî¨ ôóíêöi¨ çíàõîäèòüñÿ íiëüïîòåíòíèé áëîê
Æîðäàíà. Äëÿ òàêèõ âèðîäæåíèõ ñèñòåì îäåðæàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè
iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ðîçãëÿíåìî âèðîäæåíó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü

J
dy

dt
= A(t)y(t) + f(t), t ∈ [a, b], (1)

äå J � (m×m)-âèìiðíà ñòàëà ìàòðèöÿ âèãëÿäó:

J =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

 ,

A(t) � (m×m)-âèìiðíà ìàòðèöÿ, êîìïîíåíòè ÿêî¨ ¹ äiéñíèìè íåïåðåðâíèìè íà
[a,b] ôóíêöiÿìè: A(t) ∈ C[a, b]; f(t) � m-âèìiðíà âåêòîð-ôóíêöiÿ iç ïðîñòîðó
C[a, b].

Ïiä ðîçâ'ÿçêîì âèðîäæåíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (1) áóäåìî ðî-
çóìiòè íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíó íà [a, b] m-âèìiðíó âåêòîð-ôóíêöiþ y(t), ÿêà
çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó (1).

Îçíà÷åííÿ 1. Ìàòðèöÿ G+ ðîçìiðíîñòi (n×m), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

1. GG+G = G, 2. G+GG+ = G+,
3. (GG+)⊤ = GG+, 4. (G+G)⊤ = G+G,

íàçèâà¹òüñÿ ïñåâäîîáåðíåíîþ çà Ìóðîì-Ïåíðîóçîì [10,11] äëÿ (m×n)-âèìiðíî¨
ìàòðèöi G.
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Îçíà÷åííÿ 2. Îðòîïðîåêòîðîì PG äî (m×n)-âèìiðíî¨ ìàòðèöi G íà-
çèâà¹òüñÿ (n×n)-âèìiðíà ìàòðèöÿ, ÿêà ïðîåêòó¹ ïðîñòið Rn íà ÿäðî Ker(G)
ìàòðèöi G:

PG : Rn → Ker(G), Ker(G) = PGRn.

Îçíà÷åííÿ 3. Îðòîïðîåêòîðîì äî (n ×m)-âèìiðíî¨ ìàòðèöi G⊤ íàçèâà-
¹òüñÿ (m×m)-âèìiðíà ìàòðèöÿ PG⊤, ÿêà ïðîåêòó¹ ïðîñòið Rm íà ÿäðî
Ker(G⊤) ìàòðèöi G⊤:

PG⊤ : Rm → Ker(G⊤), Ker(G⊤) = PG⊤Rm.

2. Ñòðóêòóðà çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âèðîäæåíèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü. Ïðåäñòàâèìî ìàòðèöþ A(t) íàñòóïíèì ÷èíîì

A(t) =

 D1(t) D2(t)

am,1(t) D3(t)

 ,
äå D1(t) � ((m − 1) × 1)-âèìiðíà, D2(t) � ((m − 1) × (m − 1))-âèìiðíà, D3(t) �
(1× (m− 1))-âèìiðíà ìàòðèöi.

Íåõàé
y(t) = col [y1(t), v(t)] ,

äå v(t) = col(y2(t), . . . , ym(t)) � (m− 1)-âèìiðíà âåêòîð-ôóíêöiÿ;

J1 = [Em−1, 0m−1,1], J2 = [01,m−1, 1],

J1 � ((m − 1) × m)-âèìiðíà ìàòðèöÿ, J2 � m-âèìiðíèé âåêòîð-ðÿäîê; Em−1 �
((m− 1)× (m− 1))-âèìiðíà îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.

Òîäi âèðîäæåíó ñèñòåìó ðiâíÿíü (1) ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì

dv

dt
= D1(t)y1(t) +D2(t)v(t) + J1f(t), (2)

0 = am,1(t)y1(t) +D3(t)v(t) + J2f(t), (3)

äå (2) � öå ñèñòåìà çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü m − 1 ïîðÿäêó, (3) �
àëãåáðà¨÷íå ðiâíÿííÿ.

Ñòðóêòóðà ðîçâ'ÿçêó âèðîäæåíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (1)
çàëåæàòü âiä çíà÷åííÿ am,1(t).

Ó âèïàäêó, êîëè am,1(t) ̸=0 ∀t∈ [a, b] çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âèðîäæåíî¨ ñèñòåìè
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (1) ìà¹ âèãëÿä [12]:

y(t) = Y (t)c+K(t)ṽ(t) +W (t)f(t), (4)

äå Y (t) � (m×(m−1))-âèìiðíà ìàòðèöÿ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç m− 1 ëiíiéíî íåçàë-
æíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî¨ (1) îäíîðiäíî¨ âèðîäæåíî¨ ñèñòåìè: Y (t)=K(t)V (t);
V (t) � ((m−1)×(m−1))-âèìiðíà ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ âiäïîâiäíî¨ (5) îäíî-
ðiäíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dv

dt
=

(
D2(t)−

1

am,1(t)
D1(t)D3(t)

)
v(t)+

(
J1 −

1

am,1(t)
D1(t)J2

)
f(t), (5)
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ṽ(t) � äåÿêèé ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿííÿ (5); K(t) � (m × (m − 1))-âèìiðíà, W (t) � (m × m)-âèìiðíà ìàòðèöi
âèãëÿäó

K(t) =

 − 1

am,1(t)
D3(t)

Em−1

 , W (t) =

 01,m−1 − 1

am,1(t)

0m−1,m−1 0m−1,1

 .
c∈Rm−1 � âåêòîð äîâiëüíèõ ñòàëèõ.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè am,1(t) ≡ 0. Òîäi àëãåáðà¨÷íå ðiâíÿííÿ (3) íàáóäå
âèãëÿäó

D3(t)v(t) = −J2f(t). (6)

Îñêiëüêè rankD3(t) = 1 ∀t ∈ [a, b], òî çãiäíî [13], àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà (6) ¹
çàâæäè ðîçâ'ÿçíîþ i ïðè öüîìó ìà¹ k-ïàðàìåòðè÷íó, k = m−2, ñiì'þ ðîçâ'ÿçêiâ
âèãëÿäó

v(t) = PD3k(t)c−D+
3 (t)J2f(t), (7)

äåD+
3 (t) � ¹äèíà ïñåâäîîáåðíåíà çà Ìóðîì-Ïåíðîóçîì äîD3(t) ìàòðèöÿ; PD3k(t) �

((m−1)×k)-âèìiðíà ìàòðèöÿ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç k ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ñòîâïöiâ
ìàòðèöi-îðòîïðîåêòîðà PD3(t), c ∈ Rk � âåêòîð äîâiëüíèõ ñòàëèõ.

Ïiäñòàâèìî îòðèìàíå çíà÷åííÿ v(t) âèãëÿäó (7) â ñèñòåìó (2). Îòðèìà¹ìî

D1(t)y1(t) =
((
PD3k(t)

)′ −D2(t)PD3k(t)

)
c+ r(t), (8)

äå
r(t) = D2(t)D

+
3 (t)J2f(t)−

(
D+

3 (t)J2f(t)
)′ − J1f(t).

Îñêiëüêè rankD1(t) = 1 ∀t ∈ [a, b], òî àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà (8) ¹ ðîçâ'ÿçíîþ
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

PD1
⊤
k (t)

[((
PD3k(t)

)′ −D2(t)PD3k(t)

)
c+ r(t)

]
= 0, (9)

äå PD1
⊤
k (t) � (k × (m − 1))-âèìiðíà ìàòðèöÿ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç k ëiíiéíî íåçà-

ëåæíèõ ðÿäêiâ ìàòðèöi-îðòîïðîåêòîðà PD⊤
1 (t), i ïðè öüîìó ìà¹ k-ïàðàìåòðè÷íó

ñiì'þ ðîçâ'ÿçêiâ âèãëÿäó

y1(t) = D+
1 (t)

[((
PD3k(t)

)′ −D2(t)PD3k(t)

)
c+ r(t)

]
, (10)

äå D+
1 (t) � ¹äèíà ïñåâäîîáåðíåíà çà Ìóðîì-Ïåíðîóçîì äî D1(t) ìàòðèöÿ.

Îá'¹äíóþ÷è (7) i (10) îäåðæèìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âèðîäæåíî¨ ñèñòåìè
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (1):

y(t) = Y (t)c+W1(t), (11)

äå Y (t) � (m×(m−2))-âèìiðíà ìàòðèöÿ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç m− 2 ëiíiéíî íåçàë-
æíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî¨ (1) îäíîðiäíî¨ âèðîäæåíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü

J
dy

dt
= A(t)y(t), t ∈ [a, b], (12)
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W1(t) � (m× 1)-âèìiðíà ìàòðèöÿ âèãëÿäó

Y (t) =

 D+
1 (t)

((
PD3k(t)

)′ −D2(t)PD3k(t)

)
PD3k(t)

 ,

W1(t) =

 D+
1 (t)

(
D2(t)D

+
3 (t)J2f(t)−

(
D+

3 (t)J2f(t)
)′ − J1f(t)

)
−D+

3 (t)J2f(t)

 ,
c ∈ Rm−2 � âåêòîð äîâiëüíèõ ñòàëèõ

Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ âèðîäæåíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (1)
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà: am,1(t) ≡ 0. Òîäi âèðîäæåíà ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü (1) ìàòèìå (m − 2)-ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ðîçâ'ÿçêiâ âèãëÿäó (11) òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (9).

3. Ñïðÿæåíi ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ïîðÿä iç îäíîðiäíîþ
âèðîäæåíîþ ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (12) ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíó ¨é
ñïðÿæåíó ñèñòåìó

J⊤dȳ

dt
= −A⊤(t)ȳ(t), t ∈ [a, b]. (13)

Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

P⊤
D3k(t)

((
P⊤
D1

⊤
k (t)

)′
+D⊤

2 (t)P
⊤
D1

⊤
k (t)

)
d̃ = 0, (14)

äå P⊤
D1

⊤
k (t)

� (k × (m− 1))-âèìiðíà ìàòðèöÿ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç k ëiíiéíî íåçàëå-
æíèõ ðÿäêiâ ìàòðèöi-îðòîïðîåêòîðà PD3(t).

Òîäi çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñïðÿæåíî¨ ñèñòåìè (13) ìà¹ òàêó æ ñòðóêòóðó, ùî
é çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ âèðîäæåíî¨ ñèñòåìè (12), à ñàìå:

ȳ(t) = Ȳ (t)d, (15)

äå Ȳ (t) � (m × (m − 2))-âèìiðíà ìàòðèöÿ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç m − 2 ëiíiéíî
íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ âèðîäæåíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü (13), ïðè÷îìó

Y (t) =


P⊤
D1

⊤
k (t)

−D⊤+

3 (t)

((
P⊤
D1

⊤
k (t)

)′
+D⊤

2 (t)P
⊤
D1

⊤
k (t)

)
 ,

äå D⊤+

3 (t) � ¹äèíà ïñåâäîîáåðíåíà çà Ìóðîì-Ïåíðîóçîì äî D⊤
3 (t) ìàòðèöÿ,

d ∈ Rm−2 � âåêòîð äîâiëüíèõ ñòàëèõ.

Çàëåæíiñòü ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè âèðîäæåíî¨ ñèñòåìè (12) òà ðîçâ'ÿçêàìè ñïðÿ-
æåíî¨ äî íå¨ ñèñòåìè (13), âñòàíîâëþ¹ íàñòóïíà ëåìà.
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Ëåìà 1. Íåõàé y(t) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (12), à ȳ(t) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè
(13). Òîäi âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

⟨Jy(t), ȳ(t)⟩ = const ∀t ∈ [a, b].

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè J
dy

dt
=A(t)y(t) i J⊤dȳ

dt
=−A⊤(t)ȳ(t), òî

d

dt
⟨Jy(t), ȳ(t)⟩ = d

dt
⟨y(t), J⊤ȳ(t)⟩ = ⟨dy(t)

dt
, J⊤ȳ(t)⟩+⟨y(t), d

dt

(
J⊤ȳ(t)

)
⟩ =

= ⟨Jdy(t)
dt

, ȳ(t)⟩+⟨y(t), d
dt

(
J⊤ȳ(t)

)
⟩ = ⟨A(t)y(t), ȳ(t)⟩+⟨y(t),−A⊤(t)ȳ(t)⟩ = 0,

çâiäêè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè.

Ñïèñîê âèêîðèñòàíî¨ ëiòåðàòóðè
1. Ñåíäè Ê. Ñîâðåìåííûå ìåòîäû àíàëèçà ýëåêòðè÷åñêèõ ñèñòåì. � Ì.: Ýíåðãèÿ, 1971.
2. ×óà Ë.Î., Ëèí Ïåí-Ìèí Ìàøèííûé àíàëèç ýëåêòðîííûõ ñõåì: Àëãîðèòìû è âû÷èñëè-

òåëüíûå ìåòîäû. � Ì.: Ýíåðãèÿ, 1980. � 640 ñ.
3. Ñàìîéëåíêî À.Ì., Øêiëü Ì.I., ßêîâåöü Â.Ï. Ëiíiéíi ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ç âèðîäæåííÿìè. � Ê.: Âèùà øê., 2000. � 294 ñ.
4. Áîé÷óê À.À., Øåãäà Ë.Ì. Âèðîäæåíi íåòåðîâi êðàéîâi çàäà÷i // Íåëiíiéíi êîëèâàííÿ. �

2007.�10, �3. � Ñ. 303�312.
5. Áîÿðèíöåâ Þ.È. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ çàäà÷ äëÿ ñèíãóëÿðíûõ

ñèñòåì óðàâíåíèé. � Ì.: Íàóêà, 1996.
6. Áîÿðèíöåâ Þ.Å., ×èñòÿêîâ Â.Ô. Àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû. Ìåòîäû ÷èñëåí-

íîãî ðåøåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ. � Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1998.
7. ×èñòÿêîâ Â.Ô., Ùåãëîâà À.À. Èçáðàííûå ãëàâû òåîðèè àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ñè-

ñòåì. � Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 2003. � 320 ñ.
8. Brenan K.E., Campbell S.L., Petzold L.R.Numerical solution of initial-problems in di�erential-

algebraic equations (classics in applied mathematics; 14). � Philadelphia: SIAM, 1996. � 256
p.

9. Campbell S.L. Singular systems of di�erential equations. � SanFrancisko, London, Melbourne.
Pitman, 1982. � 188 p.

10. Moore E.H. On the Reciprocal of the General Algebraic Matrix (Abstract)
Bull.Amer.Math.Soc. � 1920. � � 26. � P. 394�395.

11. Penrose R. A Generalized Inverse for Matrices // Proc.Cambridge Philos.Soc., 1955. � 51, �
3. � P. 406�413.

12. Ñåì÷èøèí Ã.ß. Ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ âèðîäæåíèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü // Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä. óí-òó. Ñåð. ìàòåì. i iíôîðì. � 2013. Âèï. 24, �1. �
Ñ. 145�153.

13. Áîé÷óê À.À., Æóðàâëåâ Â.Ô., Ñàìîéëåíêî À.Ì. Îáîáùåííî-îáðàòíûå îïåðàòîðû è íåòå-
ðîâû êðàåâûå çàäà÷è. � Ê.: Èí-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû, 1995. � 294 ñ.

Îäåðæàíî 23.06.2015

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2015, âèï. �1 (26)


