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In this paper we showed that random matrices, whose entries are from some Orlicz space LU (Ω),
satisfy the Restricted Isometry Property, which is one of the basic concepts in the theory of
compressive sensing.

Â äàíié ðîáîòi âñòàíîâëåíî, ùî ìàòðèöi åëåìåíòè ÿêèõ íàëåæàòü ïåâíèì ïðîñòîðàì Îðëi÷à
LU (Ω) çàäîâiëüíÿþòü îáìåæåíèì âëàñòèâîñòÿì içîìåòði¨, ùî ¹ îäíèì ç îñíîâíèõ ïîíÿòü â
ñòèñòêàþ÷îìó çîíäóâàííi.

Âñòóï
Âèïàäêîâi ìàòðèöi øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ñòèñêàþ÷îìó çîíäóâàííi äëÿ

êîäóâàííÿ âåêòîðà x ∈ RN , ÿêèé ìè îòðèìàëè âíàñëiäîê âèìiðþâàííÿ y =
Ax, äå A- öå n × N âèïàäêîâà ìàòðèöÿ íîðìà êîæíîãî ñòîâïöÿ ÿêî¨ äîðiâíþ¹
îäèíèöi. Ïî÷àòêè äàíà òåîðiÿ áåðå â ðîáîòàõ Êàøèíà [1], Ãîðíà¹âà i Ãëóñêiíà [2],
îäíàê áiëüø ñòðiìêèé òà ñó÷àñíèé ¨¨ ðîçâèòîê ïî÷àâñÿ ç ðîáiò Äîíàãî [3].

Áóäåìî êàçàòè, ùî ìàòðèöÿ A çàäîâiëüíÿ¹ îáìåæåíèì âëàñòèâîñòÿì içîìå-
òði¨ ïîðÿäêóK ÿêùî iñíó¹ δ ∈ (0; 1) òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ ΣK âèêîíó¹òüñÿ
(1− δ)∥x∥22 ≤ ∥Ax∥22 ≤ (1 + δ)∥ x∥22, äå ΣK � öå ìíîæèíà âñiõ âåêòîðiâ ç RN , ÿêi
ìiñòÿòü íå áiëüøå íiæ K íåíóëüîâèõ êîîðäèíàò.

Íà äàíèé ÷àñ äîâåäåíî, ùî ìàòðèöi ç ãàóññîâèì, ñóáãàóññîâèì òà ñòðîãî
ñóáãàóñîâèìè åëåìåíòàìè çàäîâiëüíÿþòü îáìåæåíi âëàñòèâîñòi içîìåòði¨ (äèâ.
[4] òà [5]). Â ðîáîòi [6] áóëî âñòàíîâëåíî îáìåæåíi âëàñòèâîñòi içîìåòði¨ äëÿ
ìàòðèöü åëåìåíòàìè ÿêèõ ¹ âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç ïðîñòîðiâ Îðëi÷à LU1α(Ω), äå

U1α(x) =

{ (
eα
2

) 2
α x2, ïðè|x| ≤

(
2
α

) 1
α ,

exp {|x|α} , ïðè|x| >
(
2
α

) 1
α

êîëè 0 < α < 1, (1)

Â äàíié ðîáîòi ðîçãëÿíóòèé ïðîñòið Îðëi÷à LUα(Ω), äå Uα(x) = exp {|x|α}−1 ïðè
1 < α ≤ 2 òà äîâåäåíî, ùî ìàòðèöi ç åëåìåíòàìè ç öüîãî ïðîñòîðó çàäîâiëüíÿþòü
îáìåæåíèì âëàñòèâîñòÿì içîìåòði¨.

Íåîáõiäíi âiäîìîñòi

Îçíà÷åííÿ 1. [7] Íåïåðåðâíà ïàðíà îïóêëà ôóíêöiÿ U = {U(x), x ∈ R}
íàçèâà¹òüñÿ C-ôóíêöi¹þ Îðëi÷à, ÿêùî U(0) = 0 òà U(x) ìîíîòîííî çðîñòà¹
ïðè x > 0.

Îçíà÷åííÿ 2. [7] Íåõàé U � äîâiëüíà C� ôóíêöiÿ. Ïðîñòîðîì Îðëi÷à âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí LU(Ω) íàçèâà¹òüñÿ ñiì'ÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî äëÿ êî-
æíî¨ ξ ∈ LU(Ω) iñíó¹ òàêà êîíñòàíòà rξ > 0, ùî

EU

(
ξ

rξ

)
<∞.

Ïðîñòið Îðëi÷à � öå ïðîñòið Áàíàõà ç íîðìîþ

∥ξ∥U = inf

{
r > 0;EU

(
ξ

r

)
≤ 1

}
.
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Îçíà÷åííÿ 3. Äëÿ ïðîñòîðó Îðëi÷à LU(Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâàH, ÿêùî äëÿ
áóäü-ÿêèõ öåíòðîâàíèõ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, ..., ξn ç ïðîñòîðó
LU(Ω) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü:∥∥∥∥∥

n∑
i=1

ξi

∥∥∥∥∥
2

U

≤ CU

n∑
i=1

∥ξi∥2U .

äå CU � äåÿêà àáñîëþòíà êîíñòàíòà.

Ïîçíà÷èìî LUα(Ω) � öå ïðîñòið Îðëi÷à, ùî ïîðîäæåíèé ôóíêöi¹þ Uα(x).
Íåõàé U1α(x) = exp{|x|α}, 1/2 < α ≤ 1. SU1α(Ω) � ñiì'ÿ òàêèõ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí ξ, ùî iñíó¹ r ïðè ÿêîìó EU1α

(
ξ
r

)
<∞. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë

≪ ξ ≫U1α= inf

{
r > 0;EU1α

(
ξ

r

)
≤ 2

}
. (2)

Çàóâàæåííÿ 1. Â ðîáîòi [8] áóëî äîâåäåíî, ùî ñiì'ÿ SU1α(Ω) åêâiâàëåíòíà
ïðîñòîðó LU1α(Ω) òà ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi íåðiâíîñòi

∥ξ∥Uα ≤
(
e2/α+2

)
≪ ξ ≫U1α ;

≪ ξ ≫U1α≤ ∥ξ∥Uα
(
e2/α + 1

)1/α
,

òîìó íà äàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñàìå ïðîñòið LU1α(Ω).

Ëåìà 1. [9] Äëÿ ïðîñòîðó Îðëi÷à LUα(Ω), äå Uα(x) çàäàíà â (1) ñïðàâäæó-
¹òüñÿ óìîâà H çi ñòàëîþ

Cψ,α = 4 · 9
1
α

 e2/α+2
(
1 + e1/12√

2π

)1/α
1

21/α
(e2/α + 1)

−1/α
α1/α


2

.

Íàñòóïíà ëåìà áóëà äîâåäåíà â ðîáîòi [6] äëÿ âèïàäêó êîëè 0 < α ≤ 1 äëÿ
âèïàäêó 1 < α ≤ 2 äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå, òîìó òóò âîíî îïóùåíå.

Ëåìà 2. [6] Íåõàé äëÿ ñèìåòðè÷íî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ âèêîíó¹òüñÿ
ïðè D > 0, x > 0

P{|ξ| > x} ≤ R exp

{
−x

α

D

}
, 1 < α ≤ 2,

R � öå äåÿêà ñòàëà. Òîäi äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η = ξ2 −Eξ2 áóäå ñïðàâäæó-
âàòèñü:

P{|η| > x} ≤ a exp

{
−x

α
2

D

}
, (3)

äå a = R
(
1 + exp

{(
8R
α
Γ
(
2
α

))α
2

})
.

Ëåìà 3. [10, �15] Íeõàé Bn � öå îäèíè÷íà ñôåðà â (Rn, ∥ · ∥∗), äå ∥ · ∥∗ �
äîâiëüíà íîðìà. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ ìíîæèíà Qε ⊂ Bn, ùî #(Qε) ≤
(3
ε
)n, äå #(Qε) � öå ÷èñëî åëåìåíòiâ â Qε i äëÿ äîâiëüíîãî b ∈ Bn iñíó¹ òàêå

q ∈ Qε, ùî ∥b− q∥∗ ≤ ε.
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Îáìåæåíi âëàñòèâîñòi içîìåòði¨

Òåîðåìà 1. Íåõàé A öå ìàòðèöÿ, ùî ìiñòèòü N ñòîâïöiâ i n ðÿäêiâ,
n ≤ N , aij = 1√

n
ξij, äå ξij ∈ LUα(Ω), ξij � íåçàëåæíi, ñèìåòðè÷íi, îäíàêîâî

ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè. Íåõàé x ∈ RN òà äëÿ âñiõ i òà j, Eξ2ij = b.
Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0

P{
∣∣∥Ax∥22 − b∥x∥22

∣∣ > ε∥x∥22} ≤ 2 exp

{
− n

α
4 ε

α
2

(C1Cψ,αgn)
α
4

√
(1 + a)

}
,

äå a = R
(
1 + exp

{(
8R
α
Γ
(
2
α

))α
2

})
� öå ñòàëà ç ëåìè 2, Cψ,α âèçíà÷åíà â ëåìi

1, g =≪ ξij ≫2
U1α

, C1 � öå äåÿêà ñòàëà.

Äîâåäåííÿ. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæíà ïîêëàñòè ∥x∥22 = 1. Òîäi äëÿ
äîâiëüíîãî ε > 0 áóäå ñïðàâäæóâàòèñü

P{|∥Ax∥22 − b∥x∥22| > ε∥x∥22} = P


∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(
N∑
j=1

xjaij

)2

− b
N∑
j=1

x2j

∣∣∣∣∣∣ > ε

 =

= P


∣∣∣∣∣∣ 1n

n∑
i=1

(
N∑
j=1

xjξij

)2

− b
N∑
j=1

x2j

∣∣∣∣∣∣ > ε

 =

= P


∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(
N∑
j=1

xjξij

)2

− nb
N∑
j=1

x2j

∣∣∣∣∣∣ > nε

 .

Îñêiëüêè b = Eξ2ij, òî

P


∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(
N∑
j=1

xjξij

)2

−
n∑
i=1

E

(
N∑
j=1

x2jξ
2
ij

)∣∣∣∣∣∣ > nε

 =

= P


∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

( N∑
j=1

xjξij

)2

− E

(
N∑
j=1

xjξij

)2
∣∣∣∣∣∣ > nε

 .

Íåõàé θi =
N∑
j=1

xjξij. Îñêiëüêè ïðîñòið LUα(Ω) ¹ áàíàõîâèì,òî θi ∈ LUα , i =

1, n, à òîìó ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà íåðiâíiñòü

P{| θi |> ε} ≤ 2 exp

{
−
(

ε

≪ θi ≫U1α

)α}
.

Òîäi, çãiäíî ëåìè 2, äëÿ θ2i − Eθ2i ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü (3).

Íåõàé ζ =
n∑
i=1

(θ2i − Eθ2i ). Îñêiëüêè ïðîñòið Îðëi÷à LU1α(Ω) ¹ áàíàõîâèì ïðî-

ñòîðîì, òî ζ ∈ LU1α(Ω) i äëÿ öüîãî ïðîñòîðó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà H çi ñòàëîþ
Cψ,α (äèâ. ëåìó 1), à îòæå

P
{
|∥ Ax ∥22 −b ∥ x ∥22|> ε

}
= P{| ζ |> nε} ≤ 2 exp

{
−
(

nε

≪ ζ ≫U1α

)α
2

}
,
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≪ ζ ≫2
U1α

=≪
n∑
i=1

(
θ2i − Eθ2i

)
≫2

U1α
≤
(
e2/α + 1

)2/α n∑
i=1

∥ θ2i − Eθ2i ∥2U1α
≤

≤
(
e2/α + 1

)2/α
Cψ,α

n∑
i=1

∥ θ2i − Eθ2i ∥2U1α
.

Ç òåîðåìè 3.4 êíèãè [7] òà ëåìè 2 âèïëèâà¹ íàñòóïíà íåðiâíiñòü ∥ θ2i −Eθ2i ∥U1α≤
(1 + a)

1
α ∥ θi ∥Uα . À òîäi ç íàñëiäêó 5.1 òà òåîðåìè 8.1 ðîáîòè [11] âèïëèâà¹, ùî

äëÿ ïðîñòîðó LUα(Ω) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà çi ñòàëîþ C1, òîìó

∥ θi ∥2Uα=∥
N∑
j=1

xjξij ∥2Uα≤ C1

N∑
j=1

x2j ∥ ξij ∥2Uα= C1g,

äå g =∥ ξij ∥2Uα .
Òîäi ∥ θ2i − Eθ2i ∥U1α≤ (1 + a)

2
α

√
g · C1, à òîìó ≪ ζ ≫2

U1α
≤ C1Cψ,α(1 + a)

2
α gn,

çâiäñè ≪ ζ ≫U1α2
≤
(
C1Cψ,α(1 + a)

2
α gn

) 1
2
.

Îòæå,

P{| ζ |> nε} ≤ 2 exp

{
− (nε)

α
2(

C1Cψ,α(1+a)
2
α gn

)α
4

}
= 2 exp

{
− n

α
4 ε

α
2

(C1Cψ,αgn)
α
4
√

(1+a)

}
.

Ëåìà 4. Íåõàé A öå ìàòðèöÿ, ùî ìiñòèòü N ñòîâïöiâ i n ðÿäêiâ, n ≤ N ,
aij =

1√
n
ξij, äå ξij ∈ SU1α(Ω), ξij � íåçàëåæíi, ñèìåòðè÷íi, îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi

âèïàäêîâi âåëè÷èíè. Íåõàé x ∈ RN òà äëÿ âñiõ i òà j, Eξ2ij = 1. Òîäi äëÿ
äîâiëüíî¨ ìíîæèíè iíäåêñiâ T , âèìiðíîñòi K < n, XT ⊂ RN i äîâiëüíîãî ε ∈
(0; 1) äëÿ âñiõ x ∈ XT ñïðàâäæó¹òüñÿ

P{
∣∣∥Ax∥22 − b∥x∥22

∣∣ > ε∥x∥22} ≤ 2

(
12

ε

)K
exp

{
− n

α
4 ε

α
2

(C1Cψ,αgn)
α
4
√
1 + a

}
,

äå a = R
(
1 + exp

{(
8R
α
Γ
(
2
α

))α
2

})
� öå ñòàëà ç ëåìè 2, Cψ,α âèçíà÷åíà â ëåìi

1, g =≪ ξij ≫2
U1α

, C1 � öå äåÿêà ñòàëà.

Äîâåäåííÿ. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi áóäåìî ââàæàòè, ùî ∥ x ∥22= 1 .Öå
ìîæëèâî, îñêiëüêè Ax ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì. Íåõàé Aq =|∥ Aq ∥22 − ∥ q ∥22|,
q ∈ RN . Ç ëåìè 3 âèïëèâà¹, ùî ìè ìîæåìî âèáðàòè ñêií÷åííó ìíîæèíó òî÷îê
QT ⊆ XT , #(QT ) ≤

(
12
ε

)K
òàêó, ùî ∥ x − q ∥2≤ ε

4
, äëÿ âñiõ q ∈ QT i x ∈ XT . Ç

òåîðåìè 1 òà ç âëàñòèâîñòåé éìîâiðíîñòi âèïëèâà¹, ùî âñiõ q ∈ QT i 0 < ε < 1
âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

P

{ ∩
q∈QT

{q : Aq < ε}

}
= P

{ ∪
q∈QT

{q : Aq < ε}

}
= P

{ ∪
q∈QT

{q : Aq > ε}

}
≤

≤
∑
q∈QT

P{{q : Aq < ε}} ≤ 2
(
12
ε

)K
exp

{
− n

α
4 ε

α
2

(C1Cψ,αgn)
α
4
√
1+a

}
.
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Òîäi

P

{ ∩
q∈QT

{q : Aq < ε}

}
= 1− P

{ ∪
q∈QT

{q : Aq < ε}

}
≥

≥ 1− 2
(
12
ε

)K
exp

{
− n

α
4 ε

α
2

(C1Cψ,αgn)
α
4
√
1+a

}
.

Âèáåðåìî min
q∈QT

∥ x − q ∥2≤ ε
4
. Îñêiëüêè âèêîíó¹òüñÿ ∥ Aq ∥22≤ (1 + ε) ∥ q ∥22,

òî
∥ Aq ∥2≤

√
1 + ε ∥ q ∥2 . (4)

Íåõàé ε1 � öå òàêå íàéìåíøå ÷èñëî, ùî

∥ Ax ∥2≤ (1 + ε1) ∥ x ∥2 . (5)

Ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü ∥ Ax ∥2≤∥ Aq ∥2 + ∥ A(x − q) ∥2. Ç íåðiâíîñòi (4), ïðè
∥ q ∥2= 1 âèïëèâà¹, ùî ∥ Aq ∥2≤

√
1 + ε. Ç (5) ìàòèìåìî, ùî ∥ A(x − q) ∥2≤

(1 + ε1) ∥ x− q ∥2≤ (1 + ε1)
ε
4
. Òîäi

∥ Ax ∥2≤
√
1 + ε+ (1 + ε1)

ε

4
≤ 1 + ε+ (1 + ε1)

ε

4
.

Îñêiëüêè ε1 � íàéìåíøå, òî ε1 ≤ ε+ (1+ ε1)
ε
4
. Çâiäñè ε1 ≤ 3ε

4−ε . Âðàõóâàâøè,
ùî 0 ≤ ε ≤ 1 îòðèìà¹ìî, ùî 3

4−ε ≤ 1, à òîìó ε1 ≤ ε.
Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ∥ Ax ∥2≥ 1− ε äëÿ âñiõ x ∈ XT .

Òåîðåìà 2. Íåõàé A öå ìàòðèöÿ, ùî ìiñòèòü N ñòîâïöiâ i n ðÿäêiâ,
n ≤ N , aij = 1√

n
ξij, äå ξij ∈ SU1α(Ω), ξij � íåçàëåæíi, ñèìåòðè÷íi, îäíàêîâî

ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè. Íåõàé x ∈ RN , òà äëÿ âñiõ i òà j, Eξ2ij = 1.
Òîäi äëÿ âñiõ x ∈ ΣK ñïðàâäæó¹òüñÿ

P
{
|∥ Ax ∥22 − ∥ x ∥22|≥ ε ∥ x ∥22

}
≤

≤ 2 exp

{
K ln

(
12eN

εK

)
− n

α
4 ε

α
2

(C1Cψ,αgn)
α
4
√
1 + a

}

äëÿ äîâiëüíîãî K, 1 ≤ K < (
√
nε)

α
2

(C1Cψ,αgn)
α
4
√

(1+a) ln( 12eN
εK )

i 0 < ε < 1, äå Cψ,α âèçíà-

÷åíà â ëåìi 1, g =≪ ξij ≫2
U1α

, a = R
(
1 + exp

{(
8R
α
Γ
(
2
α

))α
2

})
- öå ñòàëà ç ëåìè

2, C1 - öå äåÿêà ñòàëà.

Äîâåäåííÿ. Ç ëåìè 4 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ XT , äå T - öå ìíî-
æèíà iíäåêñiâ âèìiðíîñòi K < n, XT ⊂ RN áóäå ñïðàâåäëèâèì

P
{
|∥ Ax ∥22 − ∥ x ∥22|≥ ε ∥ x ∥22

}
≤ 2

(
12

ε

)K
exp

{
− n

α
4 ε

α
2

(C1Cψ,αgn)
α
4
√
1 + a

}
.

Âðàõóâàâøè, ùî CK
N ≤

(
eN
K

)K
îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ ΣK , áóäå

ñïðàâåäëèâèì

P {|∥ Ax ∥22 − ∥ x ∥22|≥ ε ∥ x ∥22} ≤ 2
(
eN
K

)K
2
(
12
ε

)K
exp

{
− n

α
4 ε

α
2

(C1Cψ,αgn)
α
4
√
1+a

}
=

= 2 exp

{
K ln

(
12eN
εK

)
− n

α
4 ε

α
2

(C1Cψ,αgn)
α
4
√
1+a

}
.
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðè 1 ≤ K < (
√
nε)

α
2(

CS,α2
C̃Sg

)α
4 (1+a) ln( 12eN

εK )
i 0 < ε < 1 ìàòðèöÿ

A çàäîâiëüíÿ¹ îáìåæåíèì âëàñòèâîñòÿì içîìåòði¨ ç éìîâiðíiñòþ áiëüøîþ çà

pn = 1− 2 exp

{
K ln

(
12eN

εK

)
− n

α
4 ε

α
2

(C1Cψ,αgn)
α
4
√
1 + a

}
.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî pn → 1 ïðè n→ ∞.

Âèñíîâêè
Â äàíié ðîáîòi çàïðîïîíîâàíî â ÿêîñòi ìàòðèöi âèìiðþâàíü â ñòèñêàþ÷îìó

çîíäóâàííi âèêîðèñòîâóâàòè ìàòðèöi, åëåìåíòàìè ÿêèõ ¹ âèïàäêîâi âåëè÷èíè
ç ïðîñòîðó Îðëi÷à LUα(Ω), äå Uα(x) = exp {|x|α} − 1 ïðè 1 < α ≤ 2. Òàêîæ
äîâåäåíî, ùî òàêi ìàòðèöi çàäîâiëüíÿþòü îáìåæåíèì âëàñòèâîñòÿì içîìåòði¨.
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