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ÕÀÐÀÊÒÅÐ ÑÒÅÏÅÍÅÂÈÕ ÎÑÎÁËÈÂÎÑÒÅÉ ÐÎÇÂ'ßÇÊÓ
ÏÅÐØÎ� ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÎ� ÊÐÀÉÎÂÎ� ÇÀÄÀ×I ÄËß
ÐIÂÍßÍÍß ∂u

∂t
−△u = |u|β0tγ

Using the Schauder method the character power singularities of the solution the first generalized
boundary value problem for equation ∂u

∂t −△u = |u|β0tγ near boundary of domain are investigated.
The sufficient conditions of solvability of the problem are obtained.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèíöèï Øàóäåðà, äîñëiäæåíî õàðàêòåð ñòåïåíåâèõ îñîáëèâîñòåé ðîçâ'ÿç-
êó ïåðøî¨ óçàãàëüíåíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ ∂u

∂t − △u = |u|β0tγ áiëÿ ìåæi îáëàñòi.
Âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi öi¹¨ çàäà÷i.

Âñòóï. Â áàãàòüîõ ïðàöÿõ íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ïðî iñíóâàííÿ òà ïîâåäiíêó
ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ òà ïiâëiíiéíèõ åëiïòè÷íèõ òà ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü íà ìåæi
îáëàñòi, êîëè ôóíêöi¨ çàäàíi íà ìåæi îáëàñòi ¹ óçàãàëüíåíèìè (äèâ., íàïðè-
êëàä, [1] òà áiáëiîãðàôiþ, à òàêîæ [2,3]).

Âèêîðèñòîâóþ÷è äîñëiäæåííÿ ïðîâåäåíi ó ñòàòòi [4] äëÿ íåëiíiéíèõ åëiï-
òè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ïðè çàäàíèõ íà ìåæi ôóíêöiÿõ iç ñèëüíèìè ñòåïåíåâèìè
îñîáëèâîñòÿìè, ïðîäîâæåíî âèâ÷åííÿ íåëiíiéíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ
òåïëîïðîâiäíîñòi â óçàãàëüíåíèõ ôóíêöiÿõ. Òàê, çîêðåìà, ó ñòàòòi [5] äîñëiäæå-
íî õàðàêòåð ñòåïåíåâèõ îñîáëèâîñòåé ðîçâ'ÿçêó ïåðøî¨ óçàãàëüíåíî¨ êðàéîâî¨
çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ó êëàñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.

Ó ïðàöÿõ [6]- [8], äîñëiäæó¹òüñÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ
íàïiâëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì ðiâíÿíü âèãëÿäó (ui)t − △ui =
f(u1, ..., un) ÿê ëîêàëüíèõ ( [6]), òàê i ãëîáàëüíèõ ( [7]), ¨õ âëàñòèâîñòi.

Ó äàíié ñòàòòi ðîçãëÿíóòî ïåðøó óçàãàëüíåíó êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿí-
íÿ ∂u

∂t
−△u = |u|β0tγ, äå β0 ∈ (0, 1), γ ∈ (−1, 0), êîëè çàäàíi íà ìåæi ôóíêöi¨ ¹

óçàãàëüíåíèìè ïåâíîãî ïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçêó
ó ïåâíîìó êëàñi ôóíêöié iç ñèëüíèìè ñòåïåíåâèìè îñîáëèâîñòÿìè, çàëåæíîìó
âiä ïîêàçíèêiâ íåëiíiéíîñòi ó ðiâíÿííi òà ïîðÿäêiâ ñèíãóëÿðíîñòåé óçàãàëüíåíèõ
ôóíêöié íà ìåæi îáëàñòi. Çîêðåìà, îòðèìàíî óìîâè çâ'ÿçêó ïîðÿäêiâ ñèíãó-
ëÿðíîñòåé óçàãàëëüíåíèõ ôóíêöié íà ìåæi îáëàñòi ç ïîêàçíèêàìè íåëiíiéíîñòi
ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi âèêîðèñòàíî ìåòîä çâå-
äåííÿ òàêî¨ çàäà÷i äî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ó ïåâíîìó âàãîâîìó ôóíêöiéíîìó
ïðîñòîði, à òàêîæ çàñòîñîâàíî òåîðåìó Øàóäåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó.

1.Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ òà ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i.
Íåõàé n ∈ N, Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â Rn ç ìåæåþ S = ∂Ω êëàñó C∞,

Q = Ω× (0, T ], Σ = S × (0, T ], 0 < T < +∞.
Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ:

||x− y|| =
√

n∑
i=1

|xi − yi|2 � åâêëiäîâà âiäñòàíü â Rn, P = (x, t), M = (y, τ),

d(x, t; y, τ) =
√

||x− y||2 + |t− τ |� ïàðàáîëi÷íà âiäñòàíü â Rn+1;
η � ìóëüòèiíäåêñ ç êîìïîíåíòàìè (η1, ..., ηn), ηi ∈ Z+, i = 1, n, |η| = η1 + ... + ηn
� äîâæèíà ìóëüòèiíäåêñó η, Dη

x =
∂|η|

∂x
η1
1 ·...·∂xηnn

.
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Íåõàé ε0 > 0 � òàêå çàäàíå ÷èñëî, ùî ïàðàëåëüíà äî S ïîâåðõíÿ Sε0 ¹ êëàñó
C∞ òà íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî ε0 ≤ 1. ×åðåç ϱ̃(σ) ïîçíà÷àòèìåìî íåñêií÷åííî
äèôåðåíöiéîâíó íåâiä'¹ìíó ôóíêöiþ, ÿêà ìà¹ ïîðÿäîê σ ïðè σ → 0.

Íåõàé ϱ1(x), x ∈ Ω, � íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ, ÿêà
äîäàòíà â Ω, ìà¹ ïîðÿäîê âiäñòàíi d(x) âiä òî÷êè x äî S áiëÿ S òà ϱ1(x) ≤ 1,

x ∈ Ω, íàïðèêëàä ϱ1(x) =

{
ϱ̃(d(x)), d(x) ≤ ε0

2
,

1, d(x) ≥ ε0;

ôóíêöiÿ ϱ2(t) =

{
ϱ̃(t), t ≤ ε0

2
,

1, t ≥ ε0,
âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ ϱ̃(σ) i, êðiì

òîãî, 0 < ϱ2(t) ≤ 1, t ∈ (0, T ].

Íåõàé ϱ(x, t) =

{
min[ϱ1(x),

√
ϱ2(t)], d(x) < ε0, àáî t < ε0,

1, d(x) ≥ ε0, t ≥ ε0,

0 ≤ ϱ(x, t) ≤ 1, (x, t) ∈ Q, çâiäêè

ϱ(x, t) =


ϱ1(x) ïðè d(x) → 0,√
ϱ2(t) ïðè t→ 0,

1, âñåðåäèíi îáëàñòi Q, à ñàìå ïðè d(x) ≥ ε0 òà t ≥ ε0.
Äàëi âèêîðèñòîâóâàòèìåìî, ùî

M1 σ ≤ ϱ̃(σ) ≤M2 σ, ïðè σ ≤ ε0
2
, (1)

äå M1, M2 � äîäàòíi ÷èñëà.
Íåõàé Q1 = {(x, t) ∈ Q : ϱ(x, t) = ϱ1(x) òà d(x) ≤ ε0

2
},

Q2 = {(x, t) ∈ Q : ϱ(x, t) =
√
ϱ2(t) òà t ≤ ε0

2
}, Q3 = Q \ {Q1 ∪Q2}.

Íåõàé D(Q) = C∞(Q), D(Σ) = C∞(Σ), D(Ω) = C∞(Ω);
D0(Q) = {φ ∈ D(Q) : ∂k

∂tk
φ | t=T = 0, k = 0, 1, . . . },

D0(Σ) = {φ ∈ D(Σ) : ∂k

∂tk
φ | t=T = 0, k = 0, 1, . . . },

D0(Ω) = {φ ∈ D(Ω) : φ|S = 0}, ν � îðò âíóòðiøíüî¨ íîðìàëi äî S.
Íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç (D0(Σ))

′
, (D0(Ω))

′
� ïðîñòîðè ëiíiéíèõ íåïå-

ðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ âiäïîâiäíî íà ïðîñòîðàõ ôóíêöié D0(Σ), D0(Ω), ÷åðåç
(φ, F )1 � çíà÷åííÿ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ F ∈ (D0(Σ))′ íà îñíîâíié ôóíêöi¨
φ ∈ D0(Σ), ÷åðåç (φ, F )2 � çíà÷åííÿ F ∈ (D0(Ω))

′ íà φ ∈ D0(Ω), à ïiä s(F )
ðîçóìiòèìåìî ïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ F ( [9, c. 123]).

Ðîçãëÿíåìî ïåðøó óçàãàëüíåíó êðàéîâó çàäà÷ó

Lu(x, t) ≡ ∂u(x, t)

∂t
−△u(x, t) = f0(x, t, u(x, t)), (x, t) ∈ Q, (2)

u |Σ = F1(x, t), (x, t) ∈ Σ, (3)

u | t=0 = F2(x), x ∈ Ω. (4)

Ïðèïóùåííÿ 1. Íåõàé ôóíêöi¨ f0, F1 òà F2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:
1) ôóíêöiÿ f0(x, t, v) âèçíà÷åíà â Q× (−∞,+∞),
2)F1 ∈ (D0(Σ))′, 0 ≤ s(F1) ≤ q1,
3)F2 ∈ (D0(Ω))

′, 0 ≤ s(F2) ≤ q2.

Ïðè k ∈ R ââåäåìî ôóíêöiéíi ïðîñòîðè:
Xk(Q) = {ψ ∈ D0(Q) : ψ(·, 0) ∈ D0(Ω), ψ |Σ = 0,
L∗ψ(x, t) = O(ϱk(x, t)), ϱ(x, t) → 0},
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äå L∗ � îïåðàòîð, ôîðìàëüíî ñïðÿæåíèé äî L, L∗v = −
(
∂v
∂t

+△∗v),
Mk(Q)={v : ||v||k =

∫
Q

ϱk(x, t)|v(x, t)| dxdt < +∞}.

Íåõàé Mk,C(Q) = {v ∈ Mk(Q) : ||v||k ≤ C} � êóëÿ ðàäióñà C ó ïðîñòîði
Mk(Q).

Ïðèïóñòèìî, ùî k > k0 = max{q1; q2 − 1} + n. Çàóâàæèìî, ùî k0 ≥ n − 1
ïðè q1 ≥ 0, q2 ≥ 0.

Îçíà÷åííÿ 1. Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2)-(4) íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ u ∈ Mk(Q)
òàêà, ùî∫

Q

L∗ψ · u dxdt =
∫
Q

f0(x, t, u(x, t)) · ψ(x, t) dxdt+ (
∂ψ(x, t)

∂ν
, F1(x, t))1+

+(ψ(·, 0), F2(·))2 äëÿ äîâiëüíî¨ ψ ∈ Xk(Q).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç G(x, t; y, τ) ôóíêöiþ �ðiíà ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâ-
íÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, ÿêà âèçíà÷åíà â òî÷êàõ (x, t; y, τ) ∈ Q×Q ïðè (x, t) ̸=
(y, τ). Iñíóâàííÿ ¨¨ òà ðÿä âëàñòèâîñòåé îäåðæó¹ìî iç [10,11]. Ç öèõ ðåçóëüòàòiâ
âèïëèâà¹, ùî

1) G(x, t; y, τ) = 0 ïðè t < τ ;
2) äëÿ áóäü-ÿêèõ ìóëüòèiíäåêñiâ η, η0

| ∂η0
∂tη0

Dη
xG(x, t; y, τ)| ≤ Ĉη, η0 [d(x, t; y, τ)]

−n−|η|−2η0 , äå Ĉη, η0 � äîäàòíi ñòàëi;
3) äëÿ äîâiëüíèõ η, |η| < 2, iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi Ĉ

′
η òàêi, ùî∫

Q

|Dη
xG(x, t; y, τ)| dxdt ≤ Ĉ

′
η äëÿ äîâiëüíèõ (y, τ) ∈ Q.

Ïîäiáíî äî ðåçóëüòàòiâ [2, 12,13] äîâîäèìî òàêó âëàñòèâiñòü ôóíêöi¨ G.

Ëåìà 1. Íåõàé (x, t) ∈ Q, r1 > −1, r1 + 2r2 > −2. Òîäi∫
Q

G(x, t; y, τ)·ϱr1(y, τ)·τ r2 dydτ =


O([ϱ1(x)]

r1+1−n + 1) ïðè d(x) → 0,

O([ϱ2(t)]
r1+2r2+2−n

2 + 1) ïðè t→ 0,
O(1) âñåðåäèíi îáëàñòi Q.

Çàóâàæåííÿ 1. Ç òåîðåìè 2 [3] âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2)-(4) ¹
ðîçâ'ÿçêîì ó ïðîñòîði Mk(Q) iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

u(x, t) =

t∫
0

dτ

∫
Ω

G(x, t; y, τ) · f0(y, τ, u(y, τ)) dy + (
∂G(x, t; y, τ)

∂νy
, F1(y, τ))1+

+(G(x, t; y, 0), F2(y))2 (5)

i íàâïàêè.

Ïîçíà÷èìî (Hv)(x, t) =
t∫
0

dτ
∫
Ω

G(x, t; y, τ) · f0(y, τ, v(y, τ)) dy,

h(x, t) = g1(x, t) + g2(x, t) = (∂G(x,t;y,τ)
∂νy

, F1(y, τ))1 + (G(x, t; y, 0), F2(y))2,

(H1v)(x, t) = (Hv)(x, t) + h(x, t).
Ðiâíÿííÿ (5) íàáóäå âèãëÿäó u(x, t) = (Hu)(x, t) + h(x, t).
Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Øàóäåðà [14, ñ. 291], ó [5] ïîêàçàíî iñíóâàííÿ ñòà-

ëî¨ C > 0 òàêî¨, ùî îïåðàòîð H1 âiäîáðàæà¹ Mk,C(Q) â ñåáå, ¹ íåïåðåðâíèì
îïåðàòîðîì íà Mk,C(Q) òà äîâåäåíî
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Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ 1, k > k0, ôóíêöiÿ f0 çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâè: iñíóþòü ñòàëi ζ ∈ (0, 1), M3 > 0, M4 > 0, C0 > 0 òàêi, ùî äëÿ
äîâiëüíî¨ ñòàëî¨ C > C0 òà äëÿ äîâiëüíèõ v,w ∈ Mk,C(Q)∫

Q

|f0(y, τ, v(y, τ))| dydτ ≤M3||v||ζk, (6)

∫
Q

|f0(y, τ, v(y, τ))− f0(y, τ,w(y, τ))| dydτ ≤M4||v − w||ζk. (7)

Òîäi iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2)-(4) â ïðîñòîði Mk(Q).

Íàñëiäîê 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ 1, k > k0, f0(x, t, v) = |v|β0tγ.
Òîäi äëÿ âñiõ β0 ∈ (0, 1

k+1
), γ ∈ (−1 + β0(k+2)

2
, 0) iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2)-(4) ó

ïðîñòîði Mk(Q).

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f0(x, t, v) = |v|β0tγ çàäîâîëüíÿþòü óìî-
âè òåîðåìè 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, ìàòèìåìî∫
Q

|v(y, τ)|β0τ γ dydτ =
∫
Q

(ϱk(y, τ) · |v(y, τ)|)β0τ γ[ϱ(y, τ)]−kβ0 dydτ ≤

≤
(∫
Q

ϱk(y, τ) · |v(y, τ)|dydτ
)β0

·
(∫
Q

(τ γ[ϱ(y, τ)]−kβ0)
1

1−β0 dydτ
)1−β0

≤

≤ ||v||β0k
(∫
Q

τ
γ

1−β0 [ϱ(y, τ)]
− kβ0

1−β0 dydτ
)1−β0

.

Ðîçãëÿíåìî I =
∫
Q

τ
γ

1−β0 [ϱ(y, τ)]
− kβ0

1−β0 dydτ. Âiäïîâiäíî äî ðîçáèòòÿ îáëàñòi

Q = Q1 ∪Q2 ∪Q3 ìàòèìåìî I = I1 + I2 + I3, äå â I1 iíòåãðóâàííÿ ¹ çà îáëàñòþ
Q1, â I2 � çà Q2, à â I3 � çà Q3. Ðîçãëÿíåìî êîæåí iíòåãðàë îêðåìî.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ ϱ1(y) òà (1), ìàòèìåìî

I1 =
∫
Q1

τ
γ

1−β0 [ϱ1(y)]
− kβ0

1−β0 dydτ ≤M
− kβ0

1−β0
1

∫
Q1

τ
γ

1−β0 · [d(y)]−
kβ0
1−β0 dydτ ≤

≤ C1

∫
Q1

[d(y)]
− kβ0

1−β0 dydτ, äå C1 � äîäàòíà ñòàëà. Iíòåãðàë â îñòàííié ðiâíîñòi çái-

ãà¹òüñÿ ïðè − kβ0
1−β0 > −1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ ϱ2(τ) òà (1), ìàòèìåìî

I2 =
∫
Q2

τ
γ

1−β0 [ϱ2(τ)]
− kβ0

2(1−β0) dydτ ≤M
− kβ0

2(1−β0)
1

∫
Q2

τ
γ

1−β0 · τ−
kβ0

2(1−β0) dydτ ≤

≤ C2

∫
Q2

τ
γ

1−β0
− kβ0

2(1−β0) dydτ, äå C2 � äîäàòíà ñòàëà. Iíòåãðàë â îñòàííié ðiâíîñòi

çáiãà¹òüñÿ ïðè 2γ−kβ0
2(1−β0) > −1.

I3 =
∫
Q3

τ
γ

1−β0 dydτ ≤ ε
γ

1−β0
0

∫
Q3

dydτ < +∞.

Òàêèì ÷èíîì, ïðè β0 ∈ (0, 1
k+1

), γ ∈ (−1 + β0(k+2)
2

, 0) ôóíêöiÿ f0 çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó (6).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó |aµ − bµ| ≤ |a − b|µ ïðè a, b > 0, µ ∈ (0, 1) òà
íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, îöiíþ¹ìî
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∫
Q

||v(y, τ)|β0 ·τ γ−|w(y, τ)|β0 ·τ γ| dydτ ≤ ||v−w||β0k
(∫
Q

τ
γ

1−β0 [ϱ(y, τ)]
− kβ0

1−β0 dydτ
)1−β0

,

äå iíòåãðàë çáiãà¹òüñÿ ïðè β0 ∈ (0, 1
k+1

), γ ∈ (−1+ β0(k+2)
2

, 0). Îòæå, âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà (7).

ßêùî β0 òà γ âiäîìi, òî ìîæíà îòðèìàòè ïðîñòîðè Mk(Q), äëÿ ÿêèõ iñíó¹
ðîçâ'ÿçîê u ∈ Mk(Q) çàäà÷i (2)-(4).

Çàóâàæåííÿ 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ 1 íà ôóíêöi¨ F1, F2,
f0(x, t, v) = |v|β0tγ, äå β0 ∈ (0, 1

n+1
), γ ∈ (nβ0−2(1−β0)

2
, β0−1

2
]. Òîäi iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (2)-(4) ó ïðîñòîði Mk(Q) ïðè max{q1, q2 − 1}+ n < k < 2γ+2(1−β0)
β0

.

Çàóâàæåííÿ 3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ 1 íà ôóíêöi¨ F1, F2,
f0(x, t, v) = |v|β0tγ, äå β0 ∈ (0, 1

n+1
), γ ∈ (β0−1

2
; 0]. Òîäi iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

(2)-(4) ó ïðîñòîði Mk(Q) ïðè max{q1, q2 − 1}+ n < k < −1 + 1
β0
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ñêií÷åíîãî ïîðÿäêó ñèí-
ãóëÿðíîñòi [9, c. 123-134] òà îöiíêè ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ �ðiíà, ç [5], îäåðæó¹ìî òàêi
ëåìè.

Ëåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ 1 íà ôóíêöi¨ F1, F2, k > k0. Òîäi

1) g1(x, t) =


O([ϱ1(x)]

−(n+q1+1)) ïðè (x, t) ∈ Q1;

O([ϱ2(t)]
−n+q1+1

2 ) ïðè (x, t) ∈ Q2;
O(1) ïðè (x, t) ∈ Q3;

g2(x, t) =


O([ϱ1(x)]

−(n+q2)) ïðè (x, t) ∈ Q1;

O([ϱ2(t)]
−n+q2

2 ) ïðè (x, t) ∈ Q2;
O(1) ïðè (x, t) ∈ Q3;

2) h ∈ Mk(Q), à ñàìå, iñíó¹ äîäàòíà ñòàëà M5 òàêà, ùî ||h||k =M5 < +∞.

Ëåìà 3. Íåõàé r ≥ 0. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ η = η(ε) > 0 òàêå, ùî
äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäîáëàñòi V ⊂ Q, ìiðà ÿêî¨ m(V ) ìåíøà çà η, i áóäü-ÿêî¨ òî÷êè
(y, τ) ∈ Q âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∫
V

ϱr(x, t) · |G(x, t; y, τ)| dxdt < ε.

2. Õàðàêòåð ñòåïåíåâèõ îñîáëèâîñòåé ðîçâ'ÿçêó ïåðøî¨ óçàãàëü-
íåíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi.

Ïðè µ ∈ R− ∪ {0} ââåäåìî ôóíêöiéíèé ïðîñòið:
Mµ(Q, ∂Q) = {v ∈ C(Q) : [ϱ(y, τ)]−µv(y, τ) ∈ C(Q); (||v; ∂Q||µ =
= max{ sup

(y,τ)∈Q1

[ϱ1(y)]
−µ|v(y, τ)|; sup

(y,τ)∈Q2

[ϱ2(τ)]
−µ

2 |v(y, τ)|; sup
(y,τ)∈Q3

|v(y, τ)|} < +∞)}.

Îñêiëüêè äëÿ v ∈ Mµ(Q, ∂Q) ïðè k + µ > −1

||v||k =
∫
Q

ϱk(y, τ)|v(y, τ)| dydτ ≤
[∫
Q1

ϱk+µ1 (y) sup
(y,τ)∈Q1

(ϱ−µ1 (y)|v(y, τ)|) dydτ +

+
∫
Q2

ϱ
k+µ
2

2 (τ) sup
(y,τ)∈Q2

(ϱ
−µ

2
2 (τ)|v(y, τ)|) dydτ +

∫
Q3

sup
(y,τ)∈Q3

|v(y, τ)| dydτ
]
=

= C̃
′′
1

∫
Q1

[ϱ1(y)]
k+µ dydτ+C̃

′′
2

∫
Q2

[ϱ2(τ)]
k+µ
2 dydτ+C̃

′′
3

∫
Q3

dydτ ≤ Ĉ ·(C̃ ′′
1 +C̃

′′
2 +C̃

′′
3 ) <

< +∞, äå Ĉ � äîäàòíà ñòàëà, C̃
′′
i = C̃

′′
i (v) < +∞, i = 1, 3, òîMµ(Q, ∂Q) ⊂ Mk(Q)

ïðè k > −µ− 1.
Íåõàé Mµ, C̃(Q, ∂Q) = {v ∈ Mµ(Q, ∂Q) : ||v; ∂Q||µ ≤ C̃} � çàìêíåíà êóëÿ

ðàäióñà C̃ ó ïðîñòîði Mµ(Q, ∂Q).
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Ëåìà 4. Íåõàé ôóíêöiÿ f0(x, t, v) = |v|β0tγ, äå β0 ∈ (0, 1
n
), γ ∈ (nβ0−2

2
, 0) òà

max{−2(γ + 1)

β0
; − 1

β0
} < µ ≤ min{ 1− n

1− β0
;
2− n+ 2γ

1− β0
}, (8)

òî iñíó¹ ñòàëà K̃0 > 0 òàêà, ùî ïðè âñiõ C̃ > K̃0 îïåðàòîð H âiäîáðàæà¹
Mµ, C̃(Q, ∂Q) â ñåáå.

Äîâåäåííÿ. Çíàéäåìî îöiíêó Hv ïðè v ∈ Mµ(Q, ∂Q). Ìà¹ìî

|(Hv)(x, t)| ≤
t∫
0

dτ
∫
Ω

|G(x, t; y, τ)| · |v(y, τ)|β0τ γ dy.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 1 ïðè µβ0 > −1, µβ0 + 2γ > −2, çíàõîäèìî

|(Hv)(x, t)| ≤ C̃
′

µβ0
(C̃

′′
1 )

β0

(
[ϱ1(x)]

µβ0+1−n + 1
)
≤

≤ [ϱ1(x)]
µC̃

′

µβ0
(C̃

′′
1 )

β0

(
[ϱ1(x)]

µ(β0−1)+1−n + [ϱ1(x)]
−µ
)
, (x, t) ∈ Q1;

|(Hv)(x, t)| ≤ C̃
′
µβ0
2

(C̃
′′
2 )

β0

(
[ϱ2(t)]

µβ0+2γ+2−n
2 + 1

)
≤

≤ [ϱ2(t)]
µ
2 C̃

′
µβ0
2

(C̃
′′
2 )

β0

(
[ϱ2(t)]

µ(β0−1)+2γ+2−n
2 + [ϱ2(t)]

−µ
2

)
, (x, t) ∈ Q2;

|(Hv)(x, t)| ≤ C̃
′
0(C̃

′′
3 )

β0 , (x, t) ∈ Q3, äå C̃
′

µβ0
, C̃

′
µβ0
2

, C̃
′
0 � äîäàòíi ñòàëi.

Ïðè âèêîíàííi óìîâ (8) 
µ > −2(γ+1)

β0

µ > − 1
β0

µ ≤ − n−1
1−β0

µ ≤ −n−2−2γ
1−β0

çíàõîäèìî ||Hv; ∂Q||µ ≤ R1, (x, t) ∈ Q, äå R1 = C̃
′
(max
1≤i≤3

C̃
′′
i )

β0 ,

C̃
′
= max{C̃ ′

µβ0
, C̃

′
µβ0
2

, C̃
′
0}.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè β0 ∈ (0, 1), iñíó¹ ñòàëà K̃0 > 0 òàêà, ùîR1 ≤ max
1≤i≤3

C̃
′′
i = C̃

ïðè C̃ > K̃0. Îòæå, çà óìîâ (8) ïðè β0 ∈ (0, 1
n
), γ ∈ (−1, 0), C̃ > K̃0 îïåðàòîð

H : Mµ, C̃(Q, ∂Q) → Mµ, C̃(Q, ∂Q).
Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ �ðiíà, óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òà ëå-

ìó 2, ó [5] äîâåäåíî

Ëåìà 5. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ 1 ùîäî ôóíêöié F1, F2 òà
µ ≤ −k0 − 1. Òîäi h ∈ Mµ, C̃(Q, ∂Q), à ñàìå, iñíó¹ äîäàòíà ñòàëà R2 òàêà,
ùî ||h; ∂Q||µ ≤ R2 < +∞.

Ëåìà 6. Íåõàé β0 ∈ (0, 1
n
), γ ∈ (nβ0−2

2
, 0) òà

max{−2(γ+1)
β0

; − 1
β0
} < µ < min{ 1−n

1−β0 ;
2−n+2γ
1−β0 }. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹

η = η(ε) > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäîáëàñòi V ⊂ Q, ìiðà ÿêî¨ m(V ) < η, äëÿ
äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q1 ∪Q2 âèêîíó¹òüñÿ

[ϱ1(x)]
−µ

∫
V ∩Q1

[ϱ1(y)]
µβ0τ γ|G(x, t; y, τ)| dydτ < ε, (9)

[ϱ2(t)]
−µ

2

∫
V ∩Q1

[ϱ1(y)]
µβ0τ γ|G(x, t; y, τ)| dydτ < ε, (10)
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[ϱ1(x)]
−µ

∫
V ∩Q2

[ϱ2(τ)]
µβ0
2 τ γ|G(x, t; y, τ)| dydτ < ε, (11)

[ϱ2(t)]
−µ

2

∫
V ∩Q2

[ϱ2(τ)]
µβ0
2 τ γ|G(x, t; y, τ)| dydτ < ε (12)

òà äëÿ äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q âèêîíó¹òüñÿ∫
V ∩Q3

|G(x, t; y, τ)| dydτ < ε. (13)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî âèêîíàííÿ (9). Íåõàé V � äîâiëüíà ïiäîáëàñòü â Q,
(x, t) ∈ Q1 � äîâiëüíà òî÷êà, à σ ∈ (0, ε0

2
) � ÿêå-íåáóäü ÷èñëî. Âðàõîâóþ÷è

âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ �ðiíà òà ëåìó 1 ïðè µβ0 > −1, µβ0 + 2γ > −2, ìàòèìåìî

[ϱ1(x)]
−µ

∫
(y,τ)∈{V ∩Q1:ϱ1(y)<σ}

[ϱ1(y)]
µβ0τ γ|G(x, t; y, τ)| dydτ ≤ C̃

′

µβ0
[ϱ1(x)]

−µ×

×(1 + [ϱ1(x)]
µβ0+1−n) ≤ C̃

′

µβ0
(σ−µ + σµ(β0−1)+1−n) ≤ 2C̃

′

µβ0
σµ(β0−1)+1−n. (14)

Çàóâàæèìî, ùî µ(β0 − 1) + 1− n > 0.
Íåõàé ε ∈ (0, 1) � äîâiëüíî âèáðàíå. Çàôiêñó¹ìî éîãî. Ç (14) âèïëèâà¹, ùî

ïðè σ0 = σ0(ε) = min{
(

ε

4C̃
′
µβ0

) 1
µ(β0−1)+1−n

, ε0
2
} îäåðæó¹ìî

[ϱ1(x)]
−µ ∫

(y,τ)∈{V ∩Q1:ϱ1(y)<σ0}
[ϱ1(y)]

µβ0τ γ · |G(x, t; y, τ)| dydτ < ε
2
.

Âðàõîâóþ÷è îöiíêè ôóíêöi¨ �ðiíà i òå, ùî â îáëàñòi Q1 ϱ(y, τ) = ϱ1(y) òà
||x − y||2 + |t − τ | ≥ ||x − y||2 ≥ d 2(y) ≥ C

′
ϱ21(y), äå C

′
> 0, ïðè äîâiëüíié

ïiäîáëàñòi V îáëàñòi Q òàêié, ùî m(V ) < ε

2Ĉ ′′ · σ−µβ0+n
0 , Ĉ

′′
� äîäàòíà ñòàëà òà

(x, t) ∈ Q1 ìàòèìåìî [ϱ1(x)]
−µ ∫

(y,τ)∈{V ∩Q1:ϱ1(y)≥σ0}
[ϱ1(y)]

µβ0τ γ|G(x, t; y, τ)| dydτ ≤

≤ Ĉ0(C
′
)−n[ϱ1(x)]

−µ ∫
(y,τ)∈{V ∩Q1:ϱ1(y)≥σ0}

[ϱ1(y)]
µβ0−nτ γ dydτ ≤ Ĉ

′′

σ
−µβ0+n
0

m(V ) < ε
2
, à

îòæå, iñíó¹ η1 = η1(ε) =
ε

2Ĉ
′′ · σ−µβ0+n

0 = ε

2Ĉ
′′

(
min{

(
ε

4C̃
′
µβ0

) 1
µ(β0−1)+1−n

, ε0
2
}
)−µβ0+n

òàêå, ùî ïðè m(V ) < η1(ε) òà (x, t) ∈ Q1 âèïëèâà¹
[ϱ1(x)]

−µ ∫
(y,τ)∈V ∩Q1

[ϱ1(y)]
µβ0τ γ|G(x, t; y, τ)| dydτ ≤

≤ [ϱ1(x)]
−µ ∫

(y,τ)∈{V ∩Q1:ϱ1(y)<σ0}
[ϱ1(y)]

µβ0τ γ|G(x, t; y, τ)| dydτ +

+ [ϱ1(x)]
−µ ∫

(y,τ)∈{V ∩Q1:ϱ1(y)≥σ0}
[ϱ1(y)]

µβ0τ γ|G(x, t; y, τ)| dydτ < ε
2
+ ε

2
= ε.

Ç ïîäiáíèõ ìiðêóâàíü, îäåðæó¹ìî (10).
Äîâåäåìî (11). Íåõàé (x, t) ∈ Q1, òîáòî ϱ1(x) < [ϱ2(t)]

1
2 , σ ∈ (0, ε0

2
). Âðàõî-

âóþ÷è îöiíêè ôóíêöi¨ �ðiíà òà ëåìó 1 ïðè µβ0
2
> −1, µβ0 + 2γ > −2, ìàòèìåìî

[ϱ1(x)]
−µ

∫
(y,τ)∈{V ∩Q2:ϱ2(τ)<σ}

[ϱ2(τ)]
µβ0
2 τ γ|G(x, t; y, τ)| dydτ ≤ C̃

′
µβ0
2

[ϱ2(t)]
−µ

2×
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×(1 + [ϱ2(t)]
µβ0+2γ+2−n

2 ) ≤ C̃
′
µβ0
2

(σ−µ
2 + σ

(β0−1)µ+2γ+2−n
2 ) ≤ 2C̃

′
µβ0
2

σ
(β0−1)µ+2γ+2−n

2 . (15)

Çàóâàæèìî, ùî (β0−1)µ+2γ+2−n
2

> 0.

Ç (15) âèïëèâà¹, ùî ïðè σ1 = σ1(ε) = min{
(

ε

4C̃
′
µβ0
2

) 2
µ(β0−1)+2γ+2−n

, ε0
2
} îäåð-

æó¹ìî [ϱ1(x)]
−µ ∫

(y,τ)∈{V ∩Q2:ϱ2(τ)<σ1}
[ϱ2(τ)]

µβ0
2 τ γ|G(x, t; y, τ)| dydτ < ε

2
.

Âðàõîâóþ÷è îöiíêè ôóíêöi¨ �ðiíà i òå, ùî â îáëàñòi Q2

ϱ(y, τ) = [ϱ2(τ)]
1
2 ≤ ϱ1(y) òà ||x − y||2 + |t − τ | ≥ d 2(y) ≥ C

′
ϱ 2
1 (y) ≥ C

′′
ϱ2(τ), äå

C
′′
> 0, ïðè äîâiëüíié V ⊂ Q òàêié, ùî m(V ) < ε

2Ĉ ′′′ σ
−µβ0+n−2γ

2
1 òà (x, t) ∈ Q1

ìàòèìåìî [ϱ1(x)]
−µ ∫

(y,τ)∈{V ∩Q2:ϱ2(τ)≥σ1}
[ϱ2(τ)]

µβ0
2 τ γ|G(x, t; y, τ)| dydτ ≤

≤ Ĉ0(C
′′
)−

n
2 [ϱ1(x)]

−µ ∫
(y,τ)∈{V ∩Q2:ϱ2(τ)≥σ1}

[ϱ2(τ)]
µβ0−n

2 τ γ dydτ ≤

≤ Ĉ
′′′ ∫

(y,τ)∈{V ∩Q2:ϱ2(τ)≥σ1}
[ϱ2(τ)]

µβ0−n+2γ
2 dydτ ≤ Ĉ

′′′

σ
−µβ0+n−2γ

2
1

m(V ) < ε
2
, à îòæå, iñíó¹

η2 = η2(ε) =
ε

2Ĉ
′′′ σ

−µβ0+n−2γ
2

1 = ε

2Ĉ
′′′

(
min{

(
ε

4C̃
′
µβ0
2

) 2
µ(β0−1)+2γ+2−n

, ε0
2
}
)−µβ0+n−2γ

2
òàêå,

ùî ïðè m(V ) < η2(ε) òà (x, t) ∈ Q1 âèïëèâà¹

[ϱ1(x)]
−µ ∫

(y,τ)∈V ∩Q2

[ϱ2(τ)]
µβ0
2 τ γ|G(x, t; y, τ)| dydτ ≤

≤ [ϱ1(x)]
−µ ∫

(y,τ)∈{V ∩Q2:ϱ2(τ)<σ1}
[ϱ2(τ)]

µβ0
2 τ γ|G(x, t; y, τ)| dydτ +

+ [ϱ1(x)]
−µ ∫

(y,τ)∈{V ∩Q2:ϱ2(τ)≥σ1}
[ϱ2(τ)]

µβ0
2 τ γ|G(x, t; y, τ)| dydτ < ε

2
+ ε

2
= ε.

Ç ïîäiáíèõ ìiðêóâàíü, îäåðæó¹ìî (12).
Çà âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ �ðiíà òà ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi iíòåãðàëiâ çà çàäà-

íèì ε > 0 ìîæíà âêàçàòè η3 = η3(ε) > 0 (η3 íå çàëåæèòü âiä òî÷êè (x, t) ∈ Q)
òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäîáëàñòi V ⊂ Q, ìiðà ÿêî¨ m(V ) < η3 âèêîíó¹òüñÿ (13).
Ïðè η < min{η1; η2; η3} âèêîíóþòüñÿ âñi îöiíêè (9)-(13).

Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ 1, ôóíêöiÿ f0(x, t, v) = |v|β0tγ,
äå β0 ∈ (0, 1

n+1
), max{−(1− β0);

nβ0−2
2

} < γ < 0,

max{q1, q2 − 1} < min{ 1
β0
; 2(γ+1)

β0
} − n− 1,

max{−2(γ+1)
β0

; − 1
β0
; −k−1} < µ ≤ min{2−n+2γ

1−β0 ; 2γ
1−β0 ; −k0−1}.Òîäi iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê

u ∈ Mµ(Q, ∂Q) çàäà÷i (2)-(4), ÿêèé ïðè µ > −k − 1 íàëåæèòü äî ïðîñòîðó

Mk(Q), äå max{q1, q2 − 1}+ n < k < min{−1 + 1
β0
; 2γ+2(1−β0)

2
}.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó Øàóäåðà. Ç óìîâ òåîðåìè ùîäî µ âèï-
ëèâà¹ âèêîíàííÿ óìîâ ëåì 4, 5 ùîäî µ. Ç îöiíîê, îäåðæàíèõ ïðè äîâåäåííi ëåì 4
òà 5, âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ñòàëî¨ K̃0 > 0 òàêî¨, ùî äëÿ äîâiëüíèõ v ∈ Mµ, C̃(Q, ∂Q)

òà β0 ∈ (0, 1) ìàòèìåìî ||H1v; ∂Q||µ ≤ C̃
′
(max
1≤i≤3

C̃
′′
i )

β0 + R2 ≤ C̃ ïðè C̃ > K̃0.

Çâiäñè òà iç ëåì 4, 5 îäåðæó¹ìî, ùî ïðè β0 ∈ (0; 1
n
), C̃ > K̃0 îïåðàòîð H1 :

Mµ, C̃(Q, ∂Q) → Mµ, C̃(Q, ∂Q), à ìíîæèíà {H1v : v ∈ Mµ C̃(Q, ∂Q)} � ðiâíîìiðíî
îáìåæåíà.

Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà {H1v : v ∈ Mµ, C̃(Q, ∂Q)} � îäíîñòàéíî íåïåðåðâ-
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íà, òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ δ = δ(ε) > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ
(z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| < δ, |z0| < δ òà äîâiëüíèõ v ∈ Mµ, C̃(Q, ∂Q)

||(H1v)(x+ z, t+ z0)− (H1v)(x, t); ∂Q||µ ≤

≤ max{ sup
(x,t)∈Q1

|[ϱ1(x+ z)]−µ(Hv)(x+ z, t+ z0)− [ϱ1(x)]
−µ(Hv)(x, t)|;

sup
(x,t)∈Q2

|[ϱ2(t+ z0)]
−µ

2 (Hv)(x+ z, t+ z0)− [ϱ2(t)]
−µ

2 (Hv)(x, t)|;

sup
(x,t)∈Q3

|(Hv)(x+ z, t+ z0)− (Hv)(x, t)|}+

+max{ sup
(x,t)∈Q1

|[ϱ1(x+ z)]−µh(x+ z, t+ z0)− [ϱ1(x)]
−µh(x, t)|;

sup
(x,t)∈Q2

|[ϱ2(t+ z0)]
−µ

2 h(x+ z, t+ z0)− [ϱ2(t)]
−µ

2 h(x, t)|;

sup
(x,t)∈Q3

|h(x+ z, t+ z0)− h(x, t)|} < ε

Ââàæà¹ìî [ϱ1(x+ z)]−µ = 0, [ϱ2(t+ z0)]
−µ

2 = 0,
[ϱ1(x+ z)]−µG(x+ z, t+ z0; y, τ) = 0, [ϱ2(t+ z0)]

−µ
2G(x+ z, t+ z0; y, τ) = 0,

[ϱ1(x+ z)]−µ(Hv)(x+ z, t+ z0) = 0, [ϱ2(t+ z0)]
−µ

2 (Hv)(x+ z, t+ z0) = 0,
[ϱ1(x+z)]

−µh(x+z, t+z0) = 0, [ϱ2(t+z0)]−
µ
2 h(x+z, t+z0)=0, ÿêùî (x+z, t+z0) /∈ Q.

Çàôiêñó¹ìî ε > 0. Ç ëåìè 5 âèïëèâà¹, ùî [ϱ1(x)]
−µ · h(x, t) ∈ C(Q),

[ϱ2(t)]
−µ

2 · h(x, t) ∈ C(Q). Òîìó iñíó¹ δ
′
= δ

′
(ε) > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

(z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| < δ
′
, |z0| < δ

′
âèêîíó¹òüñÿ

max{ sup
(x,t)∈Q1

|[ϱ1(x+ z)]−µh(x+ z, t+ z0)− [ϱ1(x)]
−µh(x, t)|;

sup
(x,t)∈Q2

|[ϱ2(t+ z0)]
−µ

2 h(x+ z, t+ z0)− [ϱ2(t)]
−µ

2 h(x, t)|;

sup
(x,t)∈Q3

|h(x+ z, t+ z0)− h(x, t)|} < ε
2
.

Ðîçãëÿíåìî äëÿ äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q1 òà äîâiëüíèõ v ∈ Mµ, C̃(Q, ∂Q)

I 1(x, t; z, z0) = |[ϱ1(x+ z)]−µ(Hv)(x+ z, t+ z0)− [ϱ1(x)]
−µ(Hv)(x, t)| ≤

≤
t∫
0

dτ
∫
Ω

|[ϱ1(x+z)]−µG(x+z, t+z0; y, τ)−[ϱ1(x)]
−µG(x, t; y, τ)|·|f0(y, τ, v(y, τ))| dy+

+ [ϱ1(x+ z)]−µ
t+z0∫
t

dτ
∫
Ω

|G(x+ z, t+ z0; y, τ)| · |f0(y, τ, v(y, τ))| dy = I 1
1 (x, t; z, z0)+

+ I 1
2 (x, t; z, z0).

Íåõàé ĝ1(x, t; y, τ)
def
= [ϱ1(x)]

−µG(x, t; y, τ).
Ôóíêöiÿ f0(x, t, z) âèçíà÷åíà â Q × (−∞,+∞) òà ìà¹ âèãëÿä

f0(x, t, v) = |v|β0tγ. Òîäi ïðè (x, t) ∈ Q1 ìàòèìåìî
I11(x, t; z, z0) ≤

∫
Q1

|ĝ1(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ1(x, t; y, τ)|(C̃
′′
1 [ϱ1(y)]

µ)β0τ γ dydτ +

+
∫
Q2

|ĝ1(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ1(x, t; y, τ)|(C̃
′′
2 [ϱ2(τ)]

µ
2 )β0τ γ dydτ +

+
∫
Q3

|ĝ1(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ1(x, t; y, τ)|(C̃
′′
3 )
β0τ γ dydτ =

= I111(x, t; z, z0) + I112(x, t; z, z0) + I113(x, t; z, z0).
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I1. Íåõàé η1,1 > 0 � äîñèòü ìàëå i äîâiëüíå ÷èñëî, Q1
η1,1

� ïiäîáëàñòü îáëàñòi

Q1 òàêà, ùî dist(Q1
η1,1
,Σ) ≥ η1,1 > 0. Ðîçãëÿíåìî ïðè (x, t) ∈ Q1

I111(x, t; z, z0) =
∫

Q1\Q1
η1,1

|ĝ1(x+z, t+z0; y, τ)− ĝ1(x, t; y, τ)|(C̃
′′
1 )
β0 [ϱ1(y)]

µβ0τ γ dydτ+

+
∫

Q1
η1,1

|ĝ1(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ1(x, t; y, τ)|(C̃
′′
1 )
β0 [ϱ1(y)]

µβ0τ γ dydτ =

= I 1
111(x, t; z, z0) + I 1

112(x, t; z, z0).
Íåõàé δ0 > 0 � ôiêñîâàíå ÷èñëî. Çà çàäàíèì δ0 > 0 âèáèðà¹ìî ÷èñëî η1,1 < ε0

2

òàêå, ùîá m(Q1 \Q1
η1,1

) ≤ δ0 òà η1,1 <
(

ε

24Ĉ
′
0 ·(C̃

′′
1 )β0

) 1
µβ0−µ .

Çà ëåìîþ 6 iñíó¹ δ0 = δ0(ε) > 0, iñíó¹ âiäïîâiäíå η1,1 > 0 òàêi, ùî äëÿ
äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q1 òà (z, z0) ∈ Rn+1 òàêèõ, ùî (x+ z, t+ z0) ∈ Q1,∫

Q1\Q1
η1,1

[ϱ1(y)]
µβ0τ γ|ĝ1(x, t; y, τ)| dydτ <

ε

48(C̃
′′
1 )
β0
, (16)

∫
Q1\Q1

η1,1

[ϱ1(y)]
µβ0τ γ|ĝ1(x+ z, t+ z0; y, τ)| dydτ <

ε

48(C̃
′′
1 )
β0
, (17)

Òîäi ç (16), (17) ïðè (x, t) ∈ Q1 ìàòèìåìî I 1
111(x, t; z, z0) ≤

≤
∫

Q1\Q
η11,1

(|ĝ1(x+z, t+z0; y, τ)|+|ĝ1(x, t; y, τ)|)(C̃
′′
1 )
β0 [ϱ1(y)]

µβ0τ γ dydτ ≤ ε
24
, à îòæå,

sup
(x,t)∈Q1

I 1
111(x, t; z, z0) <

ε
24
.

Íåõàé ĝ
′
11(x, t; y, τ)

def
= ĝ1(x, t; y, τ)(C̃

′′
1 )
β0 [ϱ1(y)]

µβ0τ γ.
Âèáåðåìî 0 < η1,2 <

η1,1
2
. Äëÿ äîâiëüíî¨ (x, t) ∈ Q1

η1,1
2

òà ÷èñëà η1,2 âèçíà÷èìî

ìíîæèíè U1
η1,2

(x, t)
def
= {(y, τ) ∈ Q1

η1,1
: ||x− y|| ≤ η1,2, |t− τ | ≤ η21,2}.

Îá÷èñëèìî m(U1
η1,2

(x, t)) =
∫

U1
η1,2

(x,t)

dydτ =
∫

||x−y||≤η1,2
dy

∫
|t−τ |≤η21,2

dτ = 2σnη
n+2
1,2 , äå

σn � ïëîùà ïîâåðõíi ñôåðè îäèíè÷íîãî ðàäióñà â Rn. ßêùî âèáðàòè
η1,2 < min{η1,1

2
; ( δ0

2σn
)

1
n+2}, òî m(U1

η1,2
(x, t)) < δ0. Òîäi ç (16), (17) äëÿ äîâiëü-

íèõ (x, t) ∈ Q1 òà (z, z0) ∈ Rn+1 òàêèõ, ùî (x+ z, t+ z0) ∈ Q1∫
U1
η1,2

(x,t)

|ĝ ′

11(x, t; y, τ)| dydτ <
ε

72
;

∫
U1
η1,2

(x,t)

|ĝ ′

11(x+ z, t+ z0; y, τ)| dydτ <
ε

72
. (18)

Âèáåðåìî δ1,1 < min{δ0; η1,2
2
}. Ïðè (x, t) ∈ Q1

η1,1
2

, (z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| ≤ δ1,1

(< 1
4
η1,1), |z0| ≤ δ1,1(<

1
4
η1,1) ìà¹ìî (x + z, t + z0) ∈ Q1

η1,1
4

. Ïðè (x, t) ∈ Q1
η1,1
4

,

(y, τ) ∈ Q1
η1,1

\U1
η1,2

(x, t), ||x− y|| ≥ η1,2, |t− τ | ≥ η21,2, à îòæå, (x, t) ̸= (y, τ). Òîìó
ôóíêöiÿ ĝ1(x, t; y, τ) ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà â
V = {(x, t; y, τ) : (x, t) ∈ Q1

η1,1
4

, (y, τ) ∈ Q1
η1,1

\U1
η1,2

(x, t)}. Òîäi iñíó¹

δ1,2 = δ1,2(ε) ∈ (0, δ1,1] òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| < δ1,2,
|z0| < δ1,2, (x, t) ∈ Q1

η1,1
2

⊂ Q1
η1,1
4

, (y, τ) ∈ Q1
η1,1

\ U1
η1,2

(x, t) ïðè µβ0 > −1, âè-

êîíó¹òüñÿ |ĝ1(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ1(x, t; y, τ)| < ε
72A1

1
, äå
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A1
1 =

∫
Q1
η1,1

\U1
η1,2

(x,t)

(C̃
′′
1 )
β0 [ϱ1(y)]

µβ0τ γ dydτ , à òîäi

∫
Q1
η1,1

\U1
η1,2

(x,t)

|ĝ ′

11(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ
′

11(x, t; y, τ)| dydτ <

<
ε

72A1
1

∫
Q1
η1,1

\U1
η1,2

(x,t)

(C̃
′′

1 )
β0 [ϱ1(y)]

µβ0τ γ dydτ ≤ ε

72
. (19)

Îòæå, ïðè (x, t) ∈ Q1
η1,1
2

iç (18), (19) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ δ1,2 = δ1,2(ε) > 0

òàêîãî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| < δ1,2, |z0| < δ1,2
I 1
112(x, t; z, z0) =

∫
Q1
η1,1

|ĝ ′
11(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ

′
11(x, t; y, τ)| dydτ ≤

≤
∫

U1
η1,2

(x,t)

|ĝ ′
11(x, t; y, τ)| dydτ +

∫
U1
η1,2

(x,t)

|ĝ ′
11(x+ z, t+ z0; y, τ)| dydτ +

+
∫

Q1
η1,1

\U1
η1,2

(x,t)

|ĝ ′
11(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ

′
11(x, t; y, τ)| dydτ < ε

24
, à îòæå,

sup
(x,t)∈Q1

η1,1
2

I 1
112(x, t; z, z0) <

ε
24
.

Ïðè (x, t) ∈ Q1 \Q1
η1,1
2

, (z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| ≤ δ1,1(<
η1,1
4
), |z0| ≤ δ1,1(<

η1,1
4
) áóäå

(x + z, t + z0) ∈ Q1 \ Q1
3η1,1

4

⊂ Q1 àáî (x + z, t + z0) /∈ Q1. Çà ðiâíîìiðíîþ

íåïåðåðâíiñòþ ôóíêöi¨ ĝ1(x, t; y, τ) íà çàìêíåíié ìíîæèíi
V1 = (Q1 \Q1

3η1,1
4

)×Q1
η1,1

, âðàõîâóþ÷è, ùî−µ ≥ 0, [ϱ1(x)]−µ ≤ 1, îäåðæó¹ìî: iñíó¹

δ1,3 = δ1,3(ε) ∈ (0, δ1,1] òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q1 \Q1
η1,1
2

⊂ Q1 \Q1
3η1,1

4

,

(y, τ) ∈ Q1
η1,1

(z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| < δ1,3, |z0| < δ1,3 âèêîíó¹òüñÿ

|ĝ1(x + z, t + z0; y, τ) − ĝ1(x, t; y, τ)| < ε
24A1

2
, äå A1

2 =
∫

Q1
η1,1

(C̃
′′
1 )
β0 [ϱ1(y)]

µβ0τ γ dydτ ,

çâiäêè sup
(x,t)∈Q1\Q1

η1,1
2

(x+z,t+z0)∈Q1

I 1
112(x, t; z, z0) ≤ ε

24A1
2

∫
Q1
η1,1

(C̃
′′
1 )
β0 [ϱ1(y)]

µβ0τ γ dydτ = ε
24
.

Äëÿ òèõ òî÷îê (x, t) ∈ Q1 \Q1
η1,1
2

, (y, τ) ∈ Q1
η1,1

, (z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| < δ1,1,

|z0| < δ1,1, äëÿ ÿêèõ (x+ z, t+ z0) /∈ Q1, ìàòèìåìî
sup

(x,t)∈Q1\Q1
η1,1
2

(x+z,t+z0)/∈Q1

I 1
112(x, t; z, z0) ≤ sup

(x,t)∈Q1\Q1
η1,1
2

(x+z,t+z0)/∈Q1

∫
Q1
η1,1

|ĝ1(x, t; y, τ)|(C̃
′′
1 )
β0ηµβ01,1 τ

γ dydτ ≤

≤ Ĉ
′
0(C̃

′′
1 )
β0ηµβ0−µ1,1 ≤ ε

24
, äå îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ çãiäíî ç âèáîðîì

÷èñëà η1,1. Çàóâàæèìî, ùî ïðè µ < 0 òàêîæ µβ0 − µ > 0.
Ïîêàçàíî, ùî iñíó¹ δ̃1 = min{δ1,2; δ1,3} > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q1,

(z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| < δ̃1, |z0| < δ̃1 I111(x, t; z, z0) <
ε
12
.

I2. Íåõàé Q2
η1,3

� ïiäîáëàñòü îáëàñòi Q2 òàêà, ùî dist(Q2
η1,3
,Σ) ≥ η1,3 > 0.

Ðîçãëÿíåìî äëÿ äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q1

I112(x, t; z, z0) =
∫

Q2\Q2
η1,3

|ĝ1(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ1(x, t; y, τ)|(C̃
′′
2 [ϱ2(τ)]

µ
2 )β0τ γ dydτ +
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+
∫

Q2
η1,3

|ĝ1(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ1(x, t; y, τ)|(C̃
′′
2 [ϱ2(τ)]

µ
2 )β0τ γ dydτ =

= I 1
121(x, t; z, z0) + I 1

122(x, t; z, z0).
Çà çàäàíèì δ0 > 0 âèáèðà¹ìî ÷èñëî η1,3 < ε0

2
òàêå, ùîá m(Q2 \Q2

η1,3
) ≤ δ0 òà

η1,3 <
(

ε

24Ĉ
′
0 ·(C̃

′′
2 )β0

) 2
µβ0+2γ−2µ

.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ëåìè 6, îäåðæó¹ìî: iñíó¹ δ0 = δ0(ε) > 0, iñíó¹
âiäïîâiäíå η1,3 òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q1 òà (z, z0) ∈ Rn+1 òàêèõ, ùî
(x+ z, t+ z0) ∈ Q1, ìàòèìåìî I 1

121(x, t; z, z0) ≤
∫

Q2\Q2
η1,3

(|ĝ1(x+ z, t+ z0; y, τ)|+

+ |ĝ1(x, t; y, τ)|)(C̃
′′
2 )
β0 [ϱ2(τ)]

µβ0
2 τ γ dydτ ≤ ε

24
, à îòæå, sup

(x,t)∈Q1

I 1
121(x, t; z, z0) <

ε
24
.

Ðîçãëÿíåìî
sup

(x,t)∈Q1

I 1
122(x, t; z, z0) = sup{ sup

(x,t)∈Q1
η1,3
2

I 1
122(x, t; z, z0); sup

(x,t)∈Q1\Q1
η1,3
2

I 1
122(x, t; z, z0)}.

Íåõàé ĝ
′
12(x, t; y, τ)

def
= ĝ1(x, t; y, τ)(C̃

′′
2 )
β0 [ϱ2(τ)]

µβ0
2 τ γ. Âèáåðåìî η1,4 <

η1,3
2

òà
ðîçãëÿíåìî Q1

η1,4
= {(ξ, ξ0) ∈ Q1

η1,3
2

: d(ξ, ξ0;Q
2
η1,3

) < η1,4}.
Âèáåðåìî η1,5 <

η1,3
2
. Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè (x, t) ∈ Q1

η1,3
2

∩ Q1
η1,4

òà ÷èñëà η1,5

âèçíà÷èìî ìíîæèíè U2
η1,5

(x, t)
def
= {(y, τ) ∈ Q2

η1,3
: ||x − y|| ≤ η1,5, |t − τ | ≤ η21,5}.

Ïîäiáíî, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî m(U2
η1,5

(x, t)) =

2σn ·ηn+2
1,5 , äå σn � ïëîùà ïîâåðõíi ñôåðè îäèíè÷íîãî ðàäióñà â Rn. ßêùî âèáðàòè

η1,5 < min{η1,3
2
; ( δ0

2σn
)

1
n+2}, òî m(U2

η1,5
(x, t)) < δ0. Òîäi ç ëåìè 6 äëÿ äîâiëüíèõ

(x, t) ∈ Q1
η1,3
2

∩Q1
η1,4

òà (z, z0) ∈ Rn+1 òàêèõ, ùî (x+ z, t+ z0) ∈ Q1 âèïëèâà¹

∫
U2
η1,5

(x,t)

|ĝ ′

12(x, t; y, τ)| dydτ <
ε

72
;

∫
U2
η1,5

(x,t)

|ĝ ′

12(x+ z, t+ z0; y, τ)| dydτ <
ε

72
. (20)

Âèáåðåìî δ1,4 < min{δ0; η1,5
2
}. Ôóíêöiÿ ĝ1(x, t; y, τ) ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà â

îáëàñòi V2 = {(x, t; y, τ) : (x, t) ∈ Q1
η1,3
4

∩Q1
η1,4
, (y, τ) ∈ Q2

η1,3
\ U2

η1,5
(x, t)}. Òîäi

iñíó¹ δ1,5 = δ1,5(ε) ∈ (0, δ1,4] òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| < δ1,5,
|z0| < δ1,5, (x, t) ∈ Q1

η1,3
2

∩Q1
η1,4

⊂ Q1
η1,3
4

∩Q1
η1,4

, (y, τ) ∈ Q2
η1,3

\ U2
η1,5

(x, t) ïðè

µβ0 + 2γ > −2, âèêîíó¹òüñÿ |ĝ1(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ1(x, t; y, τ)| < ε
72A1

3
, äå

A1
3 =

∫
Q2
η1,3

\U2
η1,5

(x,t)

(C̃
′′
2 )
β0 [ϱ2(τ)]

µβ0
2 τ γ dydτ , à òîäi

∫
Q2
η1,3

\U2
η1,5

(x,t)

|ĝ ′

12(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ
′

12(x, t; y, τ)| dydτ ≤ ε

72
. (21)

Îòæå, ïðè (x, t) ∈ Q1
η1,3
2

∩Q1
η1,4

iç (20), (21) îäåðæó¹ìî: iñíó¹ δ1,5 = δ1,5(ε) > 0

òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| < δ1,5, |z0| < δ1,5
I 1
122(x, t; z, z0) =

∫
Q2
η1,3

|ĝ ′
12(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ

′
12(x, t; y, τ)| dydτ ≤
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≤
∫

U2
η1,5

(x,t)

|ĝ ′
12(x, t; y, τ)| dydτ +

∫
U2
η1,5

(x,t)

|ĝ ′
12(x+ z, t+ z0; y, τ)| dydτ +

+
∫

Q2
η1,3

\U2
η1,5

(x,t)

|ĝ ′
12(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ

′
12(x, t; y, τ)| dydτ < ε

24
, à îòæå,

sup
(x,t)∈Q1

η1,3
2

∩Q1
η1,4

I 1
122(x, t; z, z0) <

ε
24
.

Ïðè (x, t) ∈ Q1
η1,3
2

\Q1
η1,4

, (z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| ≤ δ1,4(<
1
4
η1,3), |z0| ≤ δ1,4

(< 1
4
η1,3), ìà¹ìî (x + z, t + z0) ∈ Q1

η1,3
4

. Ïðè (x, t) ∈ Q1
η1,3
4

\Q1
η1,4

, (y, τ) ∈ Q2
η1,3

,

(x, t) ̸= (y, τ), òîìó ôóíêöiÿ ĝ1(x, t; y, τ) � ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà â
V3 = {(x, t; y, τ) : (x, t) ∈ Q1

η1,3
4

\Q1
η1,4
, (y, τ) ∈ Q2

η1,3
}. Òîäi iñíó¹

δ1,6 = δ1,6(ε) ∈ (0, δ1,4] òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| < δ1,6,
|z0| < δ1,6, (x, t) ∈ Q1

η1,3
2

\Q1
η1,4

⊂ Q1
η1,3
4

\Q1
η1,4

, (y, τ) ∈ Q2
η1,3

ïðè µβ0 + 2γ > −2,

âèêîíó¹òüñÿ |ĝ1(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ1(x, t; y, τ)| < ε
72A1

4
, äå

A1
4 =

∫
Q2
η1,3

(C̃
′′
2 )
β0 [ϱ2(τ)]

µβ0
2 τ γ dydτ , à òîäi

sup
(x,t)∈Q1

η1,3
2

\Q1
η1,4

∫
Q2
η1,3

|ĝ ′
12(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ

′
12(x, t; y, τ)| dydτ ≤ ε

72
.

Ïðè (x, t) ∈ Q1 \Q1
η1,3
2

, (z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| ≤ δ1,4(<
η1,3
4
), |z0| ≤ δ1,4(<

η1,3
4
) áóäå

(x+ z, t+ z0) ∈ Q1 \Q1
3η1,3

4

⊂ Q1, àáî (x+ z, t+ z0) /∈ Q1. Ïðè (x, t) ∈ Q1 \Q1
3η1,3

4

,

(y, τ) ∈ Q2
η1,3

, ||x− y|| ≥ η1,3
4
, |t− τ | ≥ η21,3(1− (3

4
)2), à òîäi (x, t) ̸= (y, τ). Òîìó çà

ðiâíîìiðíîþ íåïåðåðâíiñòþ ôóíêöi¨ ĝ1(x, t; y, τ) íà çàìêíåíié ìíîæèíi
V4 = (Q1 \Q1

3η1,3
4

)×Q2
η1,3

, âðàõîâóþ÷è, ùî−µ ≥ 0, [ϱ1(x)]−µ ≤ 1, îäåðæó¹ìî: iñíó¹

δ1,7 = δ1,7(ε) ∈ (0, δ1,4] òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (x, t) ∈ (Q1 \Q1
η1,3
2

) ⊂ (Q1 \Q1
3η1,3

4

),

(y, τ) ∈ Q2
η1,3

(z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| < δ1,7, |z0| < δ1,7, âèêîíó¹òüñÿ
|ĝ1(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ1(x, t; y, τ)| < ε

24A1
4
, çâiäêè

sup
(x,t)∈Q1\Q1

η1,3
2

(x+z,t+z0)∈Q1

I 1
122(x, t; z, z0) <

ε
24A1

4

∫
Q2
η1,3

(C̃
′′
2 )
β0 [ϱ2(τ)]

µβ0
2 τ γ dydτ = ε

24
.

Äëÿ òèõ òî÷îê (x, t) ∈ Q1 \Q1
η1,3
2

, (y, τ) ∈ Q2
η1,3

, (z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| < δ1,4,

|z0| < δ1,4, äëÿ ÿêèõ (x+ z, t+ z0) /∈ Q1, ìàòèìåìî

sup
(x,t)∈Q1\Q1

η1,3
2

(x+z,t+z0)/∈Q1

I 1
122(x, t; z, z0) ≤ sup

(x,t)∈Q1\Q1
η1,3
2

(x+z,t+z0)/∈Q1

∫
Q2
η1,3

|ĝ1(x, t; y, τ)|(C̃
′′
2 )
β0η

µβ0
2

1,3 τ
γ dydτ ≤

≤ Ĉ
′
0(C̃

′′
2 )
β0η

µβ0
2

+γ−µ
1,3 ≤ ε

24
, äå îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ çãiäíî ç âèáîðîì

÷èñëà η1,3. Çàóâàæèìî, ùî ïðè µ <
2γ

1−β0 òàêîæ
µβ0
2

+ γ − µ > 0.

Ïîêàçàíî iñíóâàííÿ δ̃2 = min{δ1,5; δ1,6; δ1,7} > 0 òàêîãî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ
(x, t) ∈ Q1, (z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| < δ̃2, |z0| < δ̃2 I112(x, t; z, z0) <

ε
12
.

I3. Ðîçãëÿíåìî äëÿ äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q1

I113(x, t; z, z0) = Ã2

∫
Q3

|ĝ1(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ1(x, t; y, τ)| dydτ, äå Ã2 = (C̃
′′
3 )
β0( ε0

2
)γ.
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Çà çàäàíèì δ0 > 0 âèáèðà¹ìî ÷èñëî η1,6 < ε0
2
òàêå, ùîám(Q1\Q1

η1,6
2

) ≤ δ0. Òîäi

sup
(x,t)∈Q1

I113(x, t; z, z0) = max{ sup
(x,t)∈Q1

η1,6
2

I113(x, t; z, z0); sup
(x,t)∈Q1\Q1

η1,6
2

I113(x, t; z, z0)}.

Âèáèðà¹ìî òàêîæ η1,6 <
(

ε

12Ã2C̃
′
0

)− 1
µ
.

Ðîçãëÿíåìî äëÿ äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q1
η1,6
2

iíòåãðàë I113(x, t; z, z0).

Âèáåðåìî δ1,8 < min{δ0, η1,64 }. Ïðè (x, t) ∈ Q1
η1,6
2

, (z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| ≤ δ1,8

(< η1,6
4
), |z0| ≤ δ1,8(<

η1,6
4
) ìà¹ìî (x+ z, t+ z0) ∈ Q1

η1,6
4

⊂ Q1. Ôóíêöiÿ ĝ1(x, t; y, τ)

� ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà â îáëàñòi V5 = {(x, t; y, τ) : (x, t) ∈ Q1
η1,6
4

, (y, τ) ∈ Q3}.

Òîìó iñíó¹ δ1,9 = δ1,9(ε) ∈ (0, δ1,8] òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q1
η1,6
2

⊂ Q1
η1,6
4

,

(y, τ) ∈ Q3, (z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| < δ1,9, |z0| < δ1,9
|ĝ1(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ1(x, t; y, τ)| < ε

12m(Q)Ã2
, à òîäi

sup
(x,t)∈Q1

η1,6
2

Ã2

∫
Q3

|ĝ1(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ1(x, t; y, τ)| dydτ ≤ ε·Ã2

12m(Q)Ã2

∫
Q3

dydτ ≤ ε
12
.

Ðîçãëÿíåìî äëÿ äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q1 \Q1
η1,6
2

Ã2

∫
Q3

|ĝ1(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ1(x, t; y, τ)| dydτ = I131(x, t; z, z0) + I132(x, t; z, z0), äå

â I131(x, t; z, z0) iíòåãðóâàííÿ ¹ çà Q3
η1,6

, â I132(x, t; z, z0) � çà Q3\Q3
η1,6

, Q3
η1,6

� ïiäî-
áëàñòü îáëàñòi Q3 òàêà, ùî âiäñòàíü âiä äîâiëüíî¨ òî÷êè
(y, τ) ∈ Q3 äî ìåæi îáëàñòi Q3 áiëüøà àáî ðiâíà η1,6. Çà çàäàíèì δ0 > 0 âè-
áèðà¹ìî ÷èñëî η1,6 < ε0

2
òàêå, ùîá m(Q3 \Q3

η1,6
) ≤ δ0.

Çà ðiâíîìiðíîþ íåïåðåðâíiñòþ ôóíêöi¨ ĝ1(x, t; y, τ) â îáëàñòi
V6 = {(x, t; y, τ) : (x, t) ∈ Q1 \Q1

3η1,6
4

, (y, τ) ∈ Q3
η1,6

} îäåðæó¹ìî: iñíó¹

δ1,10 = δ1,10(ε) ∈ (0, δ1,8] òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q1 \Q1
η1,6
2

⊂ Q1 \Q1
3η1,6

4

,

(y, τ) ∈ Q3
η1,6

, (z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| < δ1,10, |z0| < δ1,10, âèêîíó¹òüñÿ
|ĝ1(x+ z, t+ z0; y, τ)− ĝ1(x, t; y, τ)| < ε

12m(Q)Ã2
, à òîäi

sup
(x,t)∈Q1\Q1

η1,6
2

I131(x, t; z, z0) ≤ ε

12m(Q)Ã2
· Ã2

∫
Q3
η1,6

dydτ ≤ ε
12
.

Çà ëåìîþ 3 (âðàõîâóþ÷è, ùî −µ ≥ 0, [ϱ1(x)]−µ ≤ 1) iñíó¹ δ0 = δ0(ε) > 0,
iñíó¹ âiäïîâiäíå η1,6 òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q1 \Q1

η1,6
2

òà (z, z0) ∈ Rn+1

òàêèõ, ùî (x+ z, t+ z0) ∈ Q1 ìàòèìåìî

sup
(x,t)∈Q1\Q1

η1,6
2

I132(x, t; z, z0) ≤ Ã2 sup
(x,t)∈Q1\Q1

η1,6
2

( ∫
Q3\Q3

η1,6

|ĝ1(x+ z, t+ z0; y, τ)| dydτ +

+
∫

Q3\Q3
η1,6

|ĝ1(x, t; y, τ)|) dydτ
)
≤ ε

12Ã2
· Ã2 ≤ ε

12
.

Ïðè (x, t) ∈ Q1 \Q1
η1,6
2

, (y, τ) ∈ Q3, (z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| < δ1,8, |z0| < δ1,8, äëÿ

ÿêèõ (x+ z, t+ z0) /∈ Q1, ç âèêîðèñòàííÿì ëåìè 1 ìàòèìåìî
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sup
(x,t)∈Q1\Q1

η1,6

(x+z,t+z0)/∈Q1

I113(x, t; z, z0) ≤ Ã2η
−µ
1,6 sup

(x,t)∈Q1\Q1
η1,6

(x+z,t+z0)/∈Q1

∫
Q3

|G(x, t; y, τ)| dydτ ≤ C̃
′
0 ·Ã2 ·η−µ1,6 ≤ ε

12
,

äå îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ çãiäíî ç âèáîðîì ÷èñëà η1,6.
Ïîêàçàíî, ùî iñíó¹ δ̃3 = min{δ1,9; δ1,10} > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q1,

(z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| < δ̃3, |z0| < δ̃3 I113(x, t; z, z0) <
ε
12
.

Ðîçãëÿíåìî

I12(x, t; z, z0) = [ϱ1(x+ z)]−µ
t+z0∫
t

dτ
∫
Ω

|G(x+ z, t+ z0; y, τ)| · |f0(y, τ, v(y, τ))| dy.

Ïðîâîäÿ÷è ïîäiáíi ìiðêóâàííÿ òà âðàõîâóþ÷è, ùî m(Ω× (t, t+ z0)) = m(Ω) ·
|z0|, çà ëåìîþ 6 îäåðæó¹ìî: iñíó¹ δ̃4 = δ̃4(ε) > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (z, z0) ∈
Rn+1, ||z|| < δ̃4, |z0| < δ̃4 òà äîâiëüíèõ v ∈ Mµ, C̃(Q, ∂Q) sup

(x,t)∈Q1

I 1
2 (x, t; z, z0) <

ε
4
.

Îòæå, iñíó¹ δ̂1 = min{δ̃1; δ̃2; δ̃3; δ̃4} > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (z, z0) ∈ Rn+1,
||z|| < δ̂1, |z0| < δ̂1 âèêîíó¹òüñÿ sup

(x,t)∈Q1

I1(x, t; z, z0) <
ε
2
.

Ïîäiáíî ïðîâîäèìî îöiíêè iíòåãðàëiâ ïðè (x, t) ∈ Q2 òà (x, t) ∈ Q3 i äîâîäèìî
iñíóâàííÿ δ̂2, δ̂3 > 0 òàêèõ, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (z, z0) ∈ Rn+1, ||z|| < min{δ̂2; δ̂3},
|z0| < min{δ̂2; δ̂3} âèêîíó¹òüñÿ sup

(x,t)∈Q2

I2(x, t; z, z0) <
ε
2
òà sup

(x,t)∈Q3

I 3(x, t; z, z0) <
ε
2
.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè îöiíþâàííi iíòåãðàëà I 2, êîëè (x, t) ∈ Q2, (y, τ) ∈ Q1

âèíèêà¹ äîäàòêîâà óìîâà µβ0 − µ
2
> 0, à êîëè (x, t) ∈ Q2, (y, τ) ∈ Q2 � óìîâà

µβ0
2

+ γ − µ
2
> 0.

Îòæå, ìíîæèíà {H1v : v ∈ Mµ,C̃(Q, ∂Q)} � îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà. Òàêèì
÷èíîì, îïåðàòîð H1 ¹ êîìïàêòíèì íà Mµ, C̃(Q, ∂Q).

Ïîêàæåìî, ùî H1 � íåïåðåðâíèé îïåðàòîð íà Mµ,C̃(Q, ∂Q).
Çíàéäåìî îöiíêó H1v −H1w ïðè v, w ∈ Mµ, C̃(Q, ∂Q). Ìà¹ìî

|H1v−H1w| ≤
t∫
0

dτ
∫
Ω

|G(x, t; y, τ)|·||v(y, τ)|β0−|w(y, τ)|β0 |·τ γ dy. Âèêîðèñòîâóþ÷è

ëåìó 1 ïðè µβ0 > −1, µβ0 + 2γ > −2, çíàõîäèìî
t∫
0

dτ
∫
Ω

|G(x, t; y, τ)| · ||v(y, τ)|β0 −|w(y, τ)|β0 |τ γ dy ≤
t∫
0

dτ
∫
Ω

[ϱ1(y)]
µβ0 |G(x, t; y, τ)|×

× ( sup
(y,τ)∈Q1

[ϱ1(y)]
−µ||v(y, τ)| − |w(y, τ)||)β0τ γ dy ≤ ||v − w; ∂Q||β0µ

t∫
0

dτ
∫
Ω

[ϱ1(y)]
µβ0 ×

× |G(x, t; y, τ)|τ γ dy ≤ ||v − w; ∂Q||β0µ C̃
′

µβ0

(
[ϱ1(x)]

µβ0+1−n + 1
)
, (x, t) ∈ Q1;

t∫
0

dτ
∫
Ω

|G(x, t; y, τ)| · ||v(y, τ)|β0−|w(y, τ)|β0 |τ γ dy ≤
t∫
0

dτ
∫
Ω

[ϱ2(τ)]
µβ0
2 |G(x, t; y, τ)|×

× ( sup
(y,τ)∈Q2

[ϱ2(τ)]
−µ

2 ||v(y, τ)| − |w(y, τ)||)β0τ γ dy ≤

≤ ||v − w; ∂Q||β0µ C̃
′
µβ0
2

(
[ϱ2(t)]

µβ0+2γ+2−n
2 + 1

)
, (x, t) ∈ Q2;

t∫
0

dτ
∫
Ω

|G(x, t; y, τ)| · ||v(y, τ)|β0 − |w(y, τ)|β0 | · τ γ dy ≤
t∫
0

dτ
∫
Ω

|G(x, t; y, τ)| ×

× ( sup
(y,τ)∈Q3

|v(y, τ)− w(y, τ)|)β0 · τ γ dy ≤ C̃
′
0||v − w; ∂Q||β0µ , (x, t) ∈ Q3.

Ïðè v, w ∈ Mµ, C̃(Q, ∂Q) îäåðæó¹ìî
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||H1v−H1w; ∂Q||µ = max{ sup
(x,t)∈Q1

[ϱ1(x)]
−µ|H1v−H1w|; sup

(x,t)∈Q2

[ϱ2(t)]
−µ

2 |H1v−H1w|;

sup
(x,t)∈Q3

|H1v−H1w|}≤||v−w; ∂Q||β0µ max{ sup
(x,t)∈Q1

C̃
′

µβ0

(
[ϱ1(x)]

µ(β0−1)+1−n+[ϱ1(x)]
−µ
)
;

sup
(x,t)∈Q2

C̃
′
µβ0
2

(
[ϱ2(t)]

µ(β0−1)+2γ+2−n
2 + [ϱ2(t)]

−µ
2

)
; C̃

′
0}.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è óìîâè íà µ âèïëèâà¹, ùî H1 íåïåðåðâíèé îïåðàòîð â
Mµ, C̃(Q, ∂Q). Çà òåîðåìîþ Øàóäåðà òà çà óìîâ ëåì 4, 5, 6, ðiâíÿííÿ (5) ìà¹
ðîçâ'ÿçîê u ∈ Mµ(Q, ∂Q).

Ç íåðiâíîñòi íà µ, îäåðæó¹ìî óìîâè max{q1, q2 − 1} < 1
β0

− n− 1,

max{q1, q2−1} < 2(γ+1)
β0

−n−1, ÿêi çâ'ÿçóþòü ïîðÿäêè ñèíãóëÿðíîñòåé êðàéîâèõ,
ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöié iç âèãëÿäîì ôóíêöi¨ ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ (2).

Âèñíîâîê. Ó ñòàòòi ðîçãëÿíóòî êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ ∂u
∂t

− △u =
|u|β0tγ, äå β0 ∈ (0, 1), γ ∈ (−1, 0), êîëè çàäàíi íà ìåæi ôóíêöi¨ ¹ óçàãàëüíåíèìè
ç ïðîñòîðiâ òèïó D′. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ �ðiíà öi¹¨ çàäà÷i òà
òåîðåìó Øàóäåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó, âñòàíîâëåíî õàðàêòåð ïîâåäiíêè ðîç-
â'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i áiëÿ ìåæi îáëàñòi.
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