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ÄÎÑßÆÍIÑÒÜ ÍÅ×IÒÊÈÕ ÖIËÅÉ Ó ÇÀÄÀ×I
ËÅÊÑÈÊÎÃÐÀÔI×ÍÎ-ËÅÊÑÈÊÎÃÐÀÔI×ÍÎ� ÎÏÒÈÌIÇÀÖI�

The decision-making problem with fuzzy goals are considered. Goals are divided into groups.
Within the group goals are ranking by importance in strict subordination and groups are also
ranking in strict subordination. The approach to reduce this lexicographic-lexicographical opti-
mization problem to the one criterion optimization problem with objective function which is a
positive linear convolution of partial criteria is proposed.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü iç íå÷iòêî âèçíà÷åíèìè öiëÿìè. Çà äåÿêîþ îçíàêîþ
öiëi ðîçáèòî íà ãðóïè. Â ìåæàõ ãðóïè öiëi óïîðÿäêîâàíî çà âàæëèâiñòþ ó ñóáîðäèíàöi¨ ñòðî-
ãîãî ðàíæóâàííÿ i ãðóïè òàêîæ óïîðÿäêîâàíî ó ñóáîðäèíàöi¨ ñòðîãîãî ðàíæóâàííÿ. Ïðîïîíó-
¹òüñÿ ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçàííÿ äàíî¨ çàäà÷i ëåêñèêîãðàôi÷íî-ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ îïòèìiçàöi¨, ùî
ãðóíòó¹òüñÿ íà çâåäåííi ¨¨ äî çàäà÷i îäíîêðèòåðiàëüíî¨ îïòèìiçàöi¨, öiëüîâà ôóíêöiÿ ÿêî¨ ¹
äîäàòíîþ ëiíiéíîþ çãîðòêîþ ÷àñòêîâèõ êðèòåði¨â.

Âñòóï
Âåëèêà êiëüêiñòü ïðèêëàäíèõ çàäà÷ îïòèìiçàöi¨ ¹ áàãàòîêðèòåðiàëüíèìè. Äî

òîãî æ, ÿê ïðàâèëî, ïàðàìåòðè çàäà÷i íå ìîæóòü áóòè âèçíà÷åíi îäíîçíà÷íî i
¹ íå÷iòêèìè. Ó ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü, ó ÿêié íå÷iòêà
öiëü âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê íå÷iòêà ïiäìíîæèíà óíiâåðñàëüíî¨ ìíîæèíè àëüòåðíàòèâ
(ó çàãàëüíîìó âèïàäêó òàêîæ íå÷iòêà). Ðîçâ'ÿçàòè öþ çàäà÷ó - îçíà÷à¹ äîñÿãòè
öiëi ç òèì ÷è iíøèì ñòóïåíåì íàëåæíîñòi òà ç óðàõóâàííÿì ñòóïåíÿ íàëåæíîñòi
äî ìíîæèíè àëüòåðíàòèâ [1].

Ó [2] çàïðîïîíîâàíî ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü iç íå-
÷iòêèìè öiëÿìè (ïiäõiä Áåëìàíà-Çàäå) äëÿ âèïàäêó ðiâíîâàæëèâèõ íå÷iòêèõ
öiëåé òà âèïàäêó, êîëè âiäîìi êîåôiöi¹íòè âiäíîñíî¨ âàæëèâîñòi ñòóïåíþ íàëå-
æíîñòi äî ìíîæèíè àëüòåðíàòèâ i âiäíîñíî¨ âàæëèâîñòi öiëåé. Ó [3] çàïðîïîíî-
âàíî ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i äëÿ âèïàäêó, êîëè íå÷iòêi öiëi óïîðÿäêîâàíî
çà âàæëèâiñòþ, òîáòî íà ìíîæèíi âiäïîâiäíèõ ôóíêöié íàëåæíîñòåé çàäàíî ñó-
áîðäèíàöiþ ñòðîãîãî ðàíæóâàííÿ.

Ó äàíié ñòàòòi çàïðîïîíîâàíî ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i iç íå÷iòêèìè öi-
ëÿìè äëÿ âèïàäêó, êîëè íå÷iòêi öiëi ðîçáèòî íà ãðóïè, â ìåæàõ êîæíî¨ iç ãðóï
êðèòåði¨ ñòðîãî óïîðÿäêîâàíi i ãðóïè êðèòåði¨â òàêîæ ñòðîãî óïîðÿäêîâàíi çãi-
äíî iç çàäàíèìè ñóáîðäèíàöiÿìè ñòðîãîãî ðàíæóâàííÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i
Íåõàé X (X ⊂ Z) − óíiâåðñàëüíà ìíîæèíà àëüòåðíàòèâ (ðîçâ'ÿçêiâ). Íå-

÷iòêèìè öiëÿìè ìîæóòü áóòè íå÷iòêi ïiäìíîæèíè X òèïó:
1) �âåëè÷èíà x ïîâèííà áóòè ïðèáëèçíî â ìåæàõ âiä b äî c�;
2) �âåëè÷èíà x ïîâèííà áóòè áëèçüêîþ äî b�;
3) �âåëè÷èíà x íå ïîâèííà áóòè áiëüøîþ çà b�;
4) �âåëè÷èíà x íå ïîâèííà áóòè ìåíøîþ çà b�.
Ìíîæèíó öiëåé ðîçáèòî íà R ãðóï. Ó ìåæàõ êîæíî¨ iç ãðóï íå÷iòêi öiëi

óïîðÿäêîâàíî çà âàæëèâiñòþ i ãðóïè öiëåé òàêîæ óïîðÿäêîâàíî çà âàæëèâiñòþ.
Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü áóäåìî ââàæàòè, ùî ãðóïè íå÷iòêèõ öi-
ëåé óïîðÿäêîâàíî çà âàæëèâiñòþ çãiäíî ç ñóáîðäèíàöi¹þ ñòðîãîãî ðàíæóâàííÿ
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Rg(1, 2, ..., R), à â ìåæàõ êîæíî¨ r-¨ (1 ≤ r ≤ R) ãðóïè íå÷iòêi öiëi, à îòæå i
âiäïîâiäíi ôóíêöi¨ íàëåæíîñòi

µri (x) , i = 1, 2, ..., qr,

óïîðÿäêîâàíî çãiäíî ç ñóáîðäèíàöi¹þ ñòðîãî ðàíæóâàííÿ Rg (1, 2, ..., qr). Êîæíà
íå÷iòêà öiëü ïîäà¹òüñÿ âiäïîâiäíîþ ôóíêöi¹þ íàëåæíîñòi ( [2, 4]).

Íåõàé κLr � êðèòåðié, ùî ¹ âåêòîðíîþ çãîðòêîþ êðèòåði¨â µri, i = 1, 2, ..., qr ó
ñóáîðäèíàöi¨ Rg (1, 2, ..., qr) ç âåêòîðíîþ öiëüîâîþ ôóíêöi¹þ

Fr (x) = (µr1 (x) , µr2 (x) , ..., µrqr (x)) .

κLL� ñêëàäåíà çãîðòêà êðèòåði¨â κLr , r = 1, 2, ..., R, ó ñóáîðäèíàöi¨Rg (1, 2, ...,
R) ç âåêòîðíîþ öiëüîâîþ ôóíêöi¹þ

F (x) = (F1 (x) , F2 (x) , ..., FR (x)) .

Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ íåïîêðàùóâàíîãî ðîçâ'ÿçêó çà êðèòåði¹ì κLL ¹ çàäà÷åþ
ëåêñèêîãðàôi÷íî-ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ [5]

maxLLF (x) , x ∈ X. (1)

Íåõàé

F̃ = (f1, f2, ..., fq) = (µ11, µ12, ..., µ1q1 , µ21, µ22, ..., µ2q2 , ..., µR1, cR2, ..., cRqR)

¹ âåêòîðíîþ ôóíêöiÿ, ñêëàäåíîþ ç ôóíêöié µri (x) , i = 1, 2, ..., qr, r = 1, 2, ...R,

q =
R∑
r=1

qr. Â [4] ïîêàçàíî, ùî çàäà÷à (1) åêâiâàëåíòíà çàäà÷i ëåêñèêîãðàôi÷íî¨

îïòèìiçàöi¨

maxLF̃ (x) , x ∈ X. (2)

Ó [5] çàïðîïîíîâàíî ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçàííÿ ëiíiéíî¨ çàäà÷i ëåêñèêîãðàôi÷íî-
ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ îïòèìiçàöi¨, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà çâåäåííi ¨¨ äî çàäà÷i îäíîêðè-
òåðiàëüíî¨ îïòèìiçàöi¨, öiëüîâà ôóíêöiÿ ÿêî¨ ¹ äîäàòíîþ ëiíiéíîþ çãîðòêîþ ÷àñ-
òêîâèõ êðèòåði¨â. Ó äàíié ñòàòòi ðîçãëÿíåìî àíàëîãi÷íèé ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçàííÿ
çàäà÷i (1) ç óðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé ðîçãëÿäóâàíî¨ çàäà÷i.

Äîñÿæíiñòü îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (1)
Ñïî÷àòêó äîñëiäèìî âèïàäîê, êîëè äëÿ êîæíî¨ iç ôóíêöié íàëåæíîñòåé âè-

êîíó¹òüñÿ óìîâà

µri (x) ∈ {0, 1} , x ∈ X, i ∈ {1, 2, ..., qr} , r ∈ {1, 2, ..., R} . (3)

Ïîçíà÷èìî X∗ ìíîæèíó îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ çàäà÷i.
Ïîñòà¹ ïèòàííÿ, ÷è iñíó¹ òàêèé íàáið äîäàòíèõ êîåôiöi¹íòiâ αi, i = 1, 2, ..., q,

ùî ôóíêöiîíàë L (x) =
q∑
i=1

αifi (x) ïðåäñòàâëÿâ áè ïîðÿäîê àíàëîãi÷íèé äî ïî-

ðÿäêó âiääà÷i ïåðåâàãè, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ó çàäà÷i (1) íà ìíîæèíi X.
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Íåõàé êîåôiöi¹íò αq > 0 âèáðàíî äîâiëüíèì ÷èíîì, à iíøi äîäàòíi êîåôiöi-
¹íòè âèáðàíî çãiäíî óìîâè

αi >

q∑
l=i+1

αl, i = q − 1, q − 2, ..., 1. (4)

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îäíîêðèòåðiàëüíî¨ îïòèìiçàöi¨ çi ñêàëÿðíîþ öiëüîâîþ
ôóíêöi¹þ

max L (x) , x ∈ X (5)

Ïîçíà÷èìî X̄∗ ìíîæèíó îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (4).
ßêùî ðîçâ'ÿçîê áàãàòîêðèòåðiàëüíî¨ çàäà÷i îïòèìiçàöi¨ ìîæå áóòè îòðèìà-

íèé ÿê ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ îäíîêðèòåðiàëüíî¨ çàäà÷i, ç öiëüîâîþ ôóíêöi¹þ,
ÿêà ¹ ëiíiéíîþ çãîðòêîþ êðèòåði¨â öi¹¨ áàãàòîêðèòåðiàëüíî¨ çàäà÷i îïòèìiçàöi¨,
òî ââàæàþòü ( [5]), ùî äàíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ äîñÿæíèì çà çâàæåíîþ ñóìîþ ðiçíî-
âàæëèâèõ êðèòåði¨â

Òåîðåìà 1. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ëåãêî îòðèìàòè,  ðóíòóþ÷èñü íà åêâiâàëåíòíîñòi çàäà÷
(1) i (2).

Îòæå,  ðóíòóþ÷èñü íà äàíié òåîðåìi òà ïðàâèëàõ âèáîðó äîäàòíèõ êîåôi-
öi¹íòiâ (3) ìè ìîæåìî çíàõîäèòè äîñÿæíi îïòèìàëüíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (1) ç
âåêòîðíîþ öiëüîâîþ ôóíêöi¹þ øëÿõîì ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i (5) çi ñêàëÿðíîþ öi-
ëüîâîþ ôóíêöi¹þ.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð çàäà÷ó ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ ç íå÷iòêèìè öiëüîâè-
ìè ôóíêöiÿìè (1), âiäìîâèâøèñü âiä óìîâè (3). Ãðàôi÷íå ïðåäñòàâëåííÿ öiëüî-
âèõ ôóíêöié íàáóäå âèãëÿäó(äèâ. ðèñ. 1,2,3,4):

Ðèñ. 1. �Âåëè÷èíà x ïîâèííà áóòè ïðèáëèçíî â ìåæàõ âiä b äî c�

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ïàðàìåòðè ai, bi, ci, di, i = 1, 2, ..., q ¹ öiëî÷èñëîâèìè.
Ïîçíà÷èìî X∗∗ ìíîæèíó îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêî¨ ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ çàäà÷i
îïòèìiçàöi¨ ç äîâiëüíèìè ôóíêöiÿìè.

Äîñëiäèìî ïðîáëåìó âiäøóêàííÿ äîñÿæíèõ îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Íåõàé
βq > 0 äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî, à iíøi ïîñòóïîâî âèçíà÷åíî ç

βi >
1

αi

q∑
l=i+1

βl, i = q − 1, q − 2, ..., 1, (6)

äå
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Ðèñ. 2. �Âåëè÷èíà x ïîâèííà áóòè áëèçüêîþ äî b�

Ðèñ. 3. �Âåëè÷èíà x íå ïîâèííà áóòè áiëüøîþ çà b�

Ðèñ. 4. �Âåëè÷èíà x íå ïîâèííà áóòè ìåíøîþ çà b�
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αi = min
fi(x)̸=fi(y)

|fi (x)− fi (y) |, i = 1, 2, ..., q. (7)

Ç âèêîðèñòàííÿì êîåôiöi¹íòiâ βi, çíàéäåíèõ çãiäíî ç (5), ïîáóäó¹ìî ôóíêöiî-
íàë

Z (x) =

q∑
i=1

βifi (x)

i çàäà÷ó îäíîêðèòåðiàëüíî¨ îïòèìiçàöi¨ çi ñêàëÿðíîþ öiëüîâîþ ôóíêöi¹þ

max Z (x) , x ∈ X. (8)

Ïîçíà÷èìî X̄∗∗ ìíîæèíó îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ çàäà÷i.

Òåîðåìà 2. ßêùî x∗ ∈ X̄∗∗, òî x∗ ∈ X∗∗.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ëåãêî îòðèìàòè  ðóíòóþ÷èñü íà åêâiâàëåíòíîñòi çàäà÷
(2) i (1)

Çàóâàæèìî, ùî êîåôiöi¹íòè αi äëÿ êîæíî¨ iç ôóíêöié µi (x) ìîæíà çíàéòè
íàñòóïíèì ÷èíîì:

1) �âåëè÷èíà x ïîâèííà áóòè ïðèáëèçíî â ìåæàõ âiä b äî c�

αi = min

{
1

bi − ai
,

1

di − ci

}
;

2) �âåëè÷èíà x ïîâèííà áóòè áëèçüêîþ äî b�

αi = min

{
1

bi − ai
,

1

di − bi

}
;

3) �âåëè÷èíà x íå ïîâèííà áóòè áiëüøîþ çà b�

αi =
1

di − bi
;

4) �âåëè÷èíà x íå ïîâèííà áóòè ìåíøîþ çà

αi =
1

bi − ai
.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé ïîòðiáíî ïðèéíÿòè ðiøåííÿ âiäíîñíî çíà÷åííÿ äåÿêî¨
âåëè÷èíè íà îñíîâi ñóäæåíü äâîõ ãðóï åêñïåðòiâ (äèâ. ðèñ. 5).

Äî ñêëàäó ïåðøî¨ ãðóïè åêñïåðòiâ âõîäÿòü:
åêñïåðò 1: "çíà÷åííÿ âåëè÷èíè íå ïîâèííî ïåðåâèùóâàòè 1";
åêñïåðò 2: "çíà÷åííÿ âåëè÷èíè ïîâèííî êîëèâà¹òüñÿ äåñü ó ìåæàõ âiä 2 äî

4".
Åêñïåðòíi îöiíêè ôîðìàëiçîâàíî ôóíêöiÿìè íàëåæíîñòi µ11 (x) òà µ12 (x).
Äî ñêëàäó äðóãî¨ ãðóïè åêñïåðòiâ âõîäÿòü:
åêñïåðò 3: "çíà÷åííÿ âåëè÷èíè ïîâèííî áóòè áiëÿ 5";
åêñïåðò 4: "çíà÷åííÿ âåëè÷èíè ïîâèííî áóòè áiëÿ 6".
Åêñïåðòíi îöiíêè ôîðìàëiçîâàíî ôóíêöiÿìè íàëåæíîñòi µ21 (x) òà µ22 (x).
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Ó ìåæàõ êîæíî¨ iç ãðóï åêñïåðòiâ ïðîðàíæîâàíî çà âàæëèâiñòþ ó âiäïî-
âiäíîñòi äî ñóáîðäèíàöi¨ Rg (1, 2). Ïåðøà ãðóïà åêñïåðòiâ ââàæà¹òüñÿ âàæëè-
âiøî¨ çà äðóãó.

Íåõàé íå÷iòêi åêñïåðòíi îöiíêè ôîðìàëiçîâàíî ôóíêöiÿìè íàëåæíîñòi ó
âiäïîâiäíîñòi äî íàñòóïíîãî ðèñóíêà:

Ðèñ. 5. Ôîðìàëiçîâàíi ñóäæåííÿ åêñïåðòiâ

Îòæå, ìà¹ìî çàäà÷ó ëåêñèêîãðàôi÷íî-ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ îïòèìiçàöi¨

maxLLF (x) , x ∈ X,

äå F (x) = (F1 (x) , F2 (x)),

F1 (x) = (µ11 (x) , µ12 (x)) ,

F2 (x) = (µ21 (x) , µ22 (x)) ,

Äàíà çàäà÷à ¹ åêâiâàëåíòíîþ çàäà÷i

max F̃ (x) , x ∈ X ,

äå

F̃ (x) = (f1 (x) , f2 (x) , f3 (x) , f4 (x)) = (µ11 (x) , µ12 (x) , µ21 (x) , µ22 (x)) .

Âèçíà÷èìî êîåôiöi¹íòè αi, i = 1, 2, 3, 4 òà βi, i = 1, 2, 3, 4 ç óðàõóâàííÿì
òåîðåì 1, 2. Ìà¹ìî:

α3 = min

{
1

6− 5
,

1

5− 2

}
=

1

3
,

α2 = min

{
1

2− 1
,

1

6− 4

}
=

1

2
,

α1 =
1

3− 1
=

1

2
,
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β4 = 1,

β3 = 4 >
1

α3

β4 = 3,

β2 = 11 >
1

α2

(β4 + β3) = 10,

β1 = 33 >
1

α1

(β4 + β3 + β1) = 32.

Çãiäíî ç (8), ðîçâ'ÿçàâøè çàäà÷ó

max {33µ1(x) + 11µ2(x) + 4µ3(x) + µ4(x)} , x ∈ X = [1, 7],

îòðèìà¹ìî X̄∗∗ = {2}.
Âèñíîâêè
Çàïðîïîíîâàíèé ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ëåêñèêîãðàôi÷íî-ëåêñèêîãðà-

ôi÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ iç íå÷iòêî âèçíà÷åíèìè öiëÿìè äîçâîëÿ¹ çâåñòè äàíó çàäà÷ó
âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ äî çàäà÷i îäíîêðèòåðiàëüíî¨ îïòèìiçàöi¨ iç ñêàëÿðíîþ öi-
ëüîâîþ ôóíêöi¹þ. Ïåðåâàãîþ òàêîãî ïiäõîäó ¹ òå, ùî âií äîçâîëÿ¹ çìåíøóâàòè
îá÷èñëþâàëüíó ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i i äà¹ ìîæëèâiñòü çà-
ñòîñóâàòè äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ âiäîìi ìåòîäè.

Ñïèñîê âèêîðèñòàíî¨ ëiòåðàòóðè
1. Âîëîøèí Î.Ô. Ìîäåëi òà ìåòîäè ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü / Î.Ô. Âîëîøèí, Ñ.Î. Ìàùåíêî. �

Ê.: Âèäàâíè÷î-ïîëiãðàôi÷íèé öåíòð �Êè¨âñüêèé óíiâåðñèòåò�, 2010. � 336 ñ.
2. Bellman R.E. Decision-Making in Fuzzy Environment / R.E. Bellman, L.A. Zadeh //

Management Science, 1970. � vol.17 � �4. � P.141-160.
3. Áðèëà À.Þ., Àíòîñÿê Ï.Ï. Äîñÿæíiñòü íå÷iòêèõ öiëåé ó çàäàíié ñóáîðäèíàöi¨ ñòðîãîãî

ðàíæóâàííÿ // Âiñíèê Êè¨âñüêîãî óíiâåðñèòåòó. Ñåðiÿ: ôiç.-ìàò. íàóêè. �2014. �� 2. �C.
81-86.

4. Ðûæîâ À. Ï. Ýëåìåíòû òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ è èçìåðåíèÿ íå÷åòêîñòè /
À. Ï. Ðûæîâ. �Ì.: Äèàëîã-ÌÃÓ, 1998. �116 ñ.

5. ×åðâàê Þ. Þ. Îïòèìiçàöiÿ. Íåïîêðàùóâàíèé âèáið/ Þ.Þ. ×åðâàê. � Óæãîðîä: Óæãî-
ðîäñüêèé íàö. óí�ò, 2002. � 312 ñ.

6. Ïîäèíîâñêèé Â. Â., Ãàâðèëîâ Â. Ì. Îïèìèçàöèÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿåìûì êðè-
òåðèÿì/ Â. Â. Ïîäèíîâñêèé, Â. Ì. Ãàâðèëîâ. � Ì.:Íàóêà, 1975. � 192 ñ.

Îäåðæàíî 05.05.2015

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2015, âèï. �1 (26)


