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ÏÎÒÅÍÖIÀËÈ ÄÅßÊÈÕ ÊËÀÑIÂ ÄÈÍÀÌI×ÍÈÕ ÐßÄIÂ

We consider the extremal and stationary dynamic series. For this series formulas calculating of
potentials has been given in the paper. The theorem existence of dynamic series for an arbitrary
given potential has been proved in paper also.

Ðîçãëÿäàþòüñÿ åêñòðåìàëüíi òà ñòàöiîíàðíi äèíàìi÷íi ðÿäè. Äëÿ öèõ ðÿäiâ âèâåäåíî ôîðìóëè
îá÷èñëåííÿ ïîòåíöiàëiâ, äîâåäåíî òåîðåìó ïðî iñíóâàííÿ ñòàöiîíàðíîãî äèíàìi÷íîãî ðÿäó äëÿ
äîâiëüíîãî çàäàíîãî ïîòåíöiàëó.

Ó äàíié ðîáîòi ââîäÿòüñÿ âàæëèâi ïîíÿòòÿ òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ðÿäiâ, âèâ÷àþòüñÿ
ïîòåíöiàëè äåÿêèõ êëàñiâ äèíàìi÷íèõ ðÿäiâ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ìàêñèìàëüíèé
ïðèáóòîê áiðæåâîãî àëãîðèòìó [1, 2]. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè îïèñóþòü îáëàñòü
çìiíè ïîòåíöiàëiâ, ÿêi äàþòü ìîæëèâiñòü îöiíèòè åôåêòèâíiñòü ïîáóäîâàíèõ
áiðæåâèõ àëãîðèòìiâ [3]. Âèâ÷åííÿ ñòðóêòóðè äèíàìi÷íèõ ðÿäiâ çà äîïîìîãîþ
ïîòåíöiàëó äà¹ ìîæëèâiñòü ïîáóäóâàòè åôåêòèâíi àëãîðèòìè ïðîãíîçóâàííÿ äè-
íàìi÷íèõ ðÿäiâ [3, 4].

Äèíàìi÷íèé ðÿä Z = {z1, z2, . . . , zn} � öå ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çàäàíà
íà äèñêðåòíié ìíîæèíi {1, 2, . . . , n} ⊂ T , äå T � ìíîæèíà ÷àñîâèõ âiäëiêiâ.
Ïîñëiäîâíiñòü Zi = {zi1 , zi2 , . . . , zik} íàçèâà¹òüñÿ âiäðiçêîì ÷àñîâîãî ðÿäó Z,
ÿêùî Zi ⊂ Z i ∃zt ∈ Z, ùî zt = zi, zt+1 = zi+1, . . . , zt+k = zi+k. Âiäðiçîê
÷àñîâîãî ðÿäó ìîíîòîííî çðîñòàþ÷èé (ñïàäíèé), ÿêùî zi1 ≤ zi2 ≤ · · · ≤ zik
(zi1 ≥ zi2 ≥ · · · ≥ zik). Òî÷êà zj ∈ Z íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìà-
êñèìóìà (ìiíiìóìà), ÿêùî âîíà îäíî÷àñíî íàëåæèòü ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îìó
i ìîíîòîííî ñïàäíîìó âiäðiçêàì. Öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî zj ∈ Z ¹ òî÷êîþ ëî-
êàëüíîãî ìàêñèìóìà, òî zj−1 ≤ zj > zj+1 àáî òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìiíiìóìà, òî
zj−1 ≥ zj < zj+1. ßêùî òî÷êà zj ¹ òî÷êîþ ïåðåòèíó äâîõ ìîíîòîííèõ âiäðiçêiâ
Z ′

j = {zjt , zjt+1 , . . . , zjt+l
) i Zj = {zj1 , zj2 , . . . , zjk), òî öi âiäðiçêè íàçèâàþòüñÿ ïëå-

÷àìè òî÷êè zj, i öåé ôðàãìåíò äèíàìi÷íîãî ðÿäó áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç (t, zj, l),
äå t � äîâæèíà ëiâîãî ïëå÷à, à l � äîâæèíà ïðàâîãî ïëå÷à. Òîäi äèíàìi÷íèé
ðÿä ìîæíà ñõåìàòè÷íî ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi t1, zi1 , l1, t2, zi2 , l2, t3, zi3 , l3, . . .

Íåõàé zi1 ïåðøà òî÷êà ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó, à zjk îñòàííÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî

ìàêñèìóìà. Ïîòåíöiàëîì äèíàìi÷íîãî ðÿäó Z íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî P (Z) =
k∏

t=1

zjt
zit
,

äå zjt òî÷êè ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ, à zit òî÷êè ëîêàëüíèõ ìiíiìóìiâ. Äëÿ äè-
íàìi÷íèõ ðÿäiâ, ÿêi íå ìàþòü åêñòðåìóìiâ, ïîòåíöiàë âèçíà÷à¹òüñÿ òiëüêè äëÿ
ìîíîòîííî çðîñòàþ÷èõ ïîñëiäîâíîñòåé çãiäíî ôðìóëè P (Z) = zk

z1
. Ïîòåíöiàë äè-

íàìi÷íèõ ðÿäiâ âêàçó¹ íà ìàêñèìàëüíèé (òåîðåòè÷íèé) ïðèáóòîê, ÿêèé ìîæíà
îòðèìàòè íà öiíîâîìó ðÿäi Z â óìîâàõ çàäàíî¨ áiðæåâî¨ ãðè.

Ðÿä z1, z2, . . . , zn íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íèì, ÿêùî ∃T ∈ N , ùî zi+T = zi. Íàé-
ìåíøå ç ÷èñåë T íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíîþ ïåðiîäà (àáî öèêëà). Ðÿä Z íàçèâà¹òüñÿ
îáìåæåíèì, ÿêùî iñíóþòü òàêi ÷èñëà m i M , ùî ∀zi ∈ Z âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
m ≤ zi ≤M .

Íåõàé K(n) � êëàñ äèíàìi÷íèõ ðÿäiâ äîâæèíîþ n. Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïiä-
êëàñè êëàñó K(n).
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Åêñòðåìàëüíi ðÿäè. Ðÿä Z ∈ K(n) íàçèâà¹òüñÿ åêñòðåìàëüíèì, ÿêùî
âñi òî÷êè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó äîðiâíþþòü M , à ìiíiìóìà � m. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç K(M,m) ìíîæèíó åêñòðåìàëüíèõ ðÿäiâ. Ðîçãëÿíåìî ðÿäè Z∗

k ∈ K(M,m)
âñi ïëå÷i åêñòðåìóìiâ ÿêèõ äîðiâíþþòü 1, òîáòî ðÿä ó ÿêîãî âñi òî÷êè ¹ åêñòðå-
ìàëüíèìè. Öi ðÿäè ñõåìàòè÷íî ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi:

Z∗
1 : 1 m 1 M 1 m 1 · · · 1 m 1 M 1,

Z∗
2 : 1 M 1 m 1 · · · 1 M 1 m 1,

Z∗
3 : 1 M 1 m 1 · · · 1 m 1 M 1,

Z∗
4 : 1 m 1 M 1 · · · 1 M 1 m 1,

Z∗
1 , Z

∗
2 ∈ K(n), ÿêùî äîâæèíà ðÿäó n = 2k, Z∗

3 , Z
∗
4 ∈ K(n), ÿêùî äîâæèíà ðÿäó

n = 2k + 1.
Ç îçíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó ðÿäó âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. Ïîòåíöiàëè åêñòðåìàëüíèõ ðÿäiâ Z∗
k , k = 1, 2, 3, 4 îá÷è-

ñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè: P (Z∗
1) =

(
M
m

)n
2 , P (Z∗

2) =
(
M
m

)n
2
−1
, ÿêùî äîâæèíà

ðÿäó n = 2k; P (Z∗
3) =

(
M
m

)n−1
2 , P (Z∗

4) =
(
M
m

)n−1
2 , ÿêùî äîâæèíà ðÿäó n =

= 2k + 1.

Ðÿäè Z∗
k , k = 1, 2, 3, 4 ¹ öèêëi÷íèìè ç ïåðiîäîì T = 2. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

åêñòðåìàëüíèõ ðÿäiâ Z∗
k(a) âñi òî÷êè âíóòðiøíiõ åêñòðåìóìiâ ÿêèõ ìàþòü ïëå÷i

äîâæèíîþ a. Ñõåìàòè÷íî öi ðÿäè ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

Z∗
1(a) : d1 m a M a m a · · · a m a M d2,

Z∗
2(a) : d1 M a m a · · · a M a m d2,

Z∗
3(a) : d1 M a m a · · · a m a M d2,

Z∗
4(a) : d1 m a M a · · · a M a m d2,

äå d1 � ëiâå ïëå÷å ïåðøîãî åêñòðåìóìó, à d2 � ïðàâå ïëå÷å îñòàííüîãî åêñòðå-
ìóìó.

Òâåðäæåííÿ 2. Ïîòåíöiàëè åêñòðåìàëüíèõ ðÿäiâ Z∗
k(a), k = 1, 2, 3, 4 îá-

÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè: P (Z∗
1(a)) =

(
M
m

)[ n
2a−1 ], P (Z∗

2(a)) =
(
M
m

)[ n
2a−1 ]−1

,

P (Z∗
3(a)) =

(
M
m

)n−(d1+d2)
2a−1

−1
, P (Z∗

4(a)) =
(
M
m

)n−(d1+d2)
2a−1 .

Íåõàé Z∗
k(a, b), k = 1, 2, 3, 4 åêñòðåìàëüíi ðÿäè âñi âíóòðiøíi åêñòðåìóìè

ÿêèõ ìàþòü âiäïîâiäíî ëiâå ïëå÷å a i ïðàâå ïëå÷å b. Öi ðÿäè ìîæíà ïðåäñòàâèòè
ó âèãëÿäi:

Z∗
1(a, b) : d1 m b M a m b · · · b M d2,
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Z∗
2(a, b) : d1 M a m b M a · · · a m d2,

Z∗
3(a, b) : d1 M a m b M a · · · b M d2,

Z∗
4(a, b) : d1 m b M a m b · · · a m d2.

Òâåðäæåííÿ 3. Ïîòåíöiàëè ðÿäiâ Z∗
k(a, b), k = 1, 2, 3, 4 îá÷èñëþþòü çà

ôîðìóëàìè: P (Z∗
1(a, b)) =

(
M
m

)n−(d1+d2)
a+b−1 , P (Z∗

2(a, b)) =
(
M
m

)n−(d1+d2)
a+b−1

−1
,

P (Z∗
3(a, b)) =

(
M

m

)n−(d1+a+d2)
a+b−1

, P (Z∗
4(a, b)) =

(
M

m

)n−(d1+d2+a)
a+b−1

.

Òåîðåìà 1. ßêùî ó äèíàìi÷íîì ðÿäi Z∈K(M,m) òiëî öèêëà óòâîðþ¹ âiäði-

çîê a1 M b1 m a2 M b2 · · · al M bl, òî P (Z, a, bl) =
(
M
m

)D+U
, äå D =

 n−(d1+d2)
l∑

i=1
ai+bi−l

 ,
U � êiëüêiñòü ïàð (M,m) íà âiäðiçêó n− (D + d1).

Òâåðäæåííÿ 4. Íàéáiëüøèé ïîòåíöiàë â êëàñi K(n) ìàþòü ðÿäè Z∗
k , k =

= 1, 2, 3, 4.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé â ðÿäi Z ∈ K(n) êiëüêiñòü ÷ëåíiâ ïàðíå n = 2k i ïåðøèì
åêñòðåìóìîì ¹ ëîêàëüíèé ìiíiìóì (ìàêñèìóì). Òîäi P (Z) ≤ P (Z∗

1) (P (Z) ≤
P (Z∗

2)), ÿêùî n = 2k + 1 i ïåðøèé åêñòðåìóì ¹ ëîêàëüíèé ìiíiìóì (ìàêñèìóì)
P (Z) ≤ P (Z∗

3) (P (Z) ≤ P (Z∗
4)).

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó äèíàìi÷íîãî ðÿäó. Íåõàé â ðÿäi
Z ïàðíà êiëüêiñòü ÷ëåíiâ i âií íå ¹ åêñòðåìàëüíèì àáî ìà¹ õî÷à á îäèí åêñòðåìóì
ç ïëå÷åì áiëüøèì çà îäèíèöþ. ßêùî õî÷à á îäèí ç åêñòðåìóìiâ zjk (zik) íå
äîðiâíþ¹Màáî m, òî â öüîìó âèïàäêó

zjk
zik

< M
m
. ßêùî ïëå÷å åêñòðåìóìà áiëüøå

îäèíèöi, òî êiëüêiñòü ïàð
zjk
zik

áóäå ìåíøîþ íiæ n
2
. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî P (Z) ≤(

M
m

)n
2 . Iíøi âèïàäêè äîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî.
Ñòàöiîíàðíi ðÿäè. Ðÿä Z(a) íàçèâà¹òüñÿ ñòàöiîíàðíèì, ÿêùî z1 = z2 =

· · · = zn , m ≤ a ≤ M . Ñòàöiîíàðíi ðÿäè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ÿê ìîíîòîííî
çðîñòàþ÷i ïîñëiäîâíîñòi, òîìó ç îçíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó âèïëèâà¹, ùî P (Z(a)) =
= zn

z1
= a

a
= 1. Ñòàöiîíàðíi ðÿäè ìàþòü íàéìåíøèé ìîæëèâèé ïîòåíöiàë.

Òåîðåìà 2. Äëÿ äîâiëüíèõ n i A, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 1 ≤ A ≤
(
M
m

)n
2

iñíó¹ òàêèé äèíàìi÷íèé ðÿä ZA ∈ K(n), ùî P (ZA) = A.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç l òàêå íàéáiëüøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ùî A

(M
m )

l >

1. Ïiñëÿ âèêîíàííÿ î÷åâèäíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî,

A−
(
M

m

)l

<
M

m
,

Aml −M l

ml
=
Aml −M l

ml−1

m

<
M

m
, òîáòî

B =
Aml −M l

ml−1
< M.
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Øóêàíèé ðÿä áóäå ìàòè âèãëÿä ïðåäñòàâëåíèé íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1. Ñõåìàòè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ ñòàöiîíàðíîãî ðÿäó

Ç íàâåäåíîãî ðèñóíêó áà÷èìî, ùî 2l+ 2+ t = n, t = n− (2l+ 2). Ç ïîáóäîâè
âèïëèâà¹, ùî P (ZA) = A.

Òåîðåìà 2 äîâîäèòü, ùî ÿêùî çäàòè êëàñ K òðüîìà ÷èñëàìè M,m, n, òî
äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè (n0, A0), 1 ≤ n0 ≤ n, 1 ≤ A0 ≤

(
M
m

)nk
iñíó¹ äèíàìi÷íèé

ðÿä Z ∈ K(n) òàêèé, ùî P (Z) = A0. Ç iíøî¨ ñòîðîíè òåîðåìè ñòâåðäæóþòü, ùî
ïîòåíöiàëè âñiõ ðÿäiâ êëàñóK çíàõîäÿòüñÿ â çàøòðèõîâàíié îáëàñòi, çîáðàæåíié
íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2. Îáëàñòü ïîòåíöiàëiâ ñòàöiîíàðíèõ ðÿäiâ

Ñïèñîê âèêîðèñòàíî¨ ëiòåðàòóðè

1. Áåðçë¹â Î.Þ., Êîíäðóê Í.Å., Íiêîëåíêî Â.Â. Áàãàòîðiâíåâi àëãîðèòìè ïðîãíîçóâàí-
íÿ äèíàìi÷íèõ ðÿäiâ // Ïðàöi 4-î¨ ìiæíàðîäíî¨ øêîëè-ñåìiíàðó "Òåîðiÿ ïðèéíÿòòÿ ði-
øåíü"(Óæãîðîä, 29 âåð. � 4 æîâò. 2008 ð.). � Óæãîðîä: ÏÏ "Iíâàçîð 2008. � Ñ. 15.

2. Íiêîëåíêî Â.Â., Ñiêà Õ. Ì. Ïîòåíöiàëè äèíàìi÷íèõ ðÿäiâ òà åôåêòèâíiñòü áiðæåâèõ àëãî-
ðèòìiâ // Ïðàöi 7-î¨ ìiæíàðîäíî¨ øêîëè-ñåìiíàðó "Òåîðiÿ ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü"(Óæãîðîä,
29 âåð. � 4 æîâò. 2014 ð.). � Óæãîðîä: ÏÏ "Iíâàçîð 2014. � Ñ. 187.

3. Áåðçë¹â Î.Þ., Ìàëÿð Ì.Ì., Íiêîëåíêî Â.Â. Áàãàòîðiâíåâi àäàïòèâíi ìîäåëi â çàäà÷àõ
ïåðåäáà÷óâàííÿ // Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä. óí-òó, ñåð. Ìàòåìàòèêà i iíôîðìàòèêà. � 2009. �
Âèï. 19. � Ñ. 4�11.

4. Áåðçë¹â Î.Þ., Íiêîëåíêî Â.Â. Ïðîãíîçóâàííÿ ÷àñîâèõ ðÿäiâ ìåòîäîì çiñòàâëåííÿ çi
çðàçêîì // Óïðàâëiííÿ ðîçâèòêîì ñêëàäíèõ ñèñòåì. Êè¨âñüêèé íàö. óí-ò áóäiâíèöòâà i
àðõiòåêòóðè.� 2015. � Âèï. 22. � Ñ. 101�107.

Îäåðæàíî 07.08.2015

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2015, âèï. �2 (27)


