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ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ×ÈÑÅËÜÍÎ-ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÍÈÕ ÌÅÒÎÄIÂ
ÄÎ ÐÎÇÂ'ßÇÓÂÀÍÍß ÇÀÄÀ× ÊÅÐÓÂÀÍÍß ÇI ØÂÈÄÊÈÌÈ
ÒÀ ÏÎÂIËÜÍÈÌÈ ÇÌIÍÍÈÌÈ

Let‘s consider the controlled system described by differential equations with fast and slow variables.
We use the averaging method to solve it. It is necessary to take into account the effect of the fast
variables on the slow subsystem behavior. System is averaged along the solutions of the degenerate
problem or along the conditionally stable state of the fast subsystem. There are examples of
application for this numerical-asymptotic methods to the control problems solution. The results
are compared.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ êåðîâàíà ñèñòåìà, ÿêà îïèñó¹òüñÿ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè çi øâèäêè-
ìè òà ïîâiëüíèìè çìiííèìè. Äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçóâàííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòîä óñåðåäíåííÿ. Ïî-
òðiáíî âðàõîâóâàòè âïëèâ øâèäêèõ çìiííèõ íà ïîâåäiíêó ïîâiëüíî¨ ïiäñèñòåìè. Òîìó óñåðå-
äíåííÿ ïðîâîäèòüñÿ àáî âçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ âèðîäæåíî¨ çàäà÷i àáî âçäîâæ óìîâíî ñòiéêîãî
ñòàíó ñïîêîþ øâèäêî¨ ïiäñèñòåìè. Íàâîäÿòüñÿ ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ íàâåäåíèõ ÷èñåëüíî-
àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäiâ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ êåðóâàííÿ. Ïðîâîäèòüñÿ ïîðiâíÿííÿ îòðèìà-
íèõ ðåçóëüòàòiâ.

1. Âñòóï. Ïîáóäîâà çàêîíiâ êåðóâàííÿ ðiçíîìàíiòíèìè äèíàìi÷íèìè ñèñòåìàìè
òåõíi÷íîãî, åêîíîìi÷íîãî, ñîöiàëüíîãî õàðàêòåðó ïðåäñòàâëÿþòü çíà÷íèé iíòå-
ðåñ. Îñîáîâî ñëiä âiäçíà÷èòè äèíàìi÷íi ñèñòåìè, â ÿêèõ ïðèñóòíi ïðîöåñè, ùî
âiäáóâàþòüñÿ â ðiçíèõ ìàñøòàáàõ ÷àñó. Ôàçîâi çìiííi òàêèõ ñèñòåì ïîäiëÿþòüñÿ
íà øâèäêi òà ïîâiëüíi, ùî îáóìîâëþ¹ ñïåöèôiêó ïîâåäiíêè òàêèõ ñèñòåì. Áàãàòî
ðîáiò ïðèñâÿ÷åíî óñåðåäíåííþ ðiâíÿíü êåðîâàíîãî ðóõó, â ÿêèõ íàâîäÿòüñÿ àë-
ãîðèòìè âñòàíîâëåííÿ âiäïîâiäíîñòi ìiæ êåðóâàííÿìè óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i òà äà-
íî¨ çàäà÷i, ÿêi çàäàíî ó ñòàíäàðòíîìó âèäó [1], [3]. Àëå âàæëèâèì ¹ âðàõóâàííÿ
âïëèâó øâèäêî¨ ïiäñèñòåìè íà ïîâåäiíêó ïîâiëüíî¨ [2]. Ç îäíîãî áîêó öåé âïëèâ
ìîæíà âðàõîâóâàòè ÿê ðîçâ'ÿçîê âèðîäæåíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
äëÿ øâèäêèõ çìiííèõ [3]� [5], ç äðóãîãî � ÿê içîëüîâàíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè
àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêèé ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ óìîâíî ñòiéêèé ñòàí ñïîêîþ äëÿ
øâèäêî¨ ïiäñèñòåìè [6]� [10]. Öèêàâî ïîðiâíÿòè íàâåäåíi ÷èñåëüíî-àñèìïòîòè÷íi
ìåòîäè íà îòðèìàíèõ çà îäíàêîâèìè êåðóâàííÿìè ðîçâ'ÿçêàõ.

2. Óñåðåäíåííÿ âçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ âèðîäæåíî¨ çàäà÷i. (äèâ. [4], [5])
Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ êåðîâàíîãî ðóõó â ñèñòåìi çi øâèäêèìè
òà ïîâiëüíèìè çìiííèìè

ẋ = ε [f(t, x, y) + A(x)φ(t, u)] , x (0) = x0,
ẏ = g(t, x, y), y (0) = y0,

(1)

äå t ∈ [0, T ], T = Lε−1, L > 0, ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð, x ∈ Dx ⊂ Rn �
ïîâiëüíi çìiííi, y ∈ Dy ⊂ Rm � øâèäêi çìiííi, f (t, x, y), g (t, x, y), φ (t, u) �
çàäàíi âåêòîð-ôóíêöi¨, A (x) � çàäàíà ìàòðèöÿ n × s, u (t) ∈ U ⊂ comp (Rr) �
êåðóâàííÿ ç êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè â Rr.

Íåõàé ôóíêöi¨ f (t, x, y), g (t, x, y) � âèìiðíi çà çìiííîþ t, ôóíêöiÿ φ (t, u) �
âèìiðíà çà t, u, ôóíêöi¨ f (t, x, y), A (x), g (t, x, y) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ
çà çìiííèìè x òà y çi ñòàëîþ λ äëÿ äîâiëüíîãî t; ôóíêöi¨ f (t, x, y), A (x), φ (t, u)
� ðiâíîìiðíî îáìåæåíi êîíñòàíòîþ M .
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Îçíà÷åííÿ 1. Äîïóñòèìèìè êåðóâàííÿìè çàäà÷i (1) íàçâåìî âèìiðíi ôóí-
êöi¨ u = u (t) ç êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè U , äëÿ ÿêèõ çíàéäåòüñÿ ε0 > 0, ÿêå íå
çàëåæèòü âiä u (t), ùî äëÿ óñiõ ε ∈ (0, ε0] âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè x (t) ∈ Dx,
y (t) ∈ Dy çàäà÷i (1) âèçíà÷åíî ïðè t ∈ [0, T ].

Äëÿ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (1) ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíó âèðîäæåíó
çàäà÷ó ïðè ε = 0, ââàæàþ÷è x ïàðàìåòðîì:

ẋ = 0, x (0) = x0,
ẏ = g (t, x, y) , y (0) = y0.

(2)

Íåõàé iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê y = h (t, x, y0) âèðîäæåíî¨ çàäà÷i (2), âèçíà÷åíèé ïðè
t ≥ 0, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ çà çìiííîþ x.

Íåõàé ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x, y0, t0 âçäîâæ ðîçâ'ÿçêó âèðîäæåíî¨ çàäà÷i äëÿ
øâèäêèõ çìiííèõ iñíó¹ ãðàíèöÿ

f0 (x) = lim
∆→∞

1

∆

t0+∆∫
t0

f (s, x, h (s, x, y0))ds. (3)

Çàäà÷i (1) ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü óñåðåäíåíó çàäà÷ó

ż = ε [f0 (z) + A (z) v] , z (0) = x0, (4)

äå êåðóâàííÿ v îáèðà¹òüñÿ ç ìíîæèíè äîïóñòèìèõ êåðóâàíü V âèäó

V =
1

2π

t0+2π∫
t0

φ (s, U) ds, (5)

ÿêùî ôóíêöiÿ φ (t, u) ¹ 2π-ïåðiîäè÷íîþ òà âèäó

V = lim
∆→∞

1

∆

t0+∆∫
t0

φ (s, U)ds (6)

ó çàãàëüíîìó âèïàäêó.
Äëÿ ñïðîùåííÿ îá÷èñëåíü â óñåðåäíåíié çàäà÷i ïåðåéäåìî äî ïîâiëüíîãî ÷àñó

τ = εt, τ ∈ [0, L] òà îòðèìà¹ìî çàäà÷ó

d ẑ

dτ
= f0 (ẑ) + A (ẑ) · v̂, ẑ (0) = x0. (7)

Çàäà÷à (7) çíà÷íî ïðîñòiøà çà çàäà÷ó (1) òîìó, ùî âîíà àâòîíîìíà, à ïðî-
ìiæîê ÷àñó iíòåãðóâàííÿ ñèñòåìè ñêií÷åííèé. Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ìî-
æíà âèêîðèñòîâóâàòè äîâiëüíi ÷èñåëüíi ìåòîäè ùîäî ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü, îáèðàþ÷è øàã iíòåãðóâàííÿ ∆τ = ε · 2π ó ïåðiîäè÷íîìó âèïàäêó òà
∆τ = ε · ∆ =

√
ε ó çàãàëüíîìó âèïàäêó. Çíà÷åííÿ ∆ â çàãàëüíîìó âèïàäêó

ïîâèííî çàäîâîëüíÿòè âëàñòèâîñòÿì

lim
ε→0

∆(ε) = +∞, lim
ε→0

ε ·∆(ε) = 0.
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Íåõàé v̂ (τ) � äåÿêå äîïóñòèìå êåðóâàííÿ, à ẑ (τ) � âiäïîâiäíà äî íüîãî òðà-
¹êòîðiÿ çàäà÷i (7). Êåðóâàííþ v̂ (εt) ∈ V ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ñòóïií÷àñòå
ñåðåäí¹ êåðóâàííÿ ū (t) ∈ U , ùî îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëàìè

v̂i =
1

2π

2π(i+1)∫
2πi

v̂ (εt) dt,

ū (t) =

ūi (t) : 1

2π

2π(i+1)∫
2πi

φ (t, ūi (t)) dt = v̂i, i = 0, 1, ..., N − 1

 (8)

ó ïåðiîäè÷íîìó âèïàäêó òà çà ôîðìóëàìè

v̂i =
1

∆

ti+1∫
ti

v̂ (εt) dt,

ūi (t) :

∥∥∥∥∥∥v̂i − 1

∆

ti+1∫
ti

φ (t, ūi (t)) dt

∥∥∥∥∥∥ = min
u⊂U

∥∥∥∥∥∥v̂i − 1

∆

ti+1∫
ti

φ (t, u (t)) dt

∥∥∥∥∥∥ ,
ū (t) = {ūi (t) : ti ≤ t < ti+1, i = 0, 1, ..., N − 1} (9)

ó çàãàëüíîìó âèïàäêó.
Îòðèìàíå êåðóâàííÿ ū (t) ∈ U ìîæíà âçÿòè ó ÿêîñòi àñèìïòîòè÷íîãî êåðó-

âàííÿ çàäà÷i (1), íà îñíîâi ÿêîãî ìîæíà ïîáóäóâàòè âiäïîâiäíó òðà¹êòîðiþ x̄ (t),
ȳ (t) òàêó, ùî

∥x̄ (t)− ẑ (εt)∥ ≤ η. (10)

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ{
ẋ1 = ε [(y2 − y1)x2 + u sin (t+ x2)] , x1 (0) = x01,
ẋ2 = ε [e−ty2x1 + u cos (t+ x2)] , x2 (0) = x02,{
ẏ1 = y2 + 1, y1 (0) = 0,
ẏ2 = y1, y2 (0) = 0,

U = {u (t) : |u (t)| ≤ u0} .

Ïåðåòâîðèìî çàäà÷ó äî âèäó (1){
ẋ1 = ε [(y2 − y1)x2 + u cos t sinx2 + u sin t cos x2] , x1 (0) = x01,
ẋ2 = ε [e−ty2x1 + u cos t cos x2 − u sin t sinx2] , x2 (0) = x02,{

ẏ1 = y2 + 1, y1 (0) = 0,
ẏ2 = y1, y2 (0) = 0,

U = {u (t) : |u (t)| ≤ u0} .

äå

f (t, x, y) =

(
(y2 − y1) x2
e−ty2x1

)
, φ (t, u) =

(
u cos t
u sin t

)
, A (x) =

(
sin x2 cosx2
cos x2 − sinx2

)
.

Âèçíà÷èìî âèðîäæåíó çàäà÷ó{
ẋ1 = 0, x1 (0) = x01,
ẋ2 = 0, x2 (0) = x02,

{
ẏ1 = y2 + 1, y1 (0) = 0,
ẏ2 = y1, y2 (0) = 0
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òà çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê øâèäêî¨ ïiäñèñòåìè ç óðàõóâàííÿì ïî÷àòêîâèõ óìîâ{
y1 (t) = 0.5et − 0.5e−t,
y2 (t) = 0.5et + 0.5e−t − 1.

Ôóíêöi¨ ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ïîâiëüíî¨ ïiäñèñòåìè íà ðîçâ'ÿçêàõ âèðîäæåíî¨
çàäà÷i ìàþòü âèä

f (t, x, h (t, x)) =

(
(e−t − 1)x2
(0, 5e−2t − e−t + 0, 5)x1

)
,

ïiñëÿ óñåðåäíåííÿ ÿêèõ, îòðèìà¹ìî çàäà÷ó êåðóâàííÿ âèäó{
ż1 = ε [−z2 + v1 sin z2 + v2 cos z2] , z1 (0) = x01,
ż2 = ε [0, 5z1 + v1 cos z2 − v2 sin z2] , z2 (0) = x02.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ îïîðíî¨ ôóíêöi¨

(V, α) =
1

2π

2π∫
0

max
|u(t)|≤u0

(α1u cos t+ α2u sin t) dt =

=
u0
2π

4 |α1|

π
2∫

0

cos tdt+ 4 |α2|

π
2∫

0

sin tdt

 =
2u0
π

|α1|+
2u0
π

|α2| ,

ìíîæèíó äîïóñòèìèõ êåðóâàíü óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i îòðèìà¹ìî ó âèãëÿäi

V =

{
v (t) : |v1 (t)| ≤

2u0
π
, |v2 (t)| ≤

2u0
π

}
.

Ó ÿêîñòi äîïóñòèìèõ êåðóâàíü óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i âiçüìåìî ôóíêöi¨

v1 (t) = −1

3
sin

t

2
, v2 (t) = cos

t

2
,

ÿêi íàëåæàòü ìíîæèíi V = {v (t) : |v1 (t)| ≤ 1, |v2 (t)| ≤ 1}, ÿêùî u0 = π
2
.

Ïîáóäó¹ìî àñèìïòîòè÷íå êåðóâàííÿ çàäà÷i (1) çà ôîðìóëàìè (8). Òîìó äëÿ
t ∈ [2πi, 2π (i+ 1)) âèçíà÷èìî ôóíêöi¨

vi1 = − 1

2π

2π(i+1)∫
2πi

1

3
sin

t

2
dt = − 1

3π
cos

t

2

∣∣∣∣2π(i+1)

2πi

= − 2

3π
(−1)i ,

vi2 =
1

2π

2π(i+1)∫
2πi

cos
t

2
dt =

1

π
sin

t

2

∣∣∣∣2π(i+1)

2πi

= 0.

Àñèìïòîòè÷íå êåðóâàííÿ ū (t) çàäà÷i (1) áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi

ū (t) = cos (at+ b) ,
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òîäi

1

2π

2π(i+1)∫
2πi

φ1 (t, ū (t)) dt =
1

2π

2π(i+1)∫
2πi

ū (t) cos tdt =
1

2π

2π(i+1)∫
2πi

cos (at+ b) cos tdt =

= − a

π (1− a2)
· sin aπ · cos (2aπi+ aπ + b) ;

1

2π

2π(i+1)∫
2πi

φ2 (t, ū (t)) dt =
1

2π

2π(i+1)∫
2πi

ū (t) sin tdt =
1

2π

2π(i+1)∫
2πi

cos (at+ b) sin tdt =

=
1

π (1− a2)
· sin aπ · sin (2aπi+ aπ + b) .

Ïàðàìåòðè a i b çíàéäåìî, äîðiâíþþ÷è âiäïîâiäíi âèðàçè

− a

π (1− a2)
· sin aπ · cos (2aπi+ aπ + b) = − 2

3π
(−1)i ;

1

π (1− a2)
· sin aπ · sin (2aπi+ aπ + b) = 0.

Âðàõîâóþ÷è, ùî a ̸= 0, a ̸= −1, a ̸= 1 ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ îäåðæèìî

sin (2aπi+ aπ + b) = 0, 2aπi+ aπ + b = πk, k ∈ Z.

Îäíàê íà êîæíîìó i-îìó ïðîìiæêó ç ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ îáåðåìî îäíå, ÿêùî
k = i. Òîäi ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ cos (2aπi+ aπ + b) = cos πi = (−1)i îòðèìà¹ìî

åêâiâàëåíòíå äî íüîãî ðiâíÿííÿ sin aπ =
2(1−a2)

3a
, ÷èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî äà¹

çíà÷åííÿ a = 1
2
àáî a = −1

2
.

ßêùî a = 1
2
, òî b = −π

2
, à êåðóâàííÿ ū (t) = cos

(
t
2
− π

2

)
= sin t

2
.

ßêùî a = −1
2
, òî b = π

2
+ 2πi, à êåðóâàííÿ ū (t) = cos

(
− t

2
+ π

2
+ 2πi

)
= sin t

2
.

×èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), ïîðîäæåíèé àñèìïòîòè÷íèì êåðóâàííÿì
ū (t) = sin t

2
∈ U , çíàéäåìî ïðè x01 = 0.1, x02 = −0.1, L = 1 ç êðîêîì iíòåãðóâàííÿ

∆t = 0.01, ÷èñëî øàãiâ iíòåãðóâàííÿ � N . À ÷èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê óñåðåäíåíî¨
çàäà÷i, ïîðîäæåíèé êåðóâàííÿìè v1 (t) = −1

3
sin t

2
, v2 (t) = cos t

2
, çíàéäåìî ó

ïîâiëüíîìó ÷àñi ç øàãîì ∆τ = ε2π, ÷èñëî øàãiâ iíòåãðóâàííÿ � N0.
Ãðàôi÷íà iëþñòðàöiÿ îòðèìàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ íàâåäåíà íà ðèñóíêó 1.
Íà ðiçíèõ çíà÷åííÿõ ε îòðèìàíî îöiíêè áëèçüêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi íàâåäåíî

ó òàáëèöi 1, òà ÿêi ïiäòâåðäæóþòü ñïiââiäíîøåííÿ (10).
3. Óñåðåäíåííÿ âçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

(äèâ. [9], [10]) Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ, ùî îïèñó¹òüñÿ äèôå-
ðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè çi øâèäêèìè òà ïîâiëüíèìè çìiííèìè i êðàéîâèìè
óìîâàìè íà øâèäêi çìiííi

ẋ = ε [f(t, x, y) + A(x)φ(t, u)] , x (0) = x0, (11)

ẏ = g(x, y), R (y (0) , y (T )) = 0. (12)
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Ðèñ. 1. Ðîçâ'ÿçêè äàíî¨ òà óñåðåäíåíî¨ çàäà÷ ïðè ε = 0, 03 òà ε = 0, 01

Òàáëèöÿ 1.
Ðåçóëüòàòè ïîðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ òà óñåðåäíåíî¨ çàäà÷

ε N N0 max |x1 (t)− z1 (t)| max |x2 (t)− z2 (t)| max ∥x (t)− z (t)∥
0,05 2 000 3 0,0067 0,0090 0,0113
0,03 3 333 5 0,0034 0,0048 0,0109
0,01 10 000 15 0,0333 0,0181 0,0379
0,005 20 000 31 0,0504 0,0301 0,0587

Íà âiäìiíó âiä çàäà÷i (1) òóò øâèäêà ïiäñèñòåìà ¹ àâòîíîìíîþ. Íåõàé êðà-
éîâié çàäà÷i (12) âiäïîâiäà¹ óìîâíî ñòiéêèé ñòàí ñïîêîþ, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ
âèêîíàííÿì óìîâ, íàâåäåíèõ ó [8], [10].

Íåõàé ðiâíÿííÿ g (x (t) , y (t)) = 0 ìà¹ içîëüîâàíèé ðîçâ'ÿçîê y = y0 (t, x (t))
â äåÿêié îáìåæåíié çàìêíåíié ìíîæèíi ïðîñòîðó çìiííèõ, òà ôóíêöiÿ y0 (t, x)
¹ íåïåðåðâíîþ â öié îáëàñòi òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ çà çìiííîþ x çi
ñòàëîþ λ > 0.

Îçíà÷åííÿ 2. Êðàéîâà çàäà÷à äëÿ øâèäêèõ çìiííèõ (12) ìà¹ óìîâíî ñòié-
êèé ñòàí ñïîêîþ, ÿêùî âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi

∂g (x (t) , y0 (t, x (t)))

∂y0
, (13)

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

Reλi (t) < 0, i = 1,m1, m1 < m,
Reλi (t) > 0, i = m1 + 1,m, t ∈ [0, T ] ,

(14)

ñåðåä ÿêèõ íåìà¹ êðàòíèõ.
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Íåõàé ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x òà t0 âçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ
iñíó¹ ãðàíèöÿ

f0 (x) = lim
T0→∞

1

T0

t0+T0∫
t0

f (s, x, y0 (s, x))ds. (15)

Çàäà÷i (11), (12) ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü óñåðåäíåíó çàäà÷ó

ż = ε [f0 (z) + A (z) v] , z (0) = x0, (16)

â ÿêié ïåðåéäåìî äî ïîâiëüíîãî ÷àñó τ = εt, τ ∈ [0, L] òà îòðèìà¹ìî

d ẑ

dτ
= f0 (ẑ) + A (ẑ) · v̂, ẑ (0) = x0,

äå êåðóâàííÿ v îáèðà¹òüñÿ ç ìíîæèíè äîïóñòèìèõ êåðóâàíü V , ÿêå áóäó¹òüñÿ,
ÿê i ó ÷àñòèíi 2, çà ôîðìóëàìè (5), (6).

Îòðèìàíå çà ôîðìóëàìè (8) àáî (9) êåðóâàííÿ ū (t) ∈ U ìîæíà âçÿòè ó ÿêîñòi
àñèìïòîòè÷íîãî êåðóâàííÿ çàäà÷i (11), (12), íà îñíîâi ÿêîãî ìîæíà ïîáóäóâàòè
âiäïîâiäíó òðà¹êòîðiþ x̄ (t), ȳ (t) òàêó, ùî

∥x̄ (t)− ẑ (εt)∥ ≤ η. (17)

Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî òó æ ñàìó çàäà÷ó êåðóâàííÿ, ùî é â ïðèêëàäi 1{
ẋ1 = ε [(y2 − y1)x2 + u cos t sinx2 + u sin t cos x2] , x1 (0) = x01,
ẋ2 = ε [e−ty2x1 + u cos t cosx2 − u sin t sinx2] , x2 (0) = x02,{
ẏ1 = y2 + 1,
ẏ2 = y1,

R (y (0) , y (L/ε)) = 0, U = {u (t) : |u (t)| ≤ u0} .

Êðàéîâà çàäà÷à äëÿ øâèäêèõ çìiííèõ ìà¹ óìîâíî ñòiéíèé ñòàí ñïîêîþ òîìó,
ùî âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi (13) íå êðàòíi òà ìàþòü çíà÷åííÿ ðiçíèõ çíàêiâ
λ1 = −1, λ2 = 1. Çíàéäåìî içîëüîâàíèé ðîçâ'ÿçîê íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ{

y2 + 1 = 0,
y1 = 0,

,

{
y1 (t) = 0,
y2 (t) = −1,

,

íà ÿêîìó ïîâiëüíà ïiäñèñòåìà ïðèéìà¹ âèãëÿä{
˙̃x1 = ε [−x̃2 + u cos t sin x̃2 + u sin t cos x̃2] , x̃1 (0) = x01,
˙̃x2 = ε [−e−tx̃1 + u cos t cos x̃2 − u sin t sin x̃2] , x̃2 (0) = x02.

Ïiñëÿ óñåðåäíåííÿ îòðèìà¹ìî çàäà÷ó êåðóâàííÿ âèäó{
ż1 = ε [−z2 + v1 sin z2 + v2 cos z2] , z1 (0) = x01,
ż2 = ε [v1 cos z2 − v2 sin z2] , z2 (0) = x02.

Ìíîæèíó äîïóñòèìèõ êåðóâàíü òà âiäïîâiäíiñòü ìiæ êåðóâàííÿìè äàíî¨ òà
óñåðåäíåíî¨ çàäà÷ âñòàíîâèìî, ÿê i â ïðèêëàäi 1.

Ãðàôi÷íà iëþñòðàöiÿ îòðèìàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ íàâåäåíà íà ðèñóíêó 2.
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Ðèñ. 2. Ðîçâ'ÿçêè äàíî¨ òà óñåðåäíåíî¨ çàäà÷ ïðè ε = 0, 03 òà ε = 0, 01

Òàáëèöÿ 2.
Ðåçóëüòàòè ïîðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ òà óñåðåäíåíî¨ çàäà÷

ε N N0 max |x1 (t)− z1 (t)| max |x2 (t)− z2 (t)| max ∥x (t)− z (t)∥
0,05 2 000 3 0,0115 0,0135 0,0569
0,03 3 333 5 0,0192 0,0407 0,0590
0,01 10 000 15 0,0599 0,0477 0,0766
0,005 20 000 31 0,0799 0,0381 0,0885

Íà ðiçíèõ çíà÷åííÿõ ε îòðèìàíî îöiíêè áëèçüêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi íàâåäåíî
ó òàáëèöi 2, òà ÿêi ïiäòâåðäæóþòü ñïiââiäíîøåííÿ (17).

4. Âèñíîâêè. Ó ñòàòòi íàâîäÿòüñÿ äâà àëãîðèòìè âðàõóâàííÿ âïëèâó øâèä-
êèõ çìiííèõ íà ïîâåäiíêó ïîâiëüíî¨ ïiäñèñòåìè ïðè óñåðåäíåííi. Â îäíîìó âè-
ïàäêó óñåðåäíåííÿ ïðîâîäèòüñÿ âçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ âèðîäæåíî¨ çàäà÷i äëÿ øâèä-
êèõ çìiííèõ. Â äðóãîìó âèïàäêó óñåðåäíåííÿ ïðîâîäèòüñÿ âçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ
íåëiíiéíî¨ àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè, ÿêà âèçíà÷à¹ óìîâíî ñòiéêèé ñòàí ñïîêîþ äëÿ
øâèäêî¨ ïiäñèñòåìè. Ïðîâîäèòüñÿ ïîðiâíÿííÿ îáîõ ñõåì íà îäíîìó é òîìó æ
ïðèêëàäi. Ïðåäñòàâëåíå ãðàôi÷íå çîáðàæåííÿ òðà¹êòîðié òà çâåäåíi ó òàáëèöi
ðåçóëüòàòè ñâiä÷àòü ïðî òå, ùî íà îäíèõ i òèõ æå êåðóâàííÿõ, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ó
äàíié òà óñåðåäíåíié çàäà÷àõ, âiäïîâiäíi äî öiõ êåðóâàíü òðà¹êòîði¨ ¹ áëèçüêèìè.
Îäíàê, äðóãà ñõåìà óñåðåäíåííÿ ¹ ìåíüø òî÷íîþ. Îáðàííÿ ñõåìè óñåðåäíåííÿ
äëÿ êîíêðåòíî¨ çàäà÷i çàëåæèòü âiä òîãî, ùî ïðîñòiøå ðîçâ'ÿçóâàòè, âèðîäæåíó
ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ÷è àëãåðáà¨÷íó ñèñòåìó äëÿ øâèäêèõ çìií-
íèõ. Ïðåäñòàâëåíi ó òàáëèöÿõ ïîõèáêè ïîâ'ÿçàíi ç âåëè÷èíîþ îáðàíîãî øàãó
iíòåãðóâàííÿ òà ïðîìiæêîì ÷àñó, íà ÿêîìó ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çàäà÷à. Ïðè öüîìó
êiëüêiñòü âèêîíàíèõ îá÷èñëåíü äà¹ íàêîïè÷åííÿ ïîõèáêè, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî
ìîìåíòó ÷àñó. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïiäòâåðäæóþòü ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàííÿ
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ìåòîäó óñåðåäíåííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ êåðóâàííÿ çi øâèäêèìè òà ïîâiëü-
íèìè çìiííèìè.
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