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P -ÂÈÇÍÀ×ÀËÜÍI ÏÎËIÍÎÌÈ ÄËß ÍÅÑÅÐIÉÍÈÕ ×ÀÑÒÊÎÂÎ
ÂÏÎÐßÄÊÎÂÀÍÈÕ ÌÍÎÆÈÍ ØÈÐÈÍÈ 2

In this paper one describes P -de�ning polynomials of non-serial posets with respect to their
comparable elements.

Ó öié ðîáîòi îïèñàíî P -âèçíà÷àëüíi ïîëiíîìè íåñåðiéíèõ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí
âiäíîñíî ¨õ ïîðiâíÿëüíèõ åëåìåíòiâ.

Êâàäðàòè÷íi ôîðìè âèíèêàþòü ïðè ðîçãëÿäi áàãàòüîõ çàäà÷ òåîði¨ çîáðàæåíü.
Ó 1972 ð. Ï. Ãàáðiåëü [1] ââiâ öiëî÷èñëîâó êâàäðàòè÷íó ôîðìó äëÿ ñàãàéäàêiâ,
íàçâàâøè ¨¨ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ Òiòñà, i ïîêàçàâ, ùî ñàãàéäàê ìà¹ ñêií÷åí-
íå ÷èñëî êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü òîäi i ëèøå òîäi, êî-
ëè éîãî êâàäðàòè÷íà ôîðìà Òiòñà ¹ äîäàòíîþ. Öÿ ðîáîòà Ï. Ãàáðiåëÿ ñòàëà
ïî÷àòêîì íîâîãî íàïðÿìêó â òåîði¨ çîáðàæåíü, ÿêèé ïîâ'ÿçàíèé ç âèâ÷åííÿì
êâàäðàòè÷íèõ ôîðì äëÿ ðiçíèõ îá'¹êòiâ. Ó 1974 ð. Þ. À. Äðîçä [2] ïîêàçàâ, ùî
÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ìà¹ ñêií÷åííå ÷èñëî êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi
íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ¨¨ ôîðìà Òiòñà (ÿêà ââîäèòüñÿ
àíàëîãi÷íèì ÷èíîì) ¹ ñëàáî äîäàòíîþ (òîáòî äîäàòíîþ íà ìíîæèíi âåêòîðiâ ç
íåâiä'¹ìíèìè êîîðäèíàòàìè).

Â òåîði¨ çîáðàæåíü ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí âàæëèâó ðîëü âiäiãðà-
þòü íå ëèøå ñëàáî äîäàòíi, à é äîäàòíi ôîðìè Òiòñà (äèâ. [3]). Âñi ÷àñòêîâî âïî-
ðÿäêîâàíi ìíîæèíè ç äîäàòíîþ ôîðìîþ Òiòñà (ùî ¹ àíàëîãàìè ãðàôiâ Äèíêiíà)
îïèñàíî â ðîáîòi [4].

Ó öié ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ ðåáåðíî-ëîêàëüíi äåôîðìàöi¨ äîäàòíèõ êâàäðàòè÷-
íèõ ôîðì Òiòñà ñêií÷åííèõ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí. Iíøèé òèï ëî-
êàëüíèõ äåôîðìàöié (ââåäåíèõ â [5] i íàçâàíèõ â [6] ïîòî÷êîâî-ëîêàëüíèìè)
âèâ÷àâñÿ ðàíiøå (äèâ., îêðiì [5], ðîáîòè [7], [8]).

1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ. Íåõàé

f(z) = f(z1, . . . , zn) =
n∑

i=1

fiz
2
i +

∑
i<j

fijzizj (1)

� êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R. �¨ ðåáåðíî-ëîêàëüíîþ äåôîð-
ìàöi¹þ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íà ôîðìà âèãëÿäó

f (p,q)(z, t) =
n∑

i=1

fiz
2
i + tfpqzpzq +

∑
(i,j)̸=(p,q)

fijzizj, (2)

äå p i q (p < q) òàêi, ùî fpq ̸= 0, à t � ïàðàìåòð, ùî ïðîáiãà¹ ïîëå R.
Êâàäðàòè÷íà ôîðìà (2) íàçèâà¹òüñÿ òàêîæ ëîêàëüíîþ äåôîðìàöi¹þ êâàäðà-

òè÷íî¨ ôîðìè (1) âiäíîñíî zpzq.
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×èñëî a ∈ R íàçèâà¹òüñÿ P -ãðàíè÷íèì ÷èñëîì êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f(z) äëÿ
zpzq àáî (p, q)-èì P -ãðàíè÷íèì ÷èñëîì êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f(z), ÿêùî f(z, a)
íå ¹ äîäàòíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ i â êîæíîìó îêîëi ÷èñëà a iñíó¹ ÷èñëî c
òàêå, ùî f(z, c) ¹ äîäàòíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ.

Ó âèïàäêó, êîëè êâàäðàòè÷íà ôîðìà f(z) äîäàòíà, iñíó¹ äâà (p, q)-èõ
P -ãðàíè÷íèõ ÷èñëà. Ïîëiíîì ∆

(p,q)
f (t) = (t−b1)(t−b2), äå b1 i b2 � öi P -ãðàíè÷íi

÷èñëà, íàçèâà¹òüñÿ P -âèçíà÷àëüíèì ïîëiíîìîì êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f(z) äëÿ
zpzq àáî P -âèçíà÷àëüíèì (p, q)-ïîëiíîìîì êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f(z).

Óñi öi ïîíÿòòÿ ââåäåíî â ðîáîòi [6].

2. Íåñåðiéíi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè ç äîäàòíîþ ôîðìîþ
Òiòñà. Íåõàé S � ñêií÷åííà ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà (ùî íå ìiñòèòü
åëåìåíòà, ïîçíà÷åíîãî ñèìâîëîì 0). �¨ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ Òiòñà íàçèâà¹òüñÿ
öiëî÷èñëîâà êâàäðàòè÷íà ôîðìà, ÿêà çàäà¹òüñÿ íàñòóïíîþ ðiâíiñòþ:

qS(z) = z20 +
∑
i∈S

z2i +
∑

i<j,i,j∈S

zizj − z0
∑
i∈S

zi.

Â ïîäàëüøîìó íàì çíàäîáèòüñÿ ñïèñîê ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí øè-
ðèíè 2 ç äîäàòíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ Òiòñà ó âèïàäêó, êîëè öi ìíîæèíè
íåñåðiéíi (ìíîæèíà S íàçèâà¹òüñÿ ñåðiéíîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî N > |S| iñíó¹
÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà TN ïîðÿäêó N ç äîäàòíîþ ôîðìîþ Òiòñà, ÿêà
ìiñòèòü â ñîái ìíîæèíó S, i íåñåðiéíîþ â iíøîìó ðàçi). Çãiäíî [4] âñi òàêi ÷àñò-
êîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè âè÷åðïóþòüñÿ (ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó òà äó-
àëüíîñòi) ìíîæèíàìè, âêàçàíèìè â íàñòóïíié òàáëèöi.
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Çðîáèìî äåÿêi ïîÿñíåííÿ äî öi¹¨ òàáëèöi.
×àñòêîâî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó, ÿêà ðîçìiùåíà â òàáëèöi çà íîìåðîì i,

ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç Pi. �¨ åëåìåíòè íóìåðóþòüñÿ ÷èñëàìè 1, 2, . . . ni, äå ni = |Pi|,
à âiäíîøåííÿ ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ≼. Ïðè öüîìó òî÷êè ìíî-
æèíè Pi íóìåðóþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: ñïî÷àòêó íóìåðóþòüñÿ çíèçó ââåðõ
òî÷êè ëiâîãî âåðòèêàëüíîãî ëàíöþãà, à ïîòiì (òàêîæ çíèçó ââåðõ) ïðàâîãî.

ßêùî â òàáëèöi íàïèñàíî i = j′, òî öå îçíà÷à¹, ùî Pi ìîæíà îäåðæàòè ç Pj

çàìiíîþ ¹äèíî¨ ¨¨ ìàêñèìàëüíî¨ òî÷êè íà ¹äèíó ìiíiìàëüíó òî÷êó. Òå æ ñàìå
ñòîñó¹òüñÿ i âèïàäêó i = j′′ = (j′)′ (ïîòðiáíî ïîðiâíþâàòè Pi i Pj′).

Ìíîæèíó âñiõ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí iç ïðèâåäåíî¨ òàáëèöi ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç P, à ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí áåç íîìåðiâ i = j′ i i = j′′ �
÷åðåç P0.

3. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Íåõàé S � ñêií÷åííà ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíî-
æèíà (ùî íå ìiñòèòü åëåìåíòà, ïîçíà÷åíîãî ñèìâîëîì 0). �¨ êâàäðàòè÷íîþ ôîð-
ìîþ Òiòñà íàçèâà¹òüñÿ öiëî÷èñëîâà êâàäðàòè÷íà ôîðìà, ÿêà çàäà¹òüñÿ íàñòó-
ïíîþ ðiâíiñòþ:

qS(z) = z20 +
∑
i∈S

z2i +
∑

i<j,i,j∈S

zizj − z0
∑
i∈S

zi.

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó ïðî îïèñ P -âèçíà÷àëüíèõ ïîëiíîìiâ âèãëÿäó ∆
(p,q)
Q ,

p, q ∈ S (p < q), êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè Òiòñà Q = qS(z) äëÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâà-
íî¨ ìíîæèíè S øèðèíè 2 ó âèïàäêó, êîëè ¨¨ ôîðìà qS(z) äîäàòíà, à ñàìà âîíà
íåñåðiéíà. Âñi òàêi ìíîæèíè âêàçàíi ó âèùå ïðèâåäåíié òàáëèöi.

Îñêiëüêè êâàäðàòè÷íà ôîðìà Òiòñà ¹ öiëî÷èñëîâîþ, òî ¨¨ P -âèçíà÷àëüíi ïî-
ëiíîìè ìàþòü ðàöiîíàëüíi êîåôiöi¹íòè. Âiäïîâiäíèé öiëî÷èñëîâèé ïîëiíîì çi
âçà¹ìíî ïðîñòèìè êîåôiöi¹íòàìè (â ñóêóïíîñòi) i äîäàòíiì êîåôiöi¹íòîì ïðè
ñòàðøîìó ÷ëåíi (ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ iç P -âèçíà÷àëüíîãî ïîëiíîìà ìíîæåííÿì
éîãî íà äåÿêå öiëå ÷èñëî m) íàçèâà¹òüñÿ öiëî÷èñëîâèì P -âèçíà÷àëüíèì ïîëiíî-
ìîì; çàóâàæèìî, ùîm çàâæäè âiä'¹ìíå (âiäíîñíî âñiõ öèõ îçíà÷åíü i òâåðäæåíü
äèâ. [6]).

Ó âèïàäêó p, q ∈ S çàìiñòü �(öiëî÷èñëîâèé) P -âèçíà÷àëüíèé ïîëiíîì êâà-
äðàòè÷íî¨ ôîðìè Òiòñà qS(z) äëÿ zpzq� áóäåìî ãîâîðèòè �(öiëî÷èñëîâèé) P -âèç-
íà÷àëüíèé ïîëiíîì ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè S äëÿ p i q�. Âñi P -âèç-
íà÷àëüíi ïîëiíîìè ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè S áóäåìî çàïèñóâàòè ó âè-
ãëÿäi ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi ç íóëüîâèìè åëåìåíòàìè íà ãîëîâíié äiàãîíàëi, â
ÿêié íà ìiñöi (p, q) i (q, p) ñòî¨òü P -âèçíà÷àëüíèé ïîëiíîì äëÿ p i q, ÿêùî p < q,
i åëåìåíò 0, ÿêùî p i q íåïîðiâíÿëüíi. Òàêó ìàòðèöþ íàçèâàòèìåìî ìàòðèöåþ
P -âèçíà÷àëüíèõ ïîëiíîìiâ äëÿ S i ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç DP (S). Âiäïîâiäíó ié
ìàòðèöþ ç öiëî÷èñëîâèìè ïîëiíîìàìè áóäåìî íàçèâàòè öiëî÷èñëîâîþ ìàòðèöåþ
P -âèçíà÷àëüíèõ ïîëiíîìiâ äëÿ S i ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç ZDP (S).

Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ ìiæ ÷àñòêîâî âïîðÿäêî-
âàíèìè ìíîæèíàìè S i T , ÿêå çáåðiãà¹ ïîðiâíÿëüíiñòü åëåìåíòiâ, òî ìàòðèöi
DP (S) i DP (T ), à çíà÷èòü i ìàòðèöi ZDP (S) i ZDP (T ), îäíàêîâi ç òî÷íiñòþ
äî (îäíi¹¨ i òi¹¨) ïåðåñòàíîâêè ðÿäêiâ òà ñòîâïöiâ. Îñêiëüêè òàêå âiäîáðàæåííÿ
iñíó¹ äëÿ äóàëüíèõ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí, à òàêîæ äëÿ ïàð ìíîæèí
Pi, Pi′ i Pi, Pi′′ (äèâ. ï. 2), òî äëÿ îïèñó âñiõ P -âèçíà÷àëüíèõ ïîëiíîìiâ íåñå-
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ðiéíèõ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí ç äîäàòíîþ ôîðìîþ Òiòñà äîñòàòíüî
ðîçãëÿíóòè ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè iç P0 (òàêîæ äèâ. ï. 2).

Òåîðåìà 1. Öiëî÷èñëîâi ìàòðèöi P -âèçíà÷àëüíèõ ïîëiíîìiâ ZDP (Pi) äëÿ
÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí Pi ∈ P0 ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

1) 
0 0 0 5t2 − 4t− 4 5t2 − 4t− 4
0 0 5t2 − 12t+ 4 4t2 − 4t− 3 4t2 − 4t− 3
0 5t2 − 12t+ 4 0 4t2 − 4t− 3 4t2 − 4t− 3

5t2 − 4t− 4 4t2 − 4t− 3 4t2 − 4t− 3 0 5t2 − 12t+ 4
5t2 − 4t− 4 4t2 − 4t− 3 4t2 − 4t− 3 5t2 − 12t+ 4 0



3) 
0 5t2 − 4t− 4 0 5t2 − 4t− 4 5t2 − 4t− 4

5t2 − 4t− 4 0 0 0 0
0 0 0 4t2 − 4t− 3 4t2 − 4t− 3

5t2 − 4t− 4 0 4t2 − 4t− 3 0 5t2 − 12t+ 4
5t2 − 4t− 4 0 4t2 − 4t− 3 5t2 − 12t+ 4 0



4) 
0 5t2 − 12t+ 4 0 0 5t2 − 4t− 4

5t2 − 12t+ 4 0 0 0 5t2 − 4t− 4
0 0 0 5t2 − 12t+ 4 5t2 − 4t− 4
0 0 5t2 − 12t+ 4 0 5t2 − 4t− 4

5t2 − 4t− 4 5t2 − 4t− 4 5t2 − 4t− 4 5t2 − 4t− 4 0



5) 
0 5t2 − 8t 0 4t2 − 4t− 3 5t2 − 8t

5t2 − 8t 0 0 0 4t2 − 4t− 3
0 0 0 5t2 − 8t 4t2 − 4t− 3

4t2 − 4t− 3 0 5t2 − 8t 0 5t2 − 8t
5t2 − 8t 4t2 − 4t− 3 4t2 − 4t− 3 5t2 − 8t 0



6)


0 0 0 6t2 − 6t− 2 6t2 − 6t− 2 6t2 − 6t− 2
0 0 6t2 − 16t+ 8 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2
0 6t2 − 16t+ 8 0 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2

6t2 − 6t− 2 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2 0 4t2 − 10t+ 4 4t2 − 10t+ 4
6t2 − 6t− 2 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2 4t2 − 10t+ 4 0 4t2 − 10t+ 4
6t2 − 6t− 2 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2 4t2 − 10t+ 4 4t2 − 10t+ 4 0



8)


0 0 0 0 6t2 − 4t− 4 6t2 − 4t− 4
0 0 4t2 − 10t+ 4 4t2 − 10t+ 4 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2
0 4t2 − 10t+ 4 0 4t2 − 10t+ 4 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2
0 4t2 − 10t+ 4 4t2 − 10t+ 4 0 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2

6t2 − 4t− 4 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2 0 6t2 − 16t+ 8
6t2 − 4t− 4 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2 6t2 − 16t+ 8 0



10)


0 6t2 − 4t− 4 0 6t2 − 6t− 2 6t2 − 6t− 2 6t2 − 6t− 2

6t2 − 4t− 4 0 0 0 0 0
0 0 0 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2

6t2 − 6t− 2 0 4t2 − 4t− 2 0 4t2 − 10t+ 4 4t2 − 10t+ 4
6t2 − 6t− 2 0 4t2 − 4t− 2 4t2 − 10t+ 4 0 4t2 − 10t+ 4
6t2 − 6t− 2 0 4t2 − 4t− 2 4t2 − 10t+ 4 4t2 − 10t+ 4 0
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11)


0 6t2 − 6t− 2 0 0 6t2 − 4t− 4 6t2 − 4t− 4

6t2 − 6t− 2 0 0 0 0 0
0 0 0 4t2 − 10t+ 4 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2
0 0 4t2 − 10t+ 4 0 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2

6t2 − 4t− 4 0 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2 0 6t2 − 16t+ 8
6t2 − 4t− 4 0 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2 6t2 − 16t+ 8 0



12)


0 6t2 − 6t− 2 6t2 − 6t− 2 0 6t2 − 4t− 4 6t2 − 4t− 4

6t2 − 6t− 2 0 4t2 − 10t+ 4 0 0 0
6t2 − 6t− 2 4t2 − 10t+ 4 0 0 0 0

0 0 0 0 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2
6t2 − 4t− 4 0 0 4t2 − 4t− 2 0 6t2 − 16t+ 8
6t2 − 4t− 4 0 0 4t2 − 4t− 2 6t2 − 16t+ 8 0



13)


0 4t2 − 10t+ 4 4t2 − 10t+ 4 0 0 6t2 − 6t− 2

4t2 − 10t+ 4 0 4t2 − 10t+ 4 0 0 6t2 − 6t− 2
4t2 − 10t+ 4 4t2 − 10t+ 4 0 0 0 6t2 − 6t− 2

0 0 0 0 6t2 − 16t+ 8 6t2 − 4t− 4
0 0 0 6t2 − 16t+ 8 0 6t2 − 4t− 4

6t2 − 6t− 2 6t2 − 6t− 2 6t2 − 6t− 2 6t2 − 4t− 4 6t2 − 4t− 4 0



14)


0 6t2 − 12t+ 4 0 4t2 − 6t 4t2 − 6t 4t2 − 6t

6t2 − 12t+ 4 0 0 0 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2
0 0 0 6t2 − 12t+ 4 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2

4t2 − 6t 0 6t2 − 12t+ 4 0 4t2 − 6t 4t2 − 6t
4t2 − 6t 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2 4t2 − 6t 0 4t2 − 10t+ 4
4t2 − 6t 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2 4t2 − 6t 4t2 − 10t+ 4 0



16)


0 6t2 − 8t 0 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2 6t2 − 12t+ 4

6t2 − 8t 0 0 0 0 4t2 − 4t− 2
0 0 0 4t2 − 6t 4t2 − 6t 4t2 − 6t

4t2 − 4t− 2 0 4t2 − 6t 0 4t2 − 10t+ 4 4t2 − 6t
4t2 − 4t− 2 0 4t2 − 6t 4t2 − 10t+ 4 0 4t2 − 6t
6t2 − 12t+ 4 4t2 − 4t− 2 4t2 − 6t 4t2 − 6t 4t2 − 6t 0



18)


0 6t2 − 12t+ 4 0 0 4t2 − 4t− 2 6t2 − 8t

6t2 − 12t+ 4 0 0 0 0 4t2 − 4t− 2
0 0 0 4t2 − 10t+ 4 4t2 − 6t 4t2 − 4t− 2
0 0 4t2 − 10t+ 4 0 4t2 − 6t 4t2 − 4t− 2

4t2 − 4t− 2 0 4t2 − 6t 4t2 − 6t 0 6t2 − 12t+ 4
6t2 − 8t 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2 4t2 − 4t− 2 6t2 − 12t+ 4 0



20)


0 6t2 − 12t+ 4 4t2 − 4t− 2 0 4t2 − 4t− 2 6t2 − 8t

6t2 − 12t+ 4 0 4t2 − 6t 0 0 4t2 − 4t− 2
4t2 − 4t− 2 4t2 − 6t 0 0 0 0

0 0 0 0 4t2 − 6t 4t2 − 4t− 2
4t2 − 4t− 2 0 0 4t2 − 6t 0 6t2 − 12t+ 4
6t2 − 8t 4t2 − 4t− 2 0 4t2 − 4t− 2 6t2 − 12t+ 4 0
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21)



0 0 0 7t2 − 8t 7t2 − 8t 7t2 − 8t 7t2 − 8t
0 0 7t2 − 20t+ 12 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1
0 7t2 − 20t+ 12 0 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1

7t2 − 8t 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4
7t2 − 8t 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4
7t2 − 8t 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4
7t2 − 8t 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0



24)



0 0 0 0 0 7t2 − 4t− 4 7t2 − 4t− 4
0 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1
0 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1
0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1
0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1

7t2 − 4t− 4 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 0 7t2 − 20t+ 12
7t2 − 4t− 4 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 7t2 − 20t+ 12 0



26)



0 7t2 − 4t− 4 0 7t2 − 8t 7t2 − 8t 7t2 − 8t 7t2 − 8t
7t2 − 4t− 4 0 0 0 0 0 0

0 0 0 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1
7t2 − 8t 0 4t2 − 4t− 1 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4
7t2 − 8t 0 4t2 − 4t− 1 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4
7t2 − 8t 0 4t2 − 4t− 1 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4
7t2 − 8t 0 4t2 − 4t− 1 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0



27)



0 7t2 − 8t 0 0 0 7t2 − 4t− 4 7t2 − 4t− 4
7t2 − 8t 0 0 0 0 0 0

0 0 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1
0 0 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1
0 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1

7t2 − 4t− 4 0 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 0 7t2 − 20t+ 12
7t2 − 4t− 4 0 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 7t2 − 20t+ 12 0



28)



0 7t2 − 20t+ 12 0 0 0 0 7t2 − 4t− 4
7t2 − 20t+ 12 0 0 0 0 0 7t2 − 4t− 4

0 0 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 7t2 − 8t
0 0 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 7t2 − 8t
0 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4 7t2 − 8t
0 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0 7t2 − 8t

7t2 − 4t− 4 7t2 − 4t− 4 7t2 − 8t 7t2 − 8t 7t2 − 8t 7t2 − 8t 0



29)



0 7t2 − 8t 7t2 − 8t 0 0 7t2 − 4t− 4 7t2 − 4t− 4
7t2 − 8t 0 3t2 − 8t+ 4 0 0 0 0
7t2 − 8t 3t2 − 8t+ 4 0 0 0 0 0

0 0 0 0 3t2 − 8t+ 4 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1
0 0 0 3t2 − 8t+ 4 0 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1

7t2 − 4t− 4 0 0 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 0 7t2 − 20t+ 12
7t2 − 4t− 4 0 0 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 7t2 − 20t+ 12 0
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30)



0 7t2 − 20t+ 12 4t2 − 4t− 1 0 0 0 7t2 − 4t− 4
7t2 − 20t+ 12 0 4t2 − 4t− 1 0 0 0 7t2 − 4t− 4
4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 7t2 − 8t
0 0 0 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4 7t2 − 8t
0 0 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0 7t2 − 8t

7t2 − 4t− 4 7t2 − 4t− 4 0 7t2 − 8t 7t2 − 8t 7t2 − 8t 0



31)



0 7t2 − 16t+ 8 0 4t2 − 8t+ 3 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t
7t2 − 16t+ 8 0 0 0 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1

0 0 0 7t2 − 16t+ 8 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1
4t2 − 8t+ 3 0 7t2 − 16t+ 8 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t
3t2 − 4t 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 3t2 − 4t 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4
3t2 − 4t 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 3t2 − 4t 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4
3t2 − 4t 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 3t2 − 4t 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0



33)



0 7t2 − 12t+ 4 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t 4t2 − 8t+ 3 4t2 − 8t+ 3
7t2 − 12t+ 4 0 0 0 0 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1

0 0 0 4t2 − 8t+ 3 4t2 − 8t+ 3 3t2 − 4t 3t2 − 4t
3t2 − 4t 0 4t2 − 8t+ 3 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 4t 3t2 − 4t
3t2 − 4t 0 4t2 − 8t+ 3 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t

4t2 − 8t+ 3 4t2 − 4t− 1 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t 0 3t2 − 8t+ 4
4t2 − 8t+ 3 4t2 − 4t− 1 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 8t+ 4 0



36)



0 7t2 − 8t 0 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 7t2 − 16t+ 8
7t2 − 8t 0 0 0 0 0 4t2 − 4t− 1

0 0 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t 4t2 − 8t+ 3
4t2 − 4t− 1 0 3t2 − 4t 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 4t
4t2 − 4t− 1 0 3t2 − 4t 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 4t
4t2 − 4t− 1 0 3t2 − 4t 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 4t
7t2 − 16t+ 8 4t2 − 4t− 1 4t2 − 8t+ 3 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t 0



38)



0 7t2 − 12t+ 4 0 0 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 7t2 − 12t+ 4
7t2 − 12t+ 4 0 0 0 0 0 3t2 − 4t

0 0 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t
0 0 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t

4t2 − 4t− 1 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t 0 3t2 − 8t+ 4 4t2 − 8t+ 3
4t2 − 4t− 1 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 8t+ 4 0 4t2 − 8t+ 3
7t2 − 12t+ 4 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t 4t2 − 8t+ 3 4t2 − 8t+ 3 0



40)



0 7t2 − 16t+ 8 0 0 0 4t2 − 4t− 1 7t2 − 8t
7t2 − 16t+ 8 0 0 0 0 0 4t2 − 4t− 1

0 0 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 4t 4t2 − 4t− 1
0 0 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 4t 4t2 − 4t− 1
0 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 4t 4t2 − 4t− 1

4t2 − 4t− 1 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t 0 7t2 − 16t+ 8
7t2 − 8t 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 7t2 − 16t+ 8 0
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42)



0 7t2 − 12t+ 4 4t2 − 4t− 1 0 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 7t2 − 12t+ 4
7t2 − 12t+ 4 0 4t2 − 8t+ 3 0 0 0 3t2 − 4t
4t2 − 4t− 1 4t2 − 8t+ 3 0 0 0 0 0

0 0 0 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t
4t2 − 4t− 1 0 0 3t2 − 4t 0 3t2 − 8t+ 4 4t2 − 8t+ 3
4t2 − 4t− 1 0 0 3t2 − 4t 3t2 − 8t+ 4 0 4t2 − 8t+ 3
7t2 − 12t+ 4 3t2 − 4t 0 3t2 − 4t 4t2 − 8t+ 3 4t2 − 8t+ 3 0



43)



0 7t2 − 16t+ 8 4t2 − 4t− 1 0 0 4t2 − 4t− 1 7t2 − 8t
7t2 − 16t+ 8 0 3t2 − 4t 0 0 0 4t2 − 4t− 1
4t2 − 4t− 1 3t2 − 4t 0 0 0 0 0

0 0 0 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 4t 4t2 − 4t− 1
0 0 0 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 4t 4t2 − 4t− 1

4t2 − 4t− 1 0 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t 0 7t2 − 16t+ 8
7t2 − 8t 4t2 − 4t− 1 0 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 7t2 − 16t+ 8 0



44)



0 4t2 − 8t+ 3 4t2 − 8t+ 3 0 0 3t2 − 4t 7t2 − 12t+ 4
4t2 − 8t+ 3 0 3t2 − 8t+ 4 0 0 0 4t2 − 4t− 1
4t2 − 8t+ 3 3t2 − 8t+ 4 0 0 0 0 4t2 − 4t− 1

0 0 0 0 3t2 − 8t+ 4 4t2 − 8t+ 3 4t2 − 4t− 1
0 0 0 3t2 − 8t+ 4 0 4t2 − 8t+ 3 4t2 − 4t− 1

3t2 − 4t 0 0 4t2 − 8t+ 3 4t2 − 8t+ 3 0 7t2 − 12t+ 4
7t2 − 12t+ 4 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 7t2 − 12t+ 4 0



45)



0 4t2 − 8t+ 3 3t2 − 4t 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t 4t2 − 8t+ 3
4t2 − 8t+ 3 0 4t2 − 8t+ 3 0 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t
3t2 − 4t 4t2 − 8t+ 3 0 0 0 0 3t2 − 4t

0 0 0 0 4t2 − 8t+ 3 3t2 − 4t 3t2 − 4t
3t2 − 4t 0 0 4t2 − 8t+ 3 0 4t2 − 8t+ 3 3t2 − 4t
3t2 − 4t 3t2 − 4t 0 3t2 − 4t 4t2 − 8t+ 3 0 4t2 − 8t+ 3

4t2 − 8t+ 3 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t 4t2 − 8t+ 3 0



Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Óêàæåìî ñõåìó äîâåäåííÿ òåîðåìè.
Íåõàé Pi ∈ P0 i n = |Pi|. Ïîìíîæåíà íà 2 ìàòðèöÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè

q
(p,q)
Pi

(z, t) � öå ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ ðîçìiðó (n+ 1)× (n+ 1) âèãëÿäó

M
(p,q)
i (t) =



2 −1 −1 . . . −1 −1
−1 2 ∗ . . . ∗ ∗
−1 ∗ 2 . . . ∗ ∗
...

...
...

. . .
...

...
−1 ∗ ∗ . . . 2 ∗
−1 ∗ ∗ . . . ∗ 2


(ïåðøèé ðÿäîê i ñòîâïåöü âiäïîâiäàþòü çìiííié z0, òîáòî ìàþòü íîìåð 0); òóò
íà ìiñöÿõ (p, q) i (q, p) ñòî¨òü ïàðàìåòð t, à íà ðåøòi ìiñöü (s, k), s ̸= k, s, k ̸= 0,
ñòî¨òü 1 àáî 0 â çàëåæíîñòi âiä òîãî, ïîðiâíÿëüíi s i k ÷è íi. Îñêiëüêè Pi �
÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ç äîäàòíîþ ôîðìîþ Òiòñà, òî çà êðèòåði¹ì
Ñiëüâåñòðà âñi ñèìåòðè÷íi ìiíîðè ìàòðèöi M (p,q)

i (1) (òîáòî ¨¨ ãîëîâíi ìiíîðè,
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à òàêîæ ãîëîâíi ìiíîðè áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi, ÿêà îòðèìàíà ç ìàòðèöi M (p,q)
i (1)

îäíàêîâîþ ïåðåñòàíîâêîþ ðÿäêiâ òà ñòîâïöiâ) ¹ äîäàòíèìè. Ïåðåñòàâèìî (îäíà-
êîâèì ÷èíîì) ðÿäêè i ñòîïöi ìàòðèöi M (p,q)

i (t) òàê, ùîá p-èé i q-èé ðÿäêè ñòàëè
âiäïîâiäíî n-èì i n+1-èì (à çíà÷èòü àíàëîãi÷íà óìîâà áóäå âèêîíóâàòèñÿ i äëÿ
ñòîâïöiâ). Òîäi âñi ãîëîâíi ìiíîðè íîâî¨ ìàòðèöi, íå ðàõóþ÷è ìiíîðà (íàéáiëü-
øîãî) ïîðÿäêó n + 1, áóäóòü äîäàòíèìè. Çíà÷èòü (çíîâó çà êðèòåði¹ì Ñiëüâå-
ñòðà) P -âèçíà÷àëüíèé ïîëiíîì (÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè Pi) äëÿ p i q
äîðiâíþ¹, ç òî÷íiñòþ äî ïîñòiéíîãî ìíîæíèêà (ÿêèé ¹ âiä'¹ìíèì), âèçíà÷íèêó
ìàòðèöi M (p,q)

i (t) (áiëüø äåòàëüíî äèâ. â [6]).
Äëÿ áåçïîñåðåäíüîãî îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ âiäïîâiäíà

êîìïþòåðíà ïðîãðàìà.
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