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ÃÎÌÎÌÎÐÔIÇÌÈ Ç ÓÌÎÂÎÞ (*) ÏIÄÃÐÓÏ ÃÐÓÏÈ GL (n,R) ,
n ≥ 4, Â ßÊÈÕ E (n,R) � ÍÎÐÌÀËÜÍÎÞ ÏIÄÃÐÓÏÎÞ

Â ðàáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ãîìîìîðôiçìè ç óìîâîþ (*) ïiäãðóï E (n,R)▹G ⊆ GL (n,R) , n ≥ 4 íàä
äîâiëüíèìè àñîöiàòèâíèìè êiëüöÿìè R ç 1. Ïîêàçàíî, ùî âîíè ìàþòü ðîçøèðåíå ñòàíäàðòíå
îïèñàííÿ, à â îêðåìèõ âèïàäêàõ ñòàíäàðòíå îïèñàííÿ.

The article deals with the homomorphisms on codition (*) of subgroups, E (n,R)▹G ⊆ GL (n,R) ,
n ≥ 4 above arbitrary rings R with 1. It is shown that they have extended standart description
and standart description in special cases.

Äiÿ ãîìîìîðôiçìiâ ç óìîâîþ (*) ãðóïè E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) , n ≥ 4 íàä äî-
âiëüíèìè àñîöiàòèâíèìè êiëüöÿìè R ç 1 íà ïiäãðóïi E (n,R) âèâ÷åíà àâòîðàìè
â [1,2]. Âèÿâèëîñÿ, ùî âîíà ¹ ñòàíäàðòíîþ. Òîìó âèíèêà¹ ïðèðîäíå çàïèòàíííÿ
ïðî äiþ òàêèõ ãîìîìîðôiçìiâ íà âñié ãðóïi G. Äëÿ âiäïîâiäi íà öå çàïèòàí-
íÿ ïîòðiáíi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè ãðóïè G i åëåìåíòàìè ¨¨ ïiäãðóïè
E (n,R) . Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó öÿ çàäà÷à ïîâíiñòþ íå âèðiøåíà, õî÷à iñíó¹ áà-
ãàòî îêðåìèõ âèïàäêiâ äëÿ ÿêèõ öå ìîæëèâî çðîáèòè. Âiäçíà÷èìî, ùî ó âñiõ öèõ
âèïàäêàõ ó òié àáî iíøié ôîðìi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ óìîâà, ùî ïiäãðóïà E (n,R)
¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

Ó äàíié ðîáîòi îïèñóþòüñÿ ãîìîìîðôiçìè ç óìîâîþ (*) ãðóïè E (n,R) ▹G ⊆
GL (n,R) , n ≥ 4 íàä àñîöiàòèâíèìè êiëüöÿìè R ç 1. Ïîêàçàíî, ùî âîíè ìàþòü
ðîçøèðåíå ñòàíäàðòíå îïèñàííÿ, à â îêðåìèõ âèïàäêàõ ñòàíäàðòíå îïèñàííÿ.

1. Ñòàíäàðòíi ãîìîìîðôiçìè. Ðîçãëÿíåìî ãîìîìîðôiçìè, ÿêi ïðèéíÿòî
íàçèâàòè ñòàíäàðòíèìè. Îêðåìi ç íèõ ¹ içîìîðôiçìàìè. Òàêèìè ¹ âíóòðiøíi
içîìîðôiçìè.

Íåõàé V i W � ëiâi K-ìîäóëi, g : W → V içîìîðôiçì K-ìîäóëiâ, V = gW.
Içîìîðôiçì g iíäóêó¹ âíóòðiøíié içîìîðôiçì

ig : GL (W ) → GL (V )
çà ïðàâèëîì ig (x) = gxg−1, äå x � äîâiëüíèé åëåìåíò ãðóïè GL (W ) .

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî içîìîðôiçì g iíäóêó¹ içîìîðôiçì
g−1 : V → W, ig−1 : GL (V ) → GL (W )

i ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi igig−1 = 1, ig−1ig = 1 , ig−1 = (ig)
−1 .

Íåõàé R � àñîöiàòèâíå êiëüöå ç 1, δ i ν � äåÿêi êiëüöåâèé i àíòèêiëüöåâèé
ãîìîìîðôiçìè êiëüöÿ R â àñîöiàòèâíå êiëüöå K ç 1 âiäïîâiäíî, å � öåíòðàëüíèé
iäåìïîòåíò êiëüöÿ K.

Ãîìîìîðôiçì δ i àíòèãîìîìîðôiçì ν êiëüöÿ R â êiëüöå K iíäóêóþòü ãîìî-
ìîðôiçì δ : Rn → Kn i àíòèãîìîìîðôiçì ν : Rn → Kn êiëüöÿ ìàòðèöü Rn ó
êiëüöå ìàòðèöü Kn çà ïðàâèëîì

δ (xij) = (δxij) , ν (xij) = (νxji) = ò(νxij)
äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi x = (xij) êiëüöÿ Rn , äå ò � îçíà÷à¹ êëàñè÷íå òðàíñïî-
íóâàííÿ.

Öiëêîì î÷åâèäíî, ùî çâóæåííÿ ãîìîìîðôiçìiâ δ i ν ¹ âiäïîâiäíî ãîìîìîð-
ôiçìîì i àíòèãîìîìîðôiçìîì ãðóïè GL (n,R) â ãðóïó GL (n,K) .
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Íåâàæêî áà÷èòè, ùî äîâiëüíèé àíòèãîìîìîðôiçì Λ ãðóïè G iíäóêó¹ ãðóïî-
âèé ãîìîìîðôiçì Λ′ ãðóïè G, ÿêùî âèçíà÷èòè éîãî çà ïðàâèëîì

Λ′ (g) = Λ (g)−1

äëÿ âñiõ g ç G.
Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ãîìîìîðôiçì δ i àíòèãîìîìîðôiçì ν êiëüöÿ

R ó äåÿêå êiëüöå K ç 1 iíäóêóþòü ãîìîìîðôiçì Λe : GL (n,R) → GL (n,K) çà
ïðàâèëîì

Λex = δ (x) e+ ν (x)−1 (1− e) ,

äå x � äîâiëüíà ìàòðèöÿ ãðóïè GL (n,R) , à e � öåíòðàëüíèé iäåìïîòåíò êiëüöÿ
K.

Î÷åâèäíî, ùî ãîìîìîðôiçì Λe iíäóêó¹ ãîìîìîðôiçì, ÿêèé òàêîæ ïðèéíÿòî
ïîçíà÷àòè ÷åðåç Λe, ãðóïè GL (n,R) â ãðóïó diag (GL (n,K) , 1) çà ïðàâèëîì

Λex = diag (Λex, 1) = δ (x) e+ ν (x)−1 (1− e) + e1 ,
äå x � äîâiëüíà ìàòðèöÿ ãðóïè GL (n,R) , e i e1 � îðòîãîíàëüíi iäåìïîòåíòè.

Çîêðåìà, äiÿ ãîìîìîðôiçìó Λe íà åëåìåíòàðíèõ òðàíñâåêöiÿõ tij (r) = 1+reij,
1 ≤ i ̸= j ≤ n, r ∈ R âèçíà÷à¹òüñÿ çà ïðàâèëîì

Λetij (r) = tij (δr) e+ tji (−νr) (1− e) + e1 ,
äå eij - ñòàíäàðòíà ìàòðè÷íà îäèíèöÿ, òîáòî ìàòðèöÿ â ÿêî¨ íà ìiñöi (i, j) ñòî¨òü
1, à íà iíøèõ ìiñöÿõ íóëi.

Ãîìîìîðôiçì Λe ïðèéíÿòî íàçèâàòè êîíòðàãðàäi¹íòíî-êiëüöåâèì ãîìîìîð-
ôiçìîì.

Íàñïðàâäi δ : Rn → Kn , äå δ : R → K � ãîìîìîðôiçì êiëåöü, ïðèéíÿòî
íàçèâàòè êiëüöåâèì ãîìîìîðôiçìîì. Âií îòðèìó¹òüñÿ çàìiíîþ â Rn êiëüöÿ R
íà êiëüöå K çà äîïîìîãîþ δ .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç K0 � êiëüöå, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ êiëüöÿ K, íà
ÿêîìó çàäàíà îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ ÿê ó êiëüöi K i ìíîæåííÿ k1 ◦ k2 = k2k1 äëÿ
äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ k1 i k2 êiëüöÿ K.

Êiëüöå K0 íàçèâà¹òüñÿ îïîçèòîì êiëüöÿ K. Çðîçóìiëî, ùî âiäîáðàæåííÿ
ν0 : K → K0 çà ïðàâèëîì ν0 (k) = k ¹ àíòèiçîìîðôiçìîì êiëåöü K i K0 , ν20 = 1.
Àíòèiçîìîðôiçì ν0 ïðèéíÿòî íàçèâàòè åëåìåíòàðíèì àíòèiçîìîðôiçìîì. Íå-
âàæêî áà÷èòè, ùî äîâiëüíèé àíòèiçîìîðôiçì ν = ν0 (ν0ν) ¹ äîáóòêîì êiëüöåâîãî
ãîìîìîðôiçìà ν0ν i åëåìåíòàðíîãî àíòèiçîìîðôiçìà ν0 .

Âiäìiòèìî, ùî êiëüöåâèé ãîìîìîðôiçì δ : R → K iíäóêó¹ êiëüöåâèé ãîìî-
ìîðôiçì δ : R → Ke , äå å � öåíòðàëüíèé iäåìïîòåíò êiëüöÿ K, ÿêèé òàêîæ
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç δ . Àíàëîãi÷íî êiëüöåâi àíòèãîìîìîðôiçìè ν : R → K,
ν0 : K → K0 iíäóêóþòü êiëüöåâi àíòèãîìîìîðôiçìè ν : R → K (1− e) , ν0 : K →
K0 (1− e) , ÿêi òàêîæ áóäåìî ïîçíà÷àòè v i v0 âiäïîâiäíî.

Ó öèõ ïîçíà÷åííÿõ ñóìà δ+ν0ν êiëüöåâèõ ãîìîìîðôiçìiâ δ i ν0ν ¹ êiëüöåâèì
ãîìîìîðôiçìîì i ¨¨ ìîæíà ïîçíà÷èòè ÷åðåç δ . Ãîìîìîðôiçì Λe â òàêîìó ðàçi
äi¹ çà ïðàâèëîì

Λex = δ (x) e+ ν0
(
δ (x)

)−1
(1− e) + e1 ,

äå x � äîâiëüíà ìàòðèöÿ ãðóïè GL (n,R) , à e i e1 � îðòîãîíàëüíi iäåìïîòåíòè,
δ : R → K - êiëüöåâèé ãîìîìîðôiçì. Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî ãîìîìîðôiçì
Λe âèçíà÷åíèé ñàìå â òàêèé ñïîñiá.

Çîêðåìà,
Λetij (r) = tij (δr) e+ tji (−ν0δr) (1− e) + e1 ,
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äå r - äîâiëüíèé åëåìåíò êiëüöÿ R, à e i e1 - îðòîãîíàëüíi iäåìïîòåíòè.
Àíòèiçîìîðôiçì ν0 : K → K0 iíäóêó¹ àíòèiçîìîðôiçì ν0 : Kn → (K0)n i,

ÿê íàñëiäîê, àíòèiçîìîðôiçì ν0 ãðóï GL (n,K) i GL (n,K0) . Îñòàííié ïðèéíÿ-
òî íàçèâàòè åëåìåíòàðíî-êîíòðàãðàäi¹íòíèì. Âií óòâîðþ¹òüñÿ iç íåòîòîæíüîãî
(¹äèíîãî) àâòîìîðôiçìà ãðàôà òèïó An , ùî çáåðiãà¹ êóòè, òîáòî ÿêèé ïàðó (i, j)
âiäîáðàæà¹ ó ïàðó (j, i) .

Àíàëîãi÷íî êiëüöåâèé ãîìîìîðôiçì óòâîðþ¹òüñÿ, ç òî÷íiñòþ äî êiëüöåâîãî
ãîìîìîðôiçìà, ç òîòîæíüîãî âiäîáðàæåííÿ K → K i òîòîæíüîãî àâòîìîðôiçìà
ãðàôà òèïó An , ùî çáåðiãà¹ êóòè ãðàôà.

Òàêèì ÷èíîì, ç òî÷íiñòþ äî âíóòðiøíüîãî içîìîðôiçìà i êiëüöåâîãî ãîìî-
ìîðôiçìà, ïiä ñòàíäàðòíèìè íåîäèíè÷íèìè ãîìîìîðôiçìàìè àëãåáðà¨÷íî¨ ãðó-
ïè, ÿêà ïîâ'ÿçàíà iç ãðàôîì òèïó An , ñëiä ðîçóìiòè ïîâ'ÿçàíi ç iäåìïîòåíòàìè
e i 1 − e ãîìîìîðôiçìè (òîòîæíèé i êîíòðàãðàäi¹íòíèé), ÿêi iíäóêîâàíi àâòî-
ìîðôiçìàìè ãðàôà, ùî çáåðiãàþòü éîãî êóòè.

Ó áiëüø çàãàëüíié ñèòóàöi¨ ðîçóìíî ââàæàòè ñòàíäàðòíèìè òi íåîäèíè÷íi ãî-
ìîìîðôiçìè àëãåáðà¨÷íî¨ ãðóïè, ÿêi, ç òî÷íiñòþ äî âíóòðiøíüîãî içîìîðôiçìà
i êiëüöåâîãî ãîìîìîðôiçìà, ïðè âiäïîâiäíèõ iäåìïîòåíòàõ ïîâíî¨ ñèñòåìè öåí-
òðàëüíèõ îðòîãîíàëüíèõ iäåìïîòåíòiâ óòâîðþþòü ãîìîìîðôiçìè àëãåáðà¨÷íî¨
ãðóïè, ïîðîäæåíi àâòîìîðôiçìàìè ãðàôà, ùî çáåðiãàþòü éîãî êóòè.

Íàãàäà¹ìî, ùî ñèñòåìó öåíòðàëüíèõ îðòîãîíàëüíèõ iäåìïîòåíòiâ êiëüöÿ ïðèé-
íÿòî íàçèâàòè ïîâíîþ, ÿêùî ¨õ ñóìà äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

Òàêi ãîìîìîðôiçìè ìîæíà íàçèâàòè ñòàíäàðòíèìè íàâiòü íàä äîâiëüíèìè
àñîöiàòèâíèìè êiëüöÿìè ç îäèíèöÿìè. Ó áiëüø øèðîêîìó ðîçóìiííi ïîíÿòòÿ
ñòàíäàðòíîñòi ãîìîìîðôiçìó çàïðîïîíóâàâÆ.Òiòñ [3]. Ïîäiáíèì ÷èíîì âëàøòî-
âàíi ãîìîìîðôiçìè ãðóï Øåâàëëü¹ íàä êîìóòàòèâíèìè êiëüöÿìè ç 1. Íàéáiëüø
iñòîòíi ðåçóëüòàòè â öüîìó íàïðÿìêó îòðèìàíi Ð.Ñòåéíáåðãîì [4], Äæ.�.Õàìôði
[5], �.Àáå [6], Î.I.Áóíiíîþ [7].

2. Çàãàëüíà ñõåìà îïèñàííÿ ãîìîìîðôiçìiâ. Îïèñàííÿ ãîìîìîðôiçìiâ
Λ : G→ GL (W ) , E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) âiäáóâà¹òüñÿ çà òàêîþ ñõåìîþ:

1) âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçêëàä ìîäóëÿ W ó ïðÿìó ñóìó n içîìîðôíèõ ìiæ ñîáîþ
ïiäìîäóëiâ, ÿêi içîìîðôíi ìîäóëþ L i äåÿêîãî ïiäìîäóëÿ ìîäóëÿ W, ÿêèé içî-
ìîðôíèé ìîäóëþP.

2) áóäó¹òüñÿ ìîäóëü V = L ⊕ · · · ⊕ L ⊕ P , äå L áåðåòüñÿ n ðàç i áóäó¹òüñÿ
âiäïîâiäíèé içîìîðôiçì g : W → V , V = gW .

3) ðîçãëÿäàþòüñÿ ãîìîìîðôiçìè ig : GL (W ) → GL (V ) , Λe : GL (n,R) →
GL (V ) , Λ0 = ig−1Λe : GL (n,R) → GL (V ) → GL (W ) .

4) äîâîäèòüñÿ, ùî ãîìîìîðôiçì igΛ âiäîáðàæà¹ ãðóïó E (n,R) â ãðóïó diag
(GL (n,EndL) , 1) i Λ = Λ0 íà ãðóïi E (n,R) âiäíîñíî êiëüöåâîãî ãîìîìîðôiçìà
δ : R → EndL i öåíòðàëüíîãî iäåìïîòåíòà e êiëüöÿ EndL .

5) âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè h ∈ G i åëåìåíòàìè
ãðóïè E (n,R) âèçíà÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi âiäîáðàæåííÿ γ : G → GL (W ) , ÿêå
çàäà¹òüñÿ çà ïðàâèëîì γ (h) = Λ0 (h)

−1 Λ (h) , äå h ∈ G .
Âiäïîâiäíî äî ïóíêòiâ 1-4 âèùåîïèñàíî¨ ñõåìè àâòîðàìè äàíî¨ ñòàòòi îïèñàíi

ãîìîìîðôiçìè Λ : G→ GL (W ) ç óìîâîþ (*), äå E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) , n ≥ 4
íàä àñîöiàòèâíèìè êiëüöÿìè R i K ç îäèíèöÿìè.

3. Âèçíà÷åííÿ i ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè. Áóäåìî êàçàòè, ùî ãîìîìîðôiçì
Λ : G→ GL (W ) , E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R)
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íàä äîâiëüíèì àñîöiàòèâíèì êiëüöåì R ç 1 ìà¹ ðîçøèðåíå ñòàíäàðòíå îïèñàííÿ,
ÿêùî iñíó¹ ãîìîìîðôiçì γ ãðóïè G ó ãðóïó GL (W ) òàêèé, ùî

Λ (h) = Λ0 (h) γ (h)

äëÿ âñiõ h ∈ G i åëåìåíòè ãðóï Λ0 (G) i γ (G) ìiæ ñîáîþ ïîïàðíî êîìóòóþòü.
ßêùî â ðîçøèðåíîìó ñòàíäàðòíîìó îïèñàííi γ (G) � êîìóòàòèâíà ãðóïà,

òî êàæóòü, ùî Λ ìà¹ ñòàíäàðòíå îïèñàííÿ. Ïiäêðåñëèìî, ùî ïðè ñòàíäàðòíîìó
îïèñàííi åëåìåíòè ãðóï Λ (G) i γ (G) ïîïàðíî êîìóòóþòü, ó òîé ÷àñ ÿê ïðè
ðîçøèðåíîìó ñòàíäàðòíîìó îïèñàííi öüîãî íå âèìàãà¹òüñÿ.

Âiäçíà÷èìî, ùî âíóòðiøíié içîìîðôiçì íàäiëÿ¹ ãðóïó GL (W ) ñòðóêòóðîþ
ïîâíî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïè, à Λe çà äîïîìîãîþ êiëüöåâîãî ãîìîìîðôiçìó âiäîáðàæà¹
ãðóïóGL (n,R) â öþ ãðóïó. Ìíîæåííÿ íà γ (h) â äåÿêèõ âèïàäêàõ ïîðîäæó¹òüñÿ
ãîìîòåòi¹þ x→ xγ (x) , äå γ � ãîìîìîðôiçì ãðóïè â öåíòð ¨¨ ðîçøèðåííÿ, à x�
äîâiëüíèé åëåìåíò öi¹¨ ãðóïè.

Ñêàæåìî, ùî ãîìîìîðôiçì Λ : G→ GL (W ) , E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó (*), ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî íiëüïîòåíòíîãî åëåìåíòà
m ∈ EndW , m2 = 0 iñíóþòü îáîðîòíi â K íàòóðàëüíi ÷èñëà s1, s2 i A ∈ G
òàêi, ùî ΛA = 1 + s1m i ç ðiâíîñòi ΛAΛB = ΛBΛA , B ∈ G âèïëèâà¹, ùî
As2B = BAs2 . Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî ó âèçíà÷åííi ãîìîìîðôiçìà ç óìîâîþ (*)
íåíóëüîâèé åëåìåíò m ∈ EndW iñíó¹.

Çîêðåìà, óìîâó (*) çàäîâîëüíÿ¹ äîâiëüíèé içîìîðôiçì ãðóïè G íà ãðóïó
GL (W ) . Äëÿ öüîãî äîñèòü ïîêëàñòè s1 = s2 = 1 i ñêîðèñòàòèñÿ òèì, ùî 1+m ∈
GL (W ) .

Îïèñàííÿ àâòîìîðôiçìiâ ìàòðè÷íèõ ãðóï ïî÷àëîñÿ ðîáîòîþ Øðà¹ðà i Âàí
äåð Âàðäåíà 1928 ðîêó, ó ÿêié âîíè îïèñàëè àâòîìîðôiçìè ïðîåêòèâíî¨ ãðóïè
PE (n,R) , n ≥ 3 íàä äîâiëüíèì ïîëåì R. Ïîòiì Äüåäîííå i Ðiêêàðò íàïî÷àòêó
50-èõ ðîêiâ ïîøèðèëè öå îïèñàííÿ íà âèïàäîê, êîëè R � òiëî. Âèïàäêè, ÿêi
çàëèøèëèñÿ íå ðîçãëÿíóòèìè, êîëè R � òiëî i n = 2 áóëè ïîâíiñòþ îïèñàíi
ðiçíèìè ìåòîäàìè òiëüêè íàïðèêiíöi 80-èõ ðîêiâ [8, 9, 10].

Ïåðøèé êðîê ó ïîáóäîâi òåîði¨ àâòîìîðôiçìiâ íàä êiëüöÿìè, à ñàìå íàä êiëü-
öÿìè öiëèõ ÷èñåë, çðîáèëè Õóà Ëî-ãåí i I. Ðàéíåð. Içîìîðôiçìè i íàâiòü ãîìî-
ìîðôiçìè ãðóï GL (n,R) , n ≥ 3 i GL (m,K) , m ≥ 2 ç äåÿêèìè îáìåæåííÿìè
íàä àñîöiàòèâíèìè êiëüöÿìè R i K ç 1 íàäàëi îïèñóâàëèñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè
(Âàíü ×æåñÿíü, Î'Ìiðà, ßíü Øiöçÿíü, Æ.Ïîìôðå i Á.Ìàêäîíàëüä, Ì.Äàëë,
Â.Ñ.Äðîáîòåíêî i Å.ß.Ïîãîðiëÿê, Â.ß.Áëîùiöèí, Ä.Äæåéìñ, Á.Âàéñôàéëåð,

Ã.À.Íîñêîâ, Å.Êîííîðñ, ×i Ôóàí, Ï.Êoí, Ð.Ñîëàööi, À.Õàí, Þ.I.Ìåðçëÿêîâ,
Þ.Â.Ñîñíîâñüêèé, Â.Óîòåðãàóç i iíøi). Íàéáiëüø çàãàëüíi ðåçóëüòàòè ìîæíà
çíàéòè â [11, 12, 13, 14, 15, 16, 17]. Ó ïîâíîìó îá'¹ìi, áåç îáìåæåííÿ íà àñîöiàòèâ-
íi êiëüöÿ R i K ç 1, içîìîðôiçìè ïîâíèõ ìàòðè÷íèõ ãðóï GL (n,R) i GL (m,K) ,
n ≥ 4 âïåðøå îïèñàâ I.Ç.Ãîëóá÷èê. Íèì äîâåäåíà

Òåîðåìà 1. [18] Íåõàé R i K � àñîöiàòèâíi êiëüöÿ ç 1, n ≥ 4, m ≥ 2,
Λ : GL (n,R) → GL (m,K) � içîìîðôiçì ãðóï. Òîäi iñíóþòü öåíòðàëüíi iäåì-
ïîòåíòè e i f êiëåöü ìàòðèöü Rn i Km âiäïîâiäíî i êiëüöåâèé içîìîðôiçì
Λ1 : eRn → fSm i êiëüöåâèé àíòèiçîìîðôiçì Λ2 : (1− e)Rn → (1− f)Km

òàêi, ùî

Λ (x) = Λ1 (ex) + Λ2

(
(1− e)x−1

)
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äëÿ âñiõ x ∈ E (n,R) .

Çâåäåííÿ ãîìîìîðôiçìiâ ìàòðè÷íèõ ãðóï íàä êiëüöÿìè äî îïèñàííÿ êiëüöå-
âèõ ãîìîìîðôiçìiâ ìàòðè÷íèõ êiëåöü ¹ öiëêîì ïðèðîäíèì. Àäæå íàâiòü äîâiëü-
íi ãîìîìîðôiçìè êiëåöü ìàòðèöü Rn i Km , n ≥ 2 , m ≥ 2 íàä àñîöiàòèâíèìè
êiëüöÿìè R i K ç 1 ïîâíiñòþ îïèñàíi Â.Ì. Ïåòå÷óêîì [14]. Âiäçíà÷èìî, ùî â
îêðåìèõ âèïàäêàõ âîíè îïèñóâàëèñÿ ðiçíèìè àâòîðàìè (À.Õàí, À.Â. Ìiõàëüîâ,
Ì. Áîëëà).

Àâòîðàìè äàíî¨ ñòàòòi äîâåäåíî, ùî ìà¹ ìiñöå

Òåîðåìà 2. [19, 20] Íåõàé R i K � àñîöiàòèâíi êiëüöÿ ç 1, E (n,R) ⊆
G ⊆ GL (n,R) , n ≥ 4 , W � ëiâèé K-ìîäóëü, ãîìîìîðôiçì Λ : G → GL (W )
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (*). Òîäi iñíóþòü ìîäóëi L i P i içîìîðôiçì g : W →
L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸

n

⊕P òàêi, ùî Λ = Λ0 íà E (n,R) , äå δ : R → EndL � êiëüöåâèé

ãîìîìîðôiçì, e � öåíòðàëüíèé iäåìïîòåíò êiëüöÿ EndL , e1 � îäèíèöÿ êiëü-
öÿ EndP.

ßêùî äîäàòêîâî ïðèïóñòèòè, ùî 2 ∈ R∗ , òî òåîðåìà 2 ìà¹ ìiñöå ïðè n ≥ 3.
ßêùî n = 3 i 2 /∈ R∗, òî iñíóþòü íåñòàíäàðòíi ãîìîìîðôiçìè [15, 19].

Ìîæëèâî â òåîðåìi 2 óìîâó (*) ìîæíà ïîñëàáèòè àáî çàïðîïîíóâàòè iíøó
óìîâó íà ãîìîìîðôiçì ÿê, íàïðèêëàä öå çðîáëåíî â [14]. Òîìó ïðîáëåìàòèêà
îïèñàííÿ ãîìîìîðôiçìiâ ìàòðè÷íèõ ãðóï íàä àñîöiàòèâíèìè êiëüöÿìè ìiñòèòü
÷èìàëî ôóíäàìåíòàëüíèõ çàïèòàíü.

4. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äàíî¨ ñòàòòi âèêëàäåíi â òåî-
ðåìàõ 3 i 4. Çîêðåìà ç òåîðåìè 2 âèïëèâà¹ òåîðåìà 3, à ç íå¨ âèïëèâà¹ òåîðåìà
1.

Â òåîðåìi 3 îïèñóþòüñÿ ãîìîìîðôiçìè ç óìîâîþ (*), ÿêi ¹ ìîíîìîðôiçìàìè
àáî îáðàçè ãðóïè åëåìåíòàðíèõ òðàíñâåêöié ¹ äîñòàòíüî âåëèêèìè.

Â òåîðåìi 4 âèâ÷àþòüñÿ ãîìîìîðôiçìè ç óìîâîþ (*) ïiäãðóï ãðóïè GL (n,R) ,
n ≥ 4 íàä àñîöiàòèâíèìè êiëüöÿìè R ç 1, ÿêi ìiñòÿòü íîðìàëüíó ïiäãðóïó
E (n,R) . Çîêðåìà öå òàê, ÿêùî R äîâiëüíå êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1 [20].

Òåîðåìà 3. Íåõàé R i K � àñîöiàòèâíi êiëüöÿ ç 1, E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) ,
n ≥ 4, W � ëiâèé K -ìîäóëü, dimW = m , Λ : G → GL (m,K) ≡ GL (W ) �
ãîìîìîðôiçì ç óìîâîþ (*), ÿêèé ¹ ìîíîìîðôiçìîì (òàêèìè ¹ içîìîðôiçìè) àáî
E (n,K) ⊆ ΛE (n,R) . Òîäi iñíó¹ ìîäóëü L i içîìîðôiçì g : W → L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸

n

òàêi, ùî
Λtij (r) = g−1 (tij (δr) e+ tji (−ν0δr) (1− e)) g ,

äå δ : R → EndL � içîìîðôiçì êiëåöü, e � öåíòðàëüíèé iäåìïîòåíò êiëüöÿ
EndL , r � äîâiëüíèé åëåìåíò êiëüöÿ R.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3 ðîçãëÿíåìî öåíòðàëiçàòîðè
C1 = CG {tin (1) , tnj (1) | 1 ≤ i < n, 1 < j < n} ,
C2 = CG {tin (1) , tnj (1) | 1 < i < n, 1 ≤ j < n} .

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî âîíè ñïiâïàäàþòü ç öåíòðàëiçàòîðîì

C = CG {tij (1) , |1 ≤ i ̸= j ≤ n}

i ñêëàäàþòüñÿ iç ñêàëÿðíèõ ìàòðèöü ãðóïè G .
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Ó âiäïîâiäíîñòi ç òåîðåìîþ 2 iñíóþòü ìîäóëi L ̸= 0 , P i içîìîðôiçì g : W →
V = L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸

n

⊕P òàêèé, ùî δ : R → EndL � åïiìîðôiçì i Λ = Λ0 íà E (n,R) ,

äå e � öåíòðàëüíèé iäåìïîòåíò êiëüöÿ EndL .
Çãiäíî ç óìîâîþ (∗) ìàþòü ìiñöå âêëþ÷åííÿ

g−1

 E 0 sex
0 E 0
0 0 1

 g ∈ ΛC1 = ΛC , g−1

 E 0 s (1− e)x
0 E 0
0 0 1

 g ∈ ΛC2 = ΛC ,

äå s � íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå îáîðîòíå â êiëüöi K , x � äîâiëüíèé åëåìåíò iç
Hom (P,L) .

Òîìó sex = s (1− e) x = 0 . Öå îçíà÷à¹, ùî x = 0 , Hom (P,L) = 0 . Àíàëî-
ãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî Hom (L, P ) = 0 . Òîìó

Km = g−1diag ((EndL)n , EndP ) g , Em = g−1diag (En, 1) g
Íåâàæêî áà÷èòè, ùî åëåìåíò g−1diag (0, 1) g íàëåæèòü öåíòðó êiëüöÿ Km , à

òîìó ìà¹ âèãëÿä λEm , äå λ2 = λ � åëåìåíò öåíòðà êiëüöÿ K .
Àíàëîãi÷íî åëåìåíò g−1diag (En, 0) g òàêîæ íàëåæèòü öåíòðó êiëüöÿ Km i

ìà¹ âèãëÿä (1− λ)Em . Îêðiì öüîãî,
ΛE (n,R) ⊆ (1− λ)Km + λEm .

Òîìó òðàíñâåêöi¨ tji (λK) , 1 ≤ i ̸= j ≤ m êîìóòóþòü iç óñiìà åëåìåíòàìè ãðóïè
ΛE (n,R) .

Çà óìîâîþ (*) ïðîîáðàçè äåÿêèõ ñòåïåíiâ åëåìåíòiâ tij (λ) iñíóþòü i êîìóòó-
þòü iç ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ iç ãðóïè E (n,R) , à òîìó ¹ ñêàëÿðíèìè
ìàòðèöÿìè. Îäíàê, ç öüîãî íå âèïëèâà¹, ùî öi ñêàëÿðíi ìàòðèöi êîìóòóþòü ìiæ
ñîáîþ.

ßêùî æ íàêëàñòè äîäàòêîâó óìîâó íà Λ , ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî äåÿêi ñòåïåíi
òðàíñâåêöié tij (λ) i tji (λ) ç îáîðîòíèìè ïîêàçíèêàìè â êiëüöi K êîìóòóþòü ìiæ
ñîáîþ, òî λ2 = 0 , λ = 0 , P = 0 .

Òàêîþ äîäàòêîâîþ óìîâîþ ìîæå áóòè, íàïðèêëàä, âèìîãà, ùîá ãîìîìîðôiçì
ç óìîâîþ (*) áóâ ìîíîìîðôiçìîì. Àäæå, òîäi äåÿêi ñòåïåíi ïðîîáðàçiâ òðàíñ-
âåêöié tij (λ) , ç îáîðîòíèìè ïîêàçíèêàìè â K, êîìóòóþòü ç óñiìà åëåìåíòàìè
ãðóïè E (n,R) , à òîìó ¹ öåíòðàëüíèìè ñêàëÿðíèìè ìàòðèöÿìè, ÿêi êîìóòóþòü
ìiæ ñîáîþ. Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ìà¹ ìiñöå, ÿêùî õî÷à á îäíà òðàíñâåêöiÿ
tij (λ) íàëåæèòü ãðóïi ΛE (n,R) .

Òåîðåìà 4. Íåõàé R i K � àñîöiàòèâíi êiëüöÿ ç 1, W � ëiâèé K-ìîäóëü,
E (n,R) ▹ G ⊆ GL (n,R) , n ≥ 4 , Λ : G → GL (W ) � äîâiëüíèé ãîìîìîðôiçì
ç óìîâîþ (*). Òîäi Λ ìà¹ ðîçøèðåíå ñòàíäàðòíå îïèñàííÿ. ßêùî êîìóòàíò
G′ = E (n,R) , òî Λ ìà¹ ñòàíäàðòíå îïèñàííÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé h� äîâiëüíèé åëåìåíò ãðóïèG. Çà óìîâîþ ãðóïàE (n,R) ,
n ≥ 3 ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G. Òîìó

htij (r)h
−1 =

∏
tkl (rkl) ,

äå h ∈ G , 1 ≤ i ̸= j ≤ n , r ∈ R , rkl ∈ R i äîáóòîê áåðåòüñÿ ïî 1 ≤ k ̸= l ≤ n. .
Çà òåîðåìîþ 2 iñíóþòü ìîäóëi L ̸= 0 , P i içîìîðôiçì g : W → V =

L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸
n

⊕P òàêèé, ùî Λ = Λ0 íà åëåìåíòàðíèõ òðàíñâåêöiÿõ tij (r) ãðóïè

G. Òîìó
ΛhΛtij (r) Λh

−1 = Λ (htij (r)h
−1) =

∏
Λtkl (rkl) =
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∏
Λ0tkl (rkl) = Λ0 (htij (r)h

−1) = Λ0 (h) Λtij (r) (Λ0 (h))
−1 .

Òèì ñàìèì äîâåäåíî, ùî åëåìåíòè γ (h) = (Λ0 (h))
−1 Λ (h) êîìóòóþòü iç åëå-

ìåíòàìè Λtij (r) äëÿ âñiõ 1 ≤ i ̸= j ≤ n i r ∈ R .
Çðîçóìiëî, ùî γ � âiäîáðàæåííÿ ãðóïèG ó ãðóïóGL (W ) i Λ (h) = Λ0 (h) γ (h) .
Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ χ : G → GL (V ) , ÿêå çàäàíå çà ïðàâèëîì χ (h) =

igγ (h) äëÿ âñiõ h ∈ G . Íåâàæêî áà÷èòè, ùî åëåìåíòè χ (h) êîìóòóþòü iç
åëåìåíòàìè igΛtij (r) = Λetij (r) i Λ (h) = ig−1 (Λe (h)χ (h)) äëÿ âñiõ h ∈ G ,
1 ≤ i ̸= j ≤ n, r ∈ R. Òîìó

χ (h) (tij (δr) e+ tji (−ν0δr) (1− e) + e1) =
(tij (δr) e+ tji (−ν0δr) (1− e) + e1)χ (h)

äëÿ âñiõ 1 ≤ i ̸= j ≤ n , r ∈ R .
Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî χ (h) êîìóòó¹ ç

δr (eije− eji (1− e))
äëÿ âñiõ 1 ≤ i ̸= j ≤ n, r ∈ R. Òîìó

χ (h) = χ1 (h) e+ χ2 (h) (1− e) + χ3 (h) e1
äå χ1 (h) i χ2 (h) � ôîðìàëüíi ñêàëÿðíi ìàòðèöi, ÿêi êîìóòóþòü iç δr äëÿ âñiõ
r ∈ R .

Îñêiëüêè Λ � ãîìîìîðôiçì iç óìîâîþ (*), òî δR = EndL i χ1 (h) , χ2 (h)
ìiñòÿòüñÿ â öåíòði êiëüöÿ (EndL)n . Òîìó åëåìåíòè χ (h) ïîïàðíî êîìóòóþòü iç
åëåìåíòàìè

Λe (h1) = δ (h1) e+ ν0
(
δ (h1)

−1) (1− e) + e1
äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ h i h1 ãðóïè G. Îòæå, åëåìåíòè χ (G) ïîïàðíî êîìó-
òóþòü iç åëåìåíòàìè ãðóïè Λe (G) , à åëåìåíòè γ (G) ïîïàðíî êîìóòóþòü iç
åëåìåíòàìè ãðóïè ig−1Λe (G) .

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî Λe (h)χ (h) = ig (ig−1Λe (h) γ (h)) = ig (Λ (h)) äëÿ âñiõ
h ∈ G . Òîìó âiäîáðàæåííÿ Λeχ : G → GL (V ) , ÿêå çàäàíå çà ïðàâèëîì
(Λeχ) (h) = Λe (h)χ (h) , ¹ ãîìîìîðôiçìîì ãðóïè G. Îñêiëüêè Λe : G → GL (V )
òàêîæ ¹ ãîìîìîðôiçìîì ãðóïè G, òî âiäîáðàæåííÿ χ : G → GL (V ) i, ÿê íàñëi-
äîê, âiäîáðàæåííÿ γ : G→ GL (W ) òàêîæ ¹ ãîìîìîðôiçìàìè ãðóïè G.

Òèì ñàìèì äîâåäåíî, ùî Λ ìà¹ ðîçøèðåíå ñòàíäàðòíå îïèñàííÿ. Âiäìiòèìî,
ùî îñêiëüêè χ : G → GL (V ) ¹ ãîìîìîðôiçìîì, òî χ3 : G → GL (P ) òàêîæ ¹
ãîìîìîðôiçìîì ãðóïè G òàêèì, ùî χ3E (n,R) = 1 . Òîìó χ3 iíäóêó¹ ãðóïîâèé
ãîìîìîðôiçì χ3 : G/E (n,R) → GL (P ) .

ßêùî êîìóòàíòG′ ãðóïèG çáiãà¹òüñÿ iç ãðóïîþ E (n,R) , òî ãðóïàG/E (n,R)-
êîìóòàòèâíà. Öå îçíà÷à¹, ùî åëåìåíòè χ3 (h) i χ3 (h1) , à çíà÷èòü i åëåìåíòè χ (h)
i χ (h1) êîìóòóþòü äëÿ âñiõ h i χ ãðóïè G.

Òîìó åëåìåíòè χ (h1) , χ (h) , Λe (h) i, ÿê íàñëiäîê, åëåìåíòè γ (h1) = ig−1χ (h1) ,
γ (h) = ig−1χ (h) , ig−1Λe (h) ïîïàðíî êîìóòóþòü äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ h i h1
ãðóïè G. Òèì ñàìèì äîâåäåíî, ùî γ (G) � êîìóòàòèâíà ãðóïà i åëåì åíòè ãðóï
γ (G) i Λ (G) ïîïàðíî êîìóòóþòü ìiæ ñîáîþ. Îòæå, Λ ìà¹ ñòàíäàðòíå îïèñàííÿ.

ßêùî â ÿêîñòi ãðóïè G âèáðàòè ãðóïó, ïîðîäæåíó ãðóïîþ îáîðîòíèõ äiàãî-
íàëüíèõ ìàòðèöü D (n,R) i ãðóïîþ E (n,R) , òî êîìóòàíò ãðóïè G çáiãà¹òüñÿ
iç ãðóïîþ E (n,R) . Òîìó ãîìîìîðôiçìè ç óìîâîþ (*) ãðóïè D (n,R) ·E (n,R) ,
n ≥ 4 íàä àñîöiàòèâíèìè êiëüöÿìè R ç 1 ¹ ñòàíäàðòíèìè.

Âiäìiòèìî, ùî ÿêùî P = 0 , òî Λ òàêîæ ìà¹ ñòàíäàðòíå îïèñàííÿ. Àäæå, â
öüîìó âèïàäêó åëåìåíòè ãðóï γ (G) i Λ (G) ïîïàðíî êîìóòóþòü ìiæ ñîáîþ.
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Çîêðåìà, ÿêùî R êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1, n ≥ 3 , òî, ç òî÷íiñòþ äî ñòàí-
äàðòíèõ àâòîìîðôiçìiâ (âíóòðiøíüîãî, ðîçøèðåíî-êiëüöåâîãî, êîíòðàãðàäi¹í-
òíîãî), îïèñàííÿ àâòîìîðôiçìiâ Λ ãðóïè G, E (n,R) ⊆ G çâîäèòüñÿ äî âèïàä-
êó, êîëè Λ

∣∣
E(n,R) = 1 . Âðàõîâóþ÷è òå, ùî E (n,R) íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðó-

ïè GL (n,R) îäåðæó¹ìî, ùî Λ (g) fΛ (g)−1 = Λ (gfg−1) = gfg−1 äëÿ äîâiëüíèõ
g ∈ G , f ∈ E (n,R) . Îòæå, åëåìåíòè γ (g) = g−1Λ (g) êîìóòóþòü iç óñiìà åëå-
ìåíòàìè ãðóïè E (n,R) i òîìó ¹ öåíòðàëüíèìè ñêàëÿðíèìè ìàòðèöÿìè. Òèì
ñàìèì äîâåäåíî, ùî Λ (g) = γ (g) g äëÿ âñiõ g ∈ G , äå γ � ãîìîìîðôiçì ãðóïè
Gâ ãðóïó R∗ . Öå îçíà÷à¹, ùî Λ ¹ ãîìîòåòi¹þ.

Áàãàòî òåîðåì ïðî ãîìîìîðôiçìè ìàòðè÷íèõ ãðóï íàä êiëüöÿìè ìàþòü ìi-
ñöå i ó âèïàäêó ïðîåêòèâíèõ ãðóï [11, 12, 13, 21, 14]. Íàãàäà¹ìî, ùî çãiäíî ç
îçíà÷åííÿì, ÿêùî G � ïiäãðóïà ãðóïè GL (n,R) , òî PG = G/G

∩
ξGL (n,R)

� ïðîåêòèâíà ãðóïà, äå ξGL (n,R) � öåíòð ãðóïè GL (n,R) . Ó ðîáîòi äîâåäå-
íî, ùî íàä êîìóòàòèâíèìè êiëüöÿìèR i K ç 1 åíäîìîðôiçìè Λ : PG → PH,
äå E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) , n ≥ 3 , E (m,K) ⊆ H ⊆ GL (m,K) , m ≥ 3 ¹
ñòàíäàðòíèìè (ïðè n = m = 3 â ðîçøèðåíîìó çìiñòi).

Çîêðåìà, ÿêùî R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1 i Λ � àâòîìîðôiçì ãðóïè PG,
E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) , n ≥ 3, òî Λ iíäóêó¹ àâòîìîðôiçì ãðóïè PE (n,R) ,
ÿêèé ¹ ñòàíäàðòíèì ó ðîçøèðåíîìó çìiñòi i ïðîäîâæó¹òüñÿ äî àâòîìîðôiçìó
ãðóïè PG . Òîìó, ç òî÷íiñòþ äî ñòàíäàðòíèõ àâòîìîðôiçìiâ, ìîæíà ââàæàòè,
ùî àâòîìîðôiçì Λ ¹ òîòîæíèì íà ãðóïi PE (n,R) . ßê i âèùå äîâîäèòüñÿ, ùî
Λ � ãîìîòåòiÿ. Öå îçíà÷à¹, ùî àâòîìîðôiçì Λ ¹ òîòîæíèì íà ãðóïi PG.

Çðîçóìiëî, ùî öi ìiðêóâàííÿ ïðèäàòíi äëÿ âèïàäêó, êîëè E (n,R) ▹ G ⊆
GL (n,R) , n ≥ 2 i Λ � àâòîìîðôiçì ãðóïè PG , ÿêèé òîòîæíèé íà ãðóïi
PE (n,R) íàä äîâiëüíèì àñîöiàòèâíèì êiëüöåì R ç 1. ßê i âèùå, òîäi Λ � òî-
òîæíèé àâòîìîðôiçì íà âñié ãðóïi PG . Iíôîðìàöiþ ïðî êiëüöÿ R, äëÿ ÿêèõ
ãðóïà E (n,R) ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â ãðóïi GL (n,R) , ìîæíà çíàéòè â [22],
[23], [24].

Îäíàê, ðîçðàõîâóâàòè íà òå, ùî ç òîòîæíîñòi àâòîìîðôiçìó Λ ãðóïè PG,
E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) íà ïiäãðóïi PE (n,R) âèïëèâà¹ òîòîæíiñòü àâòîìîð-
ôiçìó Λ ãðóïè PG íàä äîâiëüíèì àñîöiàòèâíèì êiëüöåì R ç 1, íå äîâîäèòüñÿ.
Àäæå ÿê âèïëèâà¹ iç ðîáîòè Ãåðàñiìîâà Â.Ì. [25] iñíóþòü àñîöiàòèâíi êiëüöÿ
R ç 1 íàä ÿêèìè ãðóïà E (n,R) íå ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè GL (n,R) i
iñíóþòü íåòîòîæíi àâòîìîðôiçìè ãðóïè PGL (n,R) , ÿêi òîòîæíi íà âñié ãðóïi
PE (n,R) .

Ïðîòå êëàñ àñîöiàòèâíèõ êiëåöü R ç 1 äëÿ ÿêèõ ç òîòîæíîñòi àâòîìîðôiçìiâ
ãðóïè PG , E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) íà ïiäãðóïi PE (n,R) âèïëèâà¹ ¨õíÿ òîòî-
æíiñòü íà âñié ãðóïi PG , äîñèòü øèðîêèé. ßê âèïëèâà¹ iç ðîáiò I.Ç.Ãîëóá÷èêà
i À.Â.Ìiõàëüîâà [26], I.Ç.Ãîëóá÷èêà [12] öå âiðíî, ÿêùî R ¹ PI -êiëüöåì àáî R ¹
äâîñòîðîííiì ïîðÿäêîì ó ðåãóëÿðíîìó â çìiñòi Íîéìàíà êiëüöi.
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