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ÑÈÍÃÓËßÐÍIÑÒÜ ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍÈÕ ÇÃÎÐÒÎÊ ÁÅÐÍÓËËI,
ÏÎÐÎÄÆÅÍÈÕ ×ÈÑËÀÌÈ ÏIÇÎ

The paper is devoted to study asymptotic properties of the Fourier-Stieltjes transforms (character-
istic functions) fξ(t) of infinite Bernoulli convolutions, i.e. distributions of random variables of the

the following type ξ =
∞∑
k=1

ξkak where {ξk} is a sequence of independent random variables taking

values -1 and 1 with probabilities p0k and p1k respectively; {ak} is a sequence of real numbers

such that the series
∞∑
k=1

ak converges absolutely. We study the family of distributions, which are

generated by series
∞∑
k=1

ak such that ak = λklk, where {lk} is a sequence of positive integers, and

α = 1
λ is a Pisot number. As the main result of the paper we prove the singularity (w.r.t. Lebesgue

measure) and non-Reichmann-property (Lξ := lim
|t|→∞

|fξ(t)| > 0) for the family (it is of continuum

cardinality) of infinite Bernoulli convolutions generated by the above mentioned sequences.

Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ àñèìïòîòèêè ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹-Ñòiëò'¹ñà (õàðàêòåðèñòè-
÷íî¨ ôóíêöi¨) fξ(t) íåñêií÷åííèõ çãîðòîê Áåðíóëëi, òîáòî ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí âèäó

ξ =
∞∑
k=1

ξkak äå {ξk} � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ÿêi íàáóâàþòü çíà÷åíü

-1 òà 1 ç éìîâiðíîñòÿìè p0k òà p1k âiäïîâiäíî; {ak} � ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ,

ùî ðÿä
∞∑
k=1

ak àáñîëþòíî çáiãà¹òüñÿ. Äîñëiäæåíî ñiìåéñòâî, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ðÿäàìè
∞∑
k=1

ak

òàêèìè, ùî ak = λklk, äå {lk} � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, à α = 1
λ � ÷èñëî

Ïiçî. Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ðîáîòè ¹ äîâåäåííÿ ñèíãóëÿðíîñòi (âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà) òà íå-
ðàéõìàíîâîñòi (Lξ := lim

|t|→∞
|fξ(t)| > 0) äëÿ êîíòèíóàëüíîãî ñiìåéñòâà íåñêií÷åííèõ çãîðòîê

Áåðíóëëi, ïîðîäæåíèõ âêàçàíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè.

1. Âñòóï. Ðîçãëÿíåìî ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

ξ =
∞∑
k=1

ξkak (1)

äå {ξk}� ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ÿêi íàáóâàþòü çíà÷åíü
-1 òà 1 ç éìîâiðíîñòÿìè p0k òà p1k âiäïîâiäíî; {ak} � ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë

òàêèõ, ùî ðÿä
∞∑
k=1

ak àáñîëþòíî çáiãà¹òüñÿ. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó òàêî¨ âèïàäêîâî¨

âåëè÷èíè íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííîþ çãîðòêîþ Áåðíóëëi. Ç òåîðåìè Äæåññåíà-
Âiíòíåðà [1] âèïëèâà¹, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ÷èñòèé ðîçïîäië (÷èñòî
äèñêðåòíèé, ÷èñòî àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé (âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà) àáî ÷èñòî
ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèé). Òåîðåìà Ï.Ëåâi [2] äà¹ íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè

äèñêðåòíîñòi: ìiðà µξ äèñêðåòíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
∞∏
k=1

max{p0k, p1k} > 0.

Ó ñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó p0k = p1k = 1
2
, êîëè ak = λk, äå λ ∈ (0, 1) òèï

ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè â çàëåæíîñòi âiä λ iíòåíñèâíî äîñëiäæó¹òüñÿ
âæå ïîíàä 80 ðîêiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [3�6, 8�11]). Ïðè λ ∈ (0, 1

2
) ñïåêòð Sξ �

íiäå íå ùiëüíà ìíîæèíà íóëüîâî¨ ìiðè Ëåáåãà, i òîìó éìîâiðíiñíà ìiðà µξ ìà¹
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ñèíãóëÿðíèé ðîçïîäië êàíòîðiâñüêîãî òèïó. ßêùî λ = 1
2
, òî éìîâiðíiñíà ìiðà µξ

ìà¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé ðîçïîäië.
ßêùî λ ∈

(
1
2
, 1
)
, òî ñòðóêòóðà ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ¹ çíà÷íî

ñêëàäíiøîþ. Ñïåêòðîì Sξ ó öüîìó âèïàäêó áóäå âiäðiçîê
[ −λ
1−λ ,

λ
1−λ

]
. Òîìó äå-

ÿêèé ÷àñ iñíóâàëà ãiïîòåçà ïðî àáñîëþòíó íåïåðåðâíiñòü éìîâiðíiñíî¨ ìiðè µξ.
Êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóíêöié, Ï.Åðäåø äîâiâ [3], ùî äëÿ
òèõ çíà÷åíü λ ∈

(
1
2
, 1
)
, ïðè ÿêèõ 1

λ
¹ ÷èñëîì Ïiçî (íàãàäà¹ìî, ùî äiéñíå àëãåáðà-

¨÷íå ÷èñëî α > 1 íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëîì Ïiçî (àáî ÷èñëîì Ïiçî-Âiäæàÿðàãõàâàíà,
àáî PV-÷èñëîì), ÿêùî âñi àëãåáðà¨÷íî ñïðÿæåíi ç íèì ÷èñëà çà ìîäóëåì ñòðîãî
ìåíøi îäèíèöi), ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü Lξ := lim

|t|→∞
|fξ(t)| > 0, äå fξ(t) � õàðàêòå-

ðèñòè÷íà ôóíêöiÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ (ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹-Ñòiëüò'¹ñà âiä-
ïîâiäíî¨ éìîâiðíiñíî¨ ìiðè µξ). Îòæå, âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ñèíãóëÿðíèé
ðîçïîäië. Íà ñüîãîäíiøíié äåíü íåâiäîìi ïðèêëàäè iíøèõ çíà÷åíü λ ∈

(
1
2
, 1
)
ïðè

ÿêèõ éìîâiðíiñíà ìiðà µξ ¹ ñèíãóëÿðíîþ (áiëüø òîãî, ó 1995 ðîöi Áîðèñ Ñîëîì'-
ÿê [9,10] äîâiâ îäíó ç øèðîêîâiäîìèõ ãiïîòåç Åðäåøà ïðî òå, ùî äëÿ ìàéæå âñiõ
(â ñåíñi ìiðè Ëåáåãà) ÷èñåë λ ∈ (1

2
, 1) âiäïîâiäíà íåñêií÷åííà çãîðòêà Áåðíóëëi

áóäå ìàòè àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé ðîçïîäië). Îñíîâíîþ ïðè÷èíîþ ïðîáëåì, ÿêi
âèíèêàþòü ïðè äîñëiäæåííi ñòðóêòóðè òàêèõ ìið ¹ òîé ôàêò, ùî ïðè λ ∈ (1

2
, 1)

íåñêií÷åííi çãîðòêè Áåðíóëëi, õî÷ i ìàþòü ñàìîïîäiáíi ðîçïîäiëè, àëå íàëåæàòü
äî ìið ç ñóòò¹âèìè ïåðåêðèòòÿìè (ìàéæå âñi (â ñåíñi ìiðè Ëåáåãà) òî÷êè ñïåêòðà

ìàþòü êîíòèíóàëüíó êiëüêiñòü çîáðàæåíü ó âèãëÿäi
∞∑
k=1

αkak, äå αk ∈ {−1, 1}).

Ó äàíié ñòàòòi äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó íåçàëåæíîñòi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
ξk äîñëiäæóþòüñÿ àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóíêöié íåñêií-
÷åííèõ çãîðòîê Áåðíóëëi ïðè ak = λk · lk, äå {lk} � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë, à 1

λ
¹ ÷èñëîì Ïiçî (ó öüîìó âèïàäêó äîñëiäæóâàíi ðîçïîäiëè µξ

íå ¹, âçàãàëi êàæó÷è, ñàìîïîäiáíèìè). Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ðîáîòè ¹ ïîâíå
äîñëiäæåííÿ ëåáåãiâñüêî¨ ñòðóêòóðè ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ i äîâåäå-
ííÿ ñèíãóëÿðíîñòi òà íåðàéõìàíîâîñòi (Lξ > 0) äëÿ êîíòèíóàëüíîãî ñiìåéñòâà
íåñêií÷åííèõ çãîðòîê Áåðíóëëi, ïîðîäæåíèõ âêàçàíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè.

2. Ïðî ñèíãóëÿðíiñòü íåñêií÷åííèõ çãîðòîê Áåðíóëëi, ïîðîäæåíèõ
PV-÷èñëàìè. ßê âiäîìî, õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨ ¹ ïîòóæíèì iíñòðóìåíòîì
âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé éìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ. Çîêðåìà, çà àñèìïòîòè÷íèìè
âëàñòèâîñòÿìè ìîäóëÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ìîæíà ñóäèòè ïðî òèï ôóíêöi¨
ðîçïîäiëó. Âiäîìî [12], ùî áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ìîæå áóòè ¹äèíèì ÷èíîì
ïðåäñòàâëåíà ó âèäi:

Fξ(x) = α1Fd(x) + α2Fac(x) + α3Fas(x), (2)

äå Fd(x) � äèñêðåòíà, Fac(x) � àáñîëþòíî íåïåðåðâíà, Fas(x) � ñèíãóëÿðíî
íåïåðåðâíà ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó, αi ≥ 0, α1 + α2 + α3 = 1. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó
íàçèâà¹òüñÿ ÷èñòîþ, ÿêùî îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ â ðîçêëàäi (2) äîðiâíþ¹ 1.

Íåõàé Lξ := lim
|t|→∞

|fξ(t)|. Âiäîìî [12], ùî ó âèïàäêó êîëè fξ(t) ¹ õàðàêòå-

ðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ ÷èñòî äèñêðåòíîãî ðîçïîäiëó (α1 = 1), òî Lξ = 1. ßêùî
fξ(t) âiäïîâiäà¹ äåÿêîìó àáñîëþòíî íåïåðåðâíîìó ðîçïîäiëó (α2 = 1), òî Lξ = 0.
ßêùî fξ(t) � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ñèíãóëÿðíîãî ðîçïîäiëó (α3 = 1), òîäi
âåëè÷èíà Lξ ìîæå áóòè áóäü-ÿêèì ÷èñëîì ìiæ 0 i 1.
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Pîçãëÿíåìî ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ =
∞∑
k=1

ξkak, äå {ξk} � ïîñëiäîâ-

íiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ÿêi íàáóâàþòü çíà÷åíü -1 i 1, ç éìîâið-
íîñòÿìè p0k i p1k âiäïîâiäíî; ak = λklk, äå {lk} � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 1. ßêùî {lk} � îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, à 1
λ

� PV-÷èñëî, òî éìîâiðíiñíà ìiðà µξ ñèíãóëÿðíî (âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà) ðîçïî-
äiëåíà i Lξ > 0. Ïðè öüîìó µξ ¹ ÷èñòî äèñêðåòíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

∞∏
k=1

max{p0k, p1k} > 0

i ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíîþ, ÿêùî îñòàííié íåñêií÷åííèé äîáóòîê ðîçáiãà¹òüñÿ
äî íóëÿ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

ξ =
∞∑
k=1

ξkak. Íåâàæêî ïîêàçàòè (äèâ., íàïðèêëàä, [11]), ùî äëÿ õàðàêòåðèñòè-

÷íî¨ ôóíêöi¨ äàíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü:

|fξ(t)| =
∞∏
k=1

√
1− 4p0kp1k sin

2(akt).

Òîäi

|fξ(t)| ≥
∞∏
k=1

(
1− 4p0kp1k sin

2(akt)
)
≥

∞∏
k=1

(
1− sin2(akt)

)
=

∞∏
k=1

cos2(akt).

Îñêiëüêè {lk} � îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, òî iñíó¹ òàêå
M > 0, ùî lk ≤M, ∀k ∈ N . Íåõàé s0 � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî:

M · λs0 < 1

10
. (3)

Âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü tn =
(
1
λ

)n
π. Òîäi

|fξ(tn)| ≥
∞∏
k=1

cos2
(
λklk ·

π

λn

)
=

= cos2
( π
λn

· λl1
)
cos2

( π
λn

· λ2l2
)
· . . . · cos2

( π
λn

· λnln
)
· . . . =

= cos2
( π

λn−1
· l1
)
cos2

( π

λn−2
· l2
)
· . . . · cos2

(π
λ
· ln−1

)
cos2 (πln) ·

· cos2 (πλln+1) cos
2
(
πλ2ln+2

)
· . . . · cos2 (πλs0ln+s0) ·

· cos2
(
πλs0+1ln+s0+1

)
cos2

(
πλs0+2ln+s0+2

)
· . . . · cos2

(
πλs0+kln+s0+k

)
. . . =

= A(n, λ) ·B(n, λ) · C(n, λ),
äå

A(n, λ) = cos2
( π

λn−1
· l1
)
cos2

( π

λn−2
· l2
)
· . . . · cos2

(π
λ
· ln−1

)
cos2 (πln) ,
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B(n, λ) = cos2 (πλln+1) cos
2
(
πλ2ln+2

)
· . . . · cos2 (πλs0ln+s0) ,

C(n, λ) = cos2
(
πλs0+1ln+s0+1

)
cos2

(
πλs0+2ln+s0+2

)
· . . . · cos2

(
πλs0+kln+s0+k

)
. . .

Ðîçãëÿíåìî íåñêií÷åííèé äîáóòîê C(λ) :

C(n, λ) =
∞∏
k=1

cos2
(
π · ln+s0+k · λs0+k

)
≥

∞∏
k=1

cos2
( π
10
λk
)
≥

∞∏
k=1

(
1−

( π
10
λk
)2)

> 0,

îñêiëüêè çáiãà¹òüñÿ ðÿä
∞∑
k=1

(
π
10
λk
)2
<∞.

Îòæå, C(n, λ) ≥ c0 > 0, äå c0 = const.
Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê B(n, λ). Âií ìà¹ ñêií÷åííó êiëüêiñòü (s0) ìíîæíèêiâ. Òî-

ìó B(n, λ) > 0, òîäi i êîëè ñåðåä éîãî ìíîæíèêiâ âiäñóòíi íóëi, ùî ðiâíîñèëüíî
óìîâi

ln+k · λk /∈
{p
2
, p = 2m+ 1, m ∈ N

}
, ∀k ∈ {1, 2, . . . , s0 − 1}.

Ïîêàæåìî, ùî ln+k · λk ̸= p
2
, äå p = 2m+ 1, m ∈ N, ∀k ∈ {1, 2, . . . , s0 − 1}.

Ïðèïóñòèìî, ùî λk = p
2·ln+k

äëÿ äåÿêîãî k. Òîáòî ùî αk = 2ln+k

p
, p = 2m+ 1,

m ∈ N, (îñêiëüêè λ = 1
α
, äå α � ÷èñëî Ïiçî). Òîäi

|α| = k

√
2ln+k
p

.

Ìîæëèâi äâà âèïàäêè: |α| > 1 àáî |α| ≤ 1.

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî |α| = k

√
2ln+k

p
≤ 1, òî îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü ç îçíà-

÷åííÿì ÷èñëà Ïiçî (çà îçíà÷åííÿì, ÷èñëo Ïiçî áiëüøå îäèíèöi).
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè |α| > 1. Òîäi, α � êîðiíü ðiâíÿííÿ xkp = 2ln+k.

Àëå âñi êîðåíi òàêîãî ðiâíÿííÿ ëåæàòèìóòü íà êîëi ðàäióñà k

√
2ln+k

p
. Öå îçíà÷à¹,

ùî âñi ñïðÿæåíi ÷èñëà àëãåáðà¨÷íîãî ÷èñëà α çà ìîäóëåì áóäóòü áiëüøi çà 1, ùî
ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî α � ÷èñëî Ïiçî.

Òàêèì ÷èíîì, ln+k · λk /∈
{
p
2
, p = 2m+ 1, m ∈ Z

}
, ∀k ∈ {1, 2, . . . , s0 − 1}

i ñåðåä ìíîæíèêiâ äîáóòêó B(n, λ) íåìà¹ æîäíîãî íóëÿ. Ïîêàæåìî òåïåð, ùî
B(n, λ) âiäîêðåìëåíèé âiä íóëÿ äåÿêîþ êîíñòàíòîþ, ùî íå çàëåæèòü âiä n.

Îñêiëüêè {ln} � îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü (lk ≤M), òî çíà÷åííÿ âèðàçó ln+k ·λk
íàëåæèòü ìíîæèíi

{1 · λ, 1 · λ2, 1 · λ3, . . . , 1 · λs0 ,
2 · λ, 2 · λ2, 2 · λ3, . . . , 2 · λs0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

M · λ,M · λ2,M · λ3, . . . ,M · λs0}.

ßê áóëî ïîêàçàíî âèùå,

ln+k · λk /∈
{p
2
, p = 2m+ 1, m ∈ Z

}
.
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Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé äîáóòîê:

P (λ) = cos2(1 · λπ) cos2(1 · λ2π) cos2(1 · λ3π) · . . . · cos2(1 · λs0π)·

· cos2(2 · λπ) cos2(2 · λ2π) cos2(2 · λ3π) · . . . · cos2(2 · λs0π) · . . . ·

· cos2(M · λπ) cos2(M · λ2π) cos2(M · λ3π) · . . . · cos2(M · λs0π).

Ç ïðîâåäåíèõ âèùå ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî òàêèé äîáóòîê äîäàòíié: P (λ) =
b0 = const, i, î÷åâèäíî, íå çàëåæèòü âiä n.

Îñêiëüêè B(n, λ) ≥ P (λ), òî

B(n, λ) = cos2 (πλln+1) cos
2
(
πλ2ln+2

)
· . . . · cos2 (πλs0ln+s0) ≥ b0 > 0.

Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê A(n, λ) :

A(n, λ) = cos2
( π

λn−1
· l1
)
· cos2

( π

λn−2
· l2
)
· . . . · cos2

(π
λ
· ln−1

)
· cos2(π · ln) =

= cos2
(
π · αn−1l1

)
cos2

(
π · αn−2l2

)
· . . . · cos2 (π · αln−1) · 1.

Îñêiëüêè α ¹ PV-÷èñëîì, òî iñíó¹ òàêà êîíñòàíòà θ = θ(α) ∈ (0, 1), ùî
ρ(αn, N) ≤ θn,∀n ∈ N, òîáòî |zn − αn| ≤ θn, äå zn � íàéáëèæ÷å äî αn íàòó-
ðàëüíå ÷èñëî. Òîäi

αn−1l1 =
(
αn−1 − zn−1 + zn−1

)
· l1 =

(
αn−1 − zn−1

)
· l1 + zn−1 · l1.

Çâiäñè:

cos2
(
παn−1 · l1

)
= cos2

(
(αn−1 − zn−1) · l1π

)
≥ cos2

(
θn−1 · l1π

)
.

Àíàëîãi÷íî îòðèìà¹ìî

cos2
(
παn−2 · l2

)
≥ cos2

(
θn−2 · l2π

)
,

. . .

cos2 (πα · ln−1) ≥ cos2 (θ · ln−1π) .

Òàêèì ÷èíîì:

A(n, λ) ≥ cos2
(
θn−1 · l1π

)
· cos2

(
θn−2 · l2π

)
· . . . · cos2 (θ · ln−1π) .

Îñêiëüêè {lk} �îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü, òî iñíó¹ òàêå ÷èñëî m0, ùî äëÿ âñiõ
k ≥ m0 i äëÿ âñiõ s ∈ N :

θkls ≤ θk ·M <
1

10
.

Òîäi:

A(n, λ)≥ cos2(θn−1·l1π) · . . . ·cos2(θm0+1·ln−m0−1π) ·cos2(θm0·ln−m0π) · . . . ·cos2(θ·ln−1π)

Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê

D(n) := cos2
(
θn−1 · l1π

)
· . . . · cos2

(
θm0+1 · ln−m0−1π

)
≥

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2016, âèï. �1 (28)



ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍI ÇÃÎÐÒÊÈ ÁÅÐÍÓËËI, ÏÎÐÎÄÆÅÍI ×ÈÑËÀÌÈ ÏIÇÎ 123

≥ cos2
( π
10

· θ
)
cos2

( π
10

· θ2
)
· . . . ·cos2

( π
10

· θn−m0−1
)
≥

∞∏
k=1

(
1− sin2

( π
10

· θk
))

≥

≥
∞∏
k=1

(
1−

( π
10

· θk
)2)

= d0 > 0,

îñêiëüêè ðÿä
∞∑
k=1

(
π
10

· θk
)2

çáiãà¹òüñÿ. Òàêèì ÷èíîì, D(n) ≥ d0 > 0, ∀n ∈ N.

Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê

E(n) := cos2 (θm0 · ln−m0π) · . . . · cos2 (θ · ln−1π) .

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî iñíó¹ θ1 ∈ (0, 1), ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

|zk − αk| ≤ θk1 , ∀k ∈ N,

òî äîâiëüíå òðàíñöåíäåíòíå ÷èñëî θ ∈ (θ1, 1) áóäå òàêîæ çàäîâîëüíÿòè íåðiâ-
íiñòü:

|zk − αk| ≤ θk, ∀k ∈ N.

Òîìó, íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ìè ìîæåìî îáðàòè θ òðàíñöåí-
äåíòíèì ÷èñëîì, i òîäi äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ {1, 2, . . . ,m0} ÷èñëî θk · ln−k, ¹ òðàíñ-
öåíäåíòíèì. Òîìó ñåðåä ìíîæíèêiâ äîáóòêó E(n) íåìà¹ æîäíîãî íóëüîâîãî.
Îòæå, E(n) ≥ e0 > 0, äå e0 = const.

Òîäi
A(n, λ) ≥ D(n) · E(n) ≥ d0 · e0 > 0.

Òàêèì ÷èíîì, ìè ïîêàçàëè, ùî:

|fξ(tn)| ≥ A(n, λ) ·B(n, λ) · C(n, λ) ≥ d0 · e0 · b0 · c0 > 0, ∀n ∈ N.

Òîìó lim
|t|→∞

|fξ(t)| ≥ lim
n→∞

|fξ(tn)| > 0, òîáòî Lξ > 0.

Ç óìîâè Lξ > 0 âèïëèâà¹, ùî ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ íå ¹ àáñîëþ-
òíî íåïåðåðâíèì. Ç òåîðåìè Äæåññåíà-Âiíòíåðà [1] âèïëèâà¹ ÷èñòîòà ðîçïîäiëó.
Îòæå, ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ¹ ñèíãóëÿðíèì âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà. Áå-
ðó÷è äî óâàãè òåîðåìó P.L�evy [2], ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî äàíèé ðîçïîäië

¹ ÷èñòî äèñêðåòíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
∞∏
k=1

max{p0k, p1k} > 0 i ñèíãóëÿðíî

íåïåðåðâíèì, ÿêùî îñòàííié íåñêií÷åííèé äîáóòîê ðîçáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ.
Ïîäÿêà. Öÿ ðîáîòà áóëà ÷àñòêîâî ïiäòðèìàíà íàóêîâî-äîñëiäíèìè ïðîåêòà-

ìè STREVCOMS FP-7-IRSES 612669 (�Ñ), ¾Áàãàòîðiâíåâèé àíàëiç ñèíãóëÿð-
íèõ éìîâiðíiñíèõ ìið òà éîãî çàñòîñóâàííÿ¿ (ÌÎÍ Óêðà¨íè) òà Alexander von
Humboldt Stiftung.
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