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The work continues investigation of dynamic rows and development of effective exchange algorithm.
The concept of extreme equivalence of rows is being introduced as well as a particular type of a
cogged dynamic row is being studied. The developed algorithm of cogged filtration gives the
possibility to press information in some dynamic rows and the error of cogged filtration is also
being investigated.

Ó ðîáîòi ïðîäîâæóþòüñÿ äîñëiäæåííÿ äèíàìi÷íèõ ðÿäiâ òà ïîáóäîâà åôåêòèâíèõ áiðæåâèõ
àëãîðèòìiâ. Ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ åêñòðåìàëüíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ðÿäiâ, âèâ÷à¹òüñÿ îêðåìèé òèï
çóá÷àòîãî äèíàìi÷íîãî ðÿäó. Ðîçðîáëåíèé àëãîðèòì çóá÷àòî¨ ôiëüòðàöi¨ äà¹ ìîæëèâiñòü ñòè-
ñíóòè iíôîðìàöiþ â äåÿêèõ äèíàìi÷íèõ ðÿäàõ, äîñëiäæó¹òüñÿ ïîõèáêà çóá÷àòî¨ ôiëüòðàöi¨.

Äèíàìi÷íèé ðÿä V = {z1, z2, . . . , zn} � öå ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çàäàíà íà
ìíîæèíi T ⊂ N , äå T � ìíîæèíà ÷àñîâèõ âiäëiêiâ. Êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ðÿäi
íàçèâà¹òüñÿ éîãî äîâæèíîþ [1, 2].

Ïîñëiäîâíiñòü Vi = {zi1 , zi2 , . . . , zim} íàçèâà¹òüñÿ ïiäðÿäîì ðÿäó V , ÿêùî
∀zik ∈ Vi, ∃zjk ∈ V òàêå, ùî zik = zjk i ik1 < ik2 , çâiäñè âèïëèâà¹, ùî jk1 < jk2 .

Íàïðèêëàä, ðÿä V = {2, 11,−6, 3, 5, 10, 12, 2, 3} ìà¹ ïiäðÿäè V1 = {2,−6, 5, 2},
V2 = {3, 5, 10, 12, 3} i ò.ä.

Ïiäðÿä Vi = {zi1 , zi2 , . . . , zim} ðÿäó V = {z1, z2, . . . , zk} íàçèâà¹òüñÿ âiäðiçêîì
öüîãî ðÿäó, ÿêùî jkm = jk1 +m.

Âiäðiçêè � öå ïiäðÿäè ðÿäó áåç ïðîïóñêiâ i äóáëþâàííÿ åëåìåíòiâ. Âîíè
âèçíà÷àþòüñÿ â ðÿäi V çàäàííÿì ïåðøîãî åëåìåíòà zi1 i äîâæèíîþ âiäðiçêà k.

Íàïðèêëàä, ïàðà ÷èñåë zi1 = 11, k = 4 çàäà¹ â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi âiäði-
çîê V1 = {11,−6, 3, 5}.

Âiäðiçîê ÷àñîâîãî ðÿäó V = {zi1 , zi2 , . . . , zik} íàçèâà¹òüñÿ ìîíîòîííî çðîòàþ-
÷èì (ñïàäàþ÷èì), ÿêùî zi1 ≤ zi2 ≤ . . . ≤ zik (zi1 ≥ zi2 ≥ . . . ≥ zik).

Òî÷êà zj ∈ V íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ìàêñèìóìà (ìiíiìóìà), ÿêùî zj−1 ≤ zj >
zj+1 (zj−1 ≥ zj < zj+1). Êðiì òîãî, ïåðøó òî÷êó z1 i îñòàííþ òî÷êó zn ðÿäó V áó-
äåìî ââàæàòè òî÷êàìè ìiíiìóìà, ÿêùî z1 ≤ z2, zn ≤ zn−1 i òî÷êàìè ìàêñèìóìà,
ÿêùî z1 ≥ z2, zn ≥ zn−1. Òî÷êè ìàêñèìóìà i ìiíiìóìà òðàäèöiéíî íàçèâàþòüñÿ
òî÷êàìè åêñòðåìóìà.

Òàêèì ÷èíîì, êîæíèé äèíàìi÷íèé ðÿä ïî÷èíà¹òüñÿ i çàêií÷ó¹òüñÿ òî÷êîþ
åêñòðåìóìà, à ðåøòà òî÷îê åêñòðåìóìiâ çíàõîäèòüñÿ íà ïåðåòèíi êiíöiâ ìîíîòîí-
íî çðîñòàþ÷èõ i ìîíîòîííî ñïàäàþ÷èõ âiäðiçêiâ. Òî÷êè ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ
÷åðãóþòüñÿ ç òî÷êàìè ëîêàëüíèõ ìiíiìóìiâ.

Ïiäðÿä íàçèâà¹òüñÿ åêñòðåìàëüíèì, ÿêùî âií ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç åêñòðå-
ìàëüíèõ òî÷îê.

Òâåðäæåííÿ 1. Äëÿ êîæíîãî äèíàìi÷íîãî ðÿäó iñíó¹ ¹äèíèé åêñòðåìàëü-
íèé ïiäðÿä ìàêñèìàëüíî¨ äîâæèíè.

Iñíó¹ ÷îòèðè òèïè åêñòðåìàëüíèõ ïiäðÿäiâ:
òèï W1 ïî÷èíà¹òüñÿ i çàêií÷ó¹òüñÿ òî÷êàìè ëîêàëüíèõ ìiíiìóìiâ;
òèï W2 ïî÷èíà¹òüñÿ òî÷êîþ ìiíiìóìà i çàêií÷ó¹òüñÿ òî÷êîþ ìàêñèìóìà;
òèï W3 ïî÷èíà¹òüñÿ òî÷êîþ ìàêñèìóìà i çàêií÷ó¹òüñÿ òî÷êîþ ìiíiìóìà;
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òèï W4 ïî÷èíà¹òüñÿ i çàêií÷ó¹òüñÿ òî÷êàìè ìàêñèìóìà.
Íåõàé za1 , za2 , . . . , zak � âñi òî÷êè ëîêàëüíèõ ìiíiìóìiâ ðÿäó V , à zb1 , zb2 , . . . , zbr

� âñi òî÷êè ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ. ßêùî W1,W2,W3,W4 åêñòðåìàëüíi ïiäðÿ-
äè ðÿäó V ìàêñèìàëüíî¨ äîâæèíè, òî ïîòåíöiàë áóäå âèçíà÷àòèñÿ ïî îäíié ç
ôîðìóë [2]:

P (W1) =
r∏
i=1

zbi
zai

;

P (W2) =
k∏
i=2

zbi
zai

;

P (W3) =
r∏
i=2

zbi
zai

;

P (W4) =
k∏
i=2

zbi
zai
.

Äâà äèíàìi÷íi ðÿäè V1 i V2 íàçèâàþòüñÿ åêñòðåìàëüíî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî
¨õ åêñòðåìàëüíi ïiäðÿäè ìàêñèìàëüíî¨ äîâæèíè ñïiâïàäàþòü.

Äèíàìi÷íèé ðÿä íàçèâà¹òüñÿ çóá÷àòèì, ÿêùî âñi éîãî òî÷êè ¹ àáî òî÷êàìè
ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ àáî ëåæàòü íà ïðÿìèõ, ùî ç'¹äíóþòü öi åêñòðåìóìè.

Òâåðäæåííÿ 2. Äëÿ äîâiëüíîãî äèíàìi÷íîãî ðÿäó V iñíó¹ ¹äèíèé åêñòðå-
ìàëüíî åêâiâàëåíòíèé çóá÷àòèé ðÿä K i P (V ) = P (K).

Ñïðàâåäëèâiñòü òâåðäæåííÿ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ïðèâåäåíèõ âèùå îçíà-
÷åíü.

Çóá÷àòèé ðÿä òèïó W3 ìà¹ âèãëÿä, ÿêèé ïîêàçàíèé íà ðèñ.1, äå zb1 , zb2 , zb3 ,
zb4 , zb5 � òî÷êè ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ, à za1 , za2 , za3 , za4 , za5 � òî÷êè ëîêàëü-
íèõ ìiíiìóìiâ; l1, l2, l3, l4, l5 � ÷èñëà, ùî âêàçóþòü äîâæèíè ëiâèõ (ïðàâèõ)
ïëå÷åé åêñòðåìóìiâ zai (zbi); u1, u2, u3, u4 � äîâæèíè ïðàâèõ (ëiâèõ) ïëå÷åé åêñ-
òðåìóìiâ zai (zbi).

Çóá÷àòà ôiëüòðàöiÿ. Çóá÷àòèì ôiëüòðîì íàçèâà¹òüñÿ àëãîðèòì L, ÿêèé
äîâiëüíîìó äèíàìi÷íîìó ðÿäó V = {z1, z2, . . . , zn} ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü åêñ-
òðåìàëüíî åêâiâàëåíòíèé çóá÷àòèé ðÿä K = {u1, u2, . . . , un}.

Ïîáóäó¹ìî çóá÷àòèé ôiëüòð L äëÿ ðÿäó V . L (zi) = ui, ÿêùî zi− òî÷êà åêñ-
òðåìóìó, ui = zi.

ßêùî zi çíàõîäèòüñÿ ìiæ íàéáëèæ÷èìè åêñòðåìàëüíèìè òî÷êàìè zi−t i zi+p,
òî ui áóäå çíàõîäèòèñÿ íà ïðÿìié, ùî ç'¹äíó¹ öi åêñòðåìóìè.

Ïðîâåäåìî ïðÿìó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè (i− t, zi−t) i (i+ p, zi+p)

x− (i− t)

i+ p− (i− t)
=

y − zi−t
zi+p − zi−t

;

x− i+ t

p+ t
=

y − zi−t
zi+p − zi−t

.

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨:
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Ðèñ. 1

y = zi−t +
(zi+p − zi−t) · (x− i+ t)

p+ t
.

ui = y (i) = zi−t +
(zi+p − zi−t) · (x− i+ t)

p+ t
= zi−t +

(zi+p − zi−t) · t
p+ t

.

Ðèñ. 2

Ãðàôi÷íèé ïðèêëàä çóá÷àòî¨ ôiëüòðàöi¨ ïðåäñòàâëåíèé íà ðèñ. 2.
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Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ñòèñêó iíôîðìàöi¨ çóá÷àòèì ôiëüòðîì V . Äëÿ ïåðåäà÷i
äèíàìi÷íîãî ðÿäó V = {z1, z2, . . . , zn} ïðè ðiâíîìiðíîìó êîäóâàííi çà òåîðåìîþ
Õàðòëi [5] íåîáõiäíî Iv = n · log2 |A| áiò iíôîðìàöi¨, äå |A| − ïîòóæíiñòü øêàëè
âèìiðþâàííÿ çíà÷åíü äèíàìi÷íîãî ðÿäó.

Äëÿ ïåðåäà÷i çóá÷àòîãî ðÿäó K äîñèòü ïåðåäàòè åêñòðåìàëüíi òî÷êè. Íåõàé
â K uj1 , uj2 , . . . , ujt− ìíîæèíà âñiõ åêñòðåìóìiâ. Äëÿ ïåðåäà÷i êîæíîãî åêñòðå-
ìóìà íåîáõiäíî çàêîäóâàòè éîãî çíà÷åííÿ i êîîðäèíàòó â äèíàìi÷íîìó ðÿäi.

IK = t · (log2 |A|+ log2 n) = t · log2 |A| · n.
Êîåôiöi¹íò ñòèñêó

K =
IV
IK

=
n · log2 |A|
t · log2 |A| · n

äëÿ äèíàìi÷íîãî ðÿäó ïðåäñòàâëåíîìó íà ðèñ. 2.
Íåõàé |A| = 256, òîáòî zi ∈ [1, 255], n = 32, t = 8, òîäi:

K =
32 · log2 256

8 · log2 256 · 32
=

32 · 8
8 · 13

≈ 2, 5.

Âåëè÷èíà êîåôiöi¹íòà ñòèñêó çàëåæèòü âiä ñïiââiäíîøåííÿ q = n
t
. Çâiäñè

âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3. K > 1, ÿêùî q > log2|A|·n
log2|A|

.

Ïîõèáêà çóá÷àòî¨ ôiëüòðàöi¨. Íåõàé V � äèíàìi÷íèé ðÿä, L � çóá÷à-
ñòèé ôiëüòð i L (V ) = K. Ïîõèáêà ôiëüòðàöi¨ S áóäå âèçíà÷àòèñÿ ÿê ñåðåäí¹
êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ ìiæ âiäïîâiäíèìè åëåìåíòàìè ðÿäiâ V i K. Çâè÷àéíî
S = 0, ÿêùî V = K.

Íåõàé K � çóá÷àòèé ðÿä (u1, u2, . . . , un) i ui1 , ui2 , . . . , uit � âñi åêñòðåìóìè
öüîãî ðÿäà. Çíàéäåìî äèíàìi÷íèé ðÿä Vk òàêèé, ùî ïîõèáêà çóá÷àòî¨ ôiëüòðàöi¨
áóäå ìàêñèìàëüíîþ.

Ðèñ. 3

Ç ðèñ. 3 âèäíî, ùî òàêèì ðÿäîì Vk áóäå ðÿä åëåìåíòè ÿêîãî zi = uit , ÿêùî
it ≤ i ≤ it+1.

Ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç max (zik , ik) i òî÷êó
(
zik+1

, ik+1

)
:
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x− ik
ik+1 − ik

=
y − zik

zik+1
− zik

;

y = zik +
(x− ik) ·

(
zik+1

− zik
)

ik+1 − ik
.

Ïîõèáêà íà öüîìó âiäðiçêó:

S =

√
ik+1∑
j=ik

(j − ik)
2 ·
(
zik+1

− zik
)2

ik+1 − ik
.

ßêùî òàêèõ âiäðiçêiâ U , òî ïîõèáêà âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíîñòi:

S =

√√√√ U∑
k=1

ik+1∑
j=ik

(j − ik)
2 ·
(
zik+1

− zik
)2

(ik+1 − ik)
2 .

Íà îñíîâi çóá÷àòèõ äèíàìi÷íèõ ðÿäiâ áóäóþòüñÿ ïîñëiäîâíîñòi äèíàìi÷íèõ
ìíîãîêóòíèêiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïîøóêó àêòèâíèõ òî÷îê.
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