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×ÅÐÍIÊÎÂÑÜÊI 2-ÃÐÓÏÈ, ÙÎ � ÐÎÇÙÅÏËÞÂÀÍÈÌÈ
ÐÎÇØÈÐÅÍÍßÌÈ ÏÐßÌÎ� ÑÓÌÈ ÒÐÜÎÕ ÅÊÇÅÌÏËßÐIÂ
ÊÂÀÇIÖÈÊËI×ÍÎ� 2-ÃÐÓÏÈ ÇÀ ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ ×ÅÒÂÅÐÍÎ�
ÃÐÓÏÈ ÊËÅÉÍÀ

All Chernikov 2-groups which are split extensions of the direct sum of three copies of the quasicyclic
2-group by the Klein’s four group have been classified up to isomorphism.

Êëàñèôiêîâàíi ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó âñi ÷åðíiêîâñüêi 2-ãðóïè, ùî ¹ ðîçùåïëþâàíèìè
ðîçøèðåííÿìè ïðÿìî¨ ñóìè òðüîõ åêçåìïëÿðiâ êâàçiöèêëi÷íî¨ 2-ãðóïè çà äîïîìîãîþ ÷åòâåðíî¨
ãðóïè Êëåéíà.

Íåõàé M � ïîâíà àáåëåâà p-ãðóïà ç óìîâîþ ìiíiìàëüíîñòi. Â [1, 2] çà äîïî-
ìîãîþ òåîði¨ öiëî÷èñëîâèõ p-àäè÷íèõ çîáðàæåíü ñêií÷åííèõ ãðóï âèâ÷àþòüñÿ
÷åðíiêîâñüêi p-ãðóïè G(M,H,Γ), ÿêi ¹ ðîçøèðåííÿìè ãðóïè M çà äîïîìîãîþ
ñêií÷åííî¨ p-ãðóïè H i ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ìàòðè÷íèìè çîáðàæåííÿìè Γ ãðóïè
H íàä êiëüöåì Zp öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë. Çîêðåìà ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó
êëàñèôiêîâàíi âñi òàêi ðîçøèðåííÿ, êîëè H � öèêëi÷íà p-ãðóïà ïîðÿäêó ps,
äå s ≤ 2. Ïîêàçàíî òàêîæ, ùî çàäà÷à êëàñèôiêàöi¨ âñiõ íåiçîìîðôíèõ ÷åðíi-
êîâñüêèõ p-ãðóï âèãëÿäó G(M,H,Γ), äå Γ ïðîáiãà¹ ìíîæèíó âñiõ ìàòðè÷íèõ
Zp-çîáðàæåíü p-ãðóïè H, ¹ äèêîþ (òîáòî âêëþ÷à¹ çàäà÷ó îïèñàííÿ ç òî÷íiñòþ
äî ïîäiáíîñòi ïàð n×n-ìàòðèöü íàä äåÿêèì ïîëåì äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíî-
ãî n), ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç íàñòóïíèõ óìîâ:
1) H � öèêëi÷íà p-ãðóïà ïîðÿäêó ps, äå p ̸= 2 i s > 2;
2) H � öèêëi÷íà 2-ãðóïà ïîðÿäêó 2s, s > 3;
4) H � íåöèêëi÷íà p-ãðóïà ïîðÿäêó áiëüøîãî çà 4.
Â ðîáîòàõ [3�5] ÷àñòêîâî êëàñèôiêîâàíi íåiçîìîðôíi ÷åðíiêîâñüêi 2-ãðóïè,

ôàêòîð ãðóïà ÿêèõ çà ìàêñèìàëüíîþ ïîâíîþ àáåëåâîþ ïiäãðóïîþ içîìîðôíà
÷åòâåðíié ãðóïi Êëåéíà V = ⟨a⟩⊕ ⟨b⟩, äå 2a = 0, 2b = 0. Öÿ ñòàòòÿ ¹ ïðîäîâæåí-
íÿì öüîãî öèêëó ðîáiò. Â íié äà¹òüñÿ îïèñàííÿ âñiõ íåiçîìîðôíèõ ÷åðíiêîâñüêèõ
2-ãðóï, ùî ¹ ðîçùåïëþâàíèìè ðîçøèðåííÿìè ïðÿìî¨ ñóìè òðüîõ åêçåìïëÿðiâ
êâàçiöèêëi÷íî¨ 2-ãðóïè çà äîïîìîãîþ ãðóïè V . Òàêîæ âiäiøëåìî ÷èòà÷à äî âè-
ùåçãàäàíèõ ðîáiò çà àíàëîãi÷íèìè ïîçíà÷åííÿìè.

Òåîðåìà 1. Íåõàé M � ïðÿìà ñóìà òðüîõ åêçåìïëÿðiâ êâàçiöèêëi÷íî¨ 2-
ãðóïè, V = ⟨a⟩ ⊕ ⟨b⟩ � ÷åòâåðíà ãðóïà Êëåéíà. Âñi íåiçîìîðôíi ÷åðíiêîâñüêi
2-ãðóïè ×åðíiêîâà, ùî ¹ ðîçùåïëþâàíèìè ðîçøèðåííÿìè ãðóïè M çà äîïîìî-
ãîþ ãðóïè V , âè÷åðïóþòüñÿ ðîçøèðåííÿìè âèãëÿäó G(M,V,Υ), äå Υ ïðîáiãà¹
íàñòóïíó ìíîæèíó ìàòðè÷íèõ Z2-çîáðàæåíü ãðóïè V :

Υ1 : a→

 1 0 1
0 −1 0
0 0 −1

 , b→

 1 0 0
0 −1 1
0 0 1

 ;

Υ2 : a→

 −1 0 1
0 1 0
0 0 1

 , b→

 1 0 0
0 −1 1
0 0 1

 ;
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Υ3 : a→

 −1 1 0
0 1 0
0 0 −1

 , b→

 −1 0 1
0 −1 0
0 0 1

 ;

Υ4 : a→

 1 1 0
0 −1 0
0 0 1

 , b→

 −1 0 1
0 −1 0
0 0 1

 .

Υ5 : a→

 1 0 0
0 1 1
0 0 −1

 , b→

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ;

Υ6 : a→

 1 0 0
0 1 1
0 0 −1

 , b→

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 ;

Υ7 : a→

 −1 0 0
0 1 1
0 0 −1

 , b→

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ;

Υ8 : a→

 −1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , b→

 1 0 0
0 1 1
0 0 −1

 ;

Υ9 : a→

 −1 0 0
0 1 1
0 0 −1

 , b→

 1 0 0
0 1 1
0 0 −1

 ;

Υ10 : a→

 −1 0 0
0 1 1
0 0 −1

 , b→

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 ;

Υ11 : a→

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 , b→

 1 0 0
0 1 1
0 0 −1

 ;

Υ12 : a→

 −1 0 0
0 1 1
0 0 −1

 , b→

 1 0 0
0 −1 −1
0 0 1

 ;

Υ13 : a→

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , b→

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ;

Υ14 : a→

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 , b→

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ;

Υ15 : a→

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 , b→

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ;
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Υ16 : a→

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 , b→

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ;

Υ17 : a→

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 , b→

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 ;

Υ18 : a→

 −1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 , b→

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè áàçó¹òüñÿ íà ïðèâåäåíîìó â [6] ñïèñêó âñiõ
íååêâiâàëåíòíèõ íåðîçêëàäíèõ öiëî÷èñëîâèõ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü ãðóïè Êëåé-
íà, à ñàìå âñiõ íååêâiâàëåíòíèõ íåðîçêëàäíèõ öiëî÷èñëîâèõ ìàòðè÷íèõ çîáðà-
æåíü ãðóïè V , ñòåïåíi ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü 3:

Γ1+i+2j : a→ (−1)i, b→ (−1)j;

∆1 : a→
(

1 1
0 −1

)
, b→

(
1 0
0 1

)
;

∆2 : a→
(
1 0
0 1

)
, b→

(
1 1
0 −1

)
;

∆3 : a→
(

1 1
0 −1

)
, b→

(
1 1
0 −1

)
;

∆4 : a→
(

1 1
0 −1

)
, b→

(
−1 0
0 −1

)
;

∆5 : a→
(
−1 0
0 −1

)
, b→

(
1 1
0 −1

)
;

∆6 : a→
(

1 1
0 −1

)
, b→

(
−1 −1
0 1

)
;

Θ1+i+2j : a→ (−1)i

 1 0 1
0 −1 0
0 0 −1

 , b→ (−1)j

 1 0 0
0 −1 1
0 0 1

 ;

Θ5+i+2j : a→ (−1)i

 −1 1 0
0 1 0
0 0 −1

 , b→ (−1)j

 −1 0 1
0 −1 0
0 0 1

 ,

äå i, j ∈ {0, 1}. À òàêîæ òîãî, ùî ðîçøèðåííÿìè G1 = G(M,V,Υ) i G2 =
= G(M,V,Υ′) ¹ içîìîðôíèìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ
Υ i Υ′ ãðóïè V ¹ óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíèìè. ßêùî X � äåÿêå öiëî÷èñëîâå
ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ ãðóïè Êëåéíà òðåòüîãî ñòåïåíÿ, òî î÷åâèäíî, ùî X ¹ àáî
íåðîçêëàäíèì çîáðàæåííÿì, àáî åêâiâàëåíòíå ñóìi íåðîçêëàäíèõ ìàòðè÷íèõ çî-
áðàæåíü, îäíå ç ÿêèõ ïåðøîãî, à äðóãå äðóãîãî ñòåïåíÿ, àáî X åêâiâàëåíòíå ñóìi
òðüîõ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü ïåðøîãî ñòåïåíÿ. Öå îçíà÷à¹, ùî ôîðìàëüíî ìî-
æíà ââàæàòè, ïðàâèëüíîþ îäíó iç ðiâíîñòåé

X = Θi, X = Γj +∆k, X = Γl + Γm + Γn,
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i ∈ {1, 2, . . . , 8}; j, l,m, n ∈ {1, 2, 3, 4}; k ∈ {1, 2, . . . , 6}. Iç [4] ñëiäó¹, ùî ìíî-
æèíà íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü {Θ1, Θ2, . . .Θ8} ðîçáèâà¹òüñÿ íà íàñòóïíi êëàñè
ïîïàðíî óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíèõ çîáðàæåíü: {Θ1}, {Θ2, Θ3, Θ4}, {Θ5}, {Θ6,
Θ7, Θ8}. Î÷åâèäíî êîæíå ç öèõ çîáðàæåíü íå ¹ óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíå æî-
äíîìó iç çîáðàæåíü âèãëÿäó Γj +∆k àáî Γl+Γm+Γn. Ïðåäñòàâíèêè öèõ êëàñiâ
âiäïîâiäíî ïîçíà÷èìî ÷åðåç Υ1, Υ2, Υ3, Υ4.

Äàëi, ðîçãëÿíåìî ãðóïó AutV àâòîìîðôiçìiâ ÷åòâåðíî¨ ãðóïè Êëåéíà V . Âî-
íà ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ àâòîìîðôiçìiâ:

φ1 : a→ a, b→ b; , φ2 : a→ a, b→ a+ b; φ3 : a→ b, b→ a;

φ4 : a→ b, b→ a+ b; φ5 : a→ a+ b, b→ a; φ6 : a→ a+ b, b→ b.

Äëÿ äîâiëüíîãî àâòîìîðôiçìó ψ ∈ AutV i äëÿ äîâiëüíîãî çîáðàæåííÿ Γ :
g → Γ(g), äå g ∈ V , ãðóïè V âiäîáðàæåííÿ Γψ : g → Γ(ψ(g)), äå g ∈ V , ¹ òàêîæ
çîáðàæåííÿì ãðóïè V . Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ íàìè ïîêàçàíî ïðàâèëüíiñòü
ñïiââiäíîøåíü ïðåäñòàâëåíèõ ó òàáëèöi 1, ÿêà çàïîâíåíà íàñòóïíèì ÷èíîì: íà
ïåðåòèíi ðÿäêà iç çàãîëîâêîì, ùî ¹ íåðîçêëàäíèì çîáðàæåííÿì Γ ∈ {Γ1, Γ2,
Γ3, Γ4, ∆1, ∆2, ∆3, ∆4, ∆5, ∆6} òà ñòîâïöÿ iç çàãîëîâêîì, ùî ¹ àâòîìîðôiçìîì
ψ ∈ AutV , çíàõîäèòüñÿ íåðîçêëàäíå çîáðàæåííÿ åêâiâàëåíòíå Γψ.

Òàáëèöÿ 1

φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 φ6

Γ1 Γ1 Γ1 Γ1 Γ1 Γ1 Γ1

Γ2 Γ2 Γ4 Γ3 Γ3 Γ4 Γ2

Γ3 Γ3 Γ3 Γ2 Γ4 Γ2 Γ4

Γ4 Γ4 Γ2 Γ4 Γ2 Γ3 Γ3

∆1 ∆1 ∆3 ∆2 ∆2 ∆3 ∆1

∆2 ∆2 ∆2 ∆1 ∆3 ∆1 ∆3

∆3 ∆3 ∆1 ∆3 ∆1 ∆2 ∆2

∆4 ∆4 ∆6 ∆5 ∆5 ∆6 ∆4

∆5 ∆5 ∆5 ∆4 ∆6 ∆4 ∆6

∆6 ∆6 ∆4 ∆6 ∆4 ∆5 ∆5

Òîìó, ÿêùî X = Γj +∆k äëÿ äåÿêèõ j ∈ {1, 2, 3, 4} òà k ∈ {1, 2, . . . , 6}, òî X
óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíå îäíîìó iç çîáðàæåíü:

Υ5 = Γ1 +∆1, Υ6 = Γ1 +∆4, Υ7 = Γ2 +∆1, Υ8 = Γ2 +∆2,

Υ9 = Γ2 +∆3, Υ10 = Γ2 +∆4, Υ11 = Γ2 +∆5, Υ12 = Γ2 +∆6.

ßêùî æ X = Γl+Γm+Γn äëÿ äåÿêèõ l, m, n ∈ {1, 2, 3, 4}, òî X óçàãàëüíåíî
åêâiâàëåíòíå îäíîìó iç çîáðàæåíü:

Υ13 = Γ1 + Γ1 + Γ1, Υ14 = Γ1 + Γ1 + Γ2, Υ15 = Γ1 + Γ2 + Γ2,
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Υ16 = Γ2 + Γ2 + Γ2, Υ17 = Γ1 + Γ2 + Γ3, Υ18 = Γ2 + Γ3 + Γ4.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Çàóâàæèìî, ùî â [7] äà¹òüñÿ êëàñèôiêàöiþ öiëî÷èñëîâèõ 2-àäè÷íèõ çîáðà-

æåíü ÷åòâåðíî¨ ãðóïè Êëåéíà ç òî÷íiñòþ äî ñëàáêî¨ åêâiâàëåíòíîñòi.
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