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One proves that in the case of an in�nite �eld of characteristic 2 there exist in�nitely many
dimensions in each of which the dihedral group of order 8 has in�nitely many indecomposable
pairwise non-equivalent matrix representations of constant rank.

Äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè 2, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî
ðàçìåðíîñòåé, â êàæäîé èç êîòîðûõ äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà âîñüìîãî ïîðÿäêà èìååò áåñêîíå÷-
íî ìíîãî íåðàçëîæèìûõ ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîñòîÿííîãî
ðàíãà.

Â ðàáîòå [1], íàïèñàííîé ïîä âëèÿíèåì ñòàòüè [2] (â êîòîðîé äëÿ êîíå÷íîé
ãðóïïû G è ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè p > 0 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ìîäóëåé ïîñòîÿííîãî
æîðäàíîâîãî òèïà, à òàêæå èçó÷àþòñÿ òàêèå ìîäóëè) ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîé-
ñòâà ðàçëè÷íûõ ìàòðè÷íûõ çàäà÷, ñâÿçàííûå ñ ðàíãàìè ìàòðèö; â ÷àñòíîñòè,
îïèñûâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîñòîÿííîãî ðàíãà ÷åòâåðíîé ãðóïïû Êëåéíà (íàè-
ìåíüøåé äòýäðàëüíîé ãðóïïû) íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòå-
ðèñòèêè 2. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîñòîÿííîãî ðàíãà � ýòî òî æå
ñàìîå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîñòîÿííîãî æîðäàíîâîãî òèïà. Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé
ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé p-ãðóïïû G ðàññìàòðèâàåòñÿ â [3]; äîêàçàíî, ÷òî åñëè
p = 2 è |G| > 4 èëè p > 2 è |G| > p, òî çàäà÷à îá îïèñàíèè ïðåäñòàâëåíèé
ïîñòîÿííîãî æîðäàíîâîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ äèêîé, ò. å. ñîäåðæèò â ñåáå çàäà÷ó î
ïàðå ìàòðèö (òî÷íîå îïðåäåëåíèå ñì. â [4]).

Â. Ì. Áîíäàðåíêî ïîñòàâèë çàäà÷ó îá èçó÷åíèè ñâîéñòâ ìàòðè÷íûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé (íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2) âñåõ äèýäðàëüíûõ ãðóïï, òàêæå ñâÿ-
çàííûõ ñ ðàíãàìè ìàòðèö, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî âñå ïðåäñòàâëåíèÿ äè-
ýäðàëüíûõ ãðóïï (ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè) îïèñàíû [5] (îòíîñèòåëüíî
äèýäðàëüíûõ 2-ãðóïï ñì. òàêæå [6]). Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíî èç
òàêèõ ñâîéñòâ äëÿ äèýäðàëüíîé ãðóïïû ïîðÿäêà 8 (êîòîðîå íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
÷åòâåðíîé ãðóïïû Êëåéíà).

1. Ïðåäñòàâëåíèÿ ÷åòâåðíîé ãðóïïû Êëåéíà ïîñòîÿííîãî ðàíãà. Â
ðàáîòå [1] äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïîâîé ñõåìû G è ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè p > 0 ââî-
äèòñÿ ïîíÿòèå ìîäóëåé ïîñòîÿííîãî æîðäàíîâîãî òèïà. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, äëÿ
÷åòâåðíîé ãðóïïû Êëåéíà G2 = (2, 2) ñî ñòàíäàðòíûìè îáðàçóþùèìè g1, g2 è
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ k õàðàêòåðèñòèêè 2, ýòî îçíà÷àåò (íà ÿçûêå
ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé), ÷òî ñàìîàííóëèðóþùèå ïîïàðíî êîììóòèðóþùèå
ìàòðèöû A1, A2, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàì a1 = 1+ g1, a2 = 1+ g2 ãðóïïîâîé
àëãåáðû kG, óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ðàíã ìàòðèöû αA1 + βA2,
ãäå α, β ∈ k, (α, β) ̸= (0, 0), íå çàâèñèò îò âûáîðà α è β.

Ïîëîæèì a = g1, b = g2. Åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ðàçìåðíîñòè s îáîçíà÷àåì
÷åðåç Es.

Â ðàáîòå [1] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ îïèñûâàåò íåðàçëîæèìûå
ïðåäñòàâëåíèÿ ÷åòâåðíîé ãðóïïû Êëåéíà, èìåþùèå ïîñòîÿííûé ðàíã.
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Òåîðåìà 1. Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G2 (íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïî-
ëåì k õàðàêòåðèñòèêè 2) âèäà

a) a→ (1), b→ (1),

b) a→


1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1

 , b→


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 ,

c) a→


Es Es 0

0 Es+1

 , b→


Es 0 Es

0 Es+1

 ,

d) a→


Es+1

Es
0̃

0 Es

 , b→


Es+1

0̃
Es

0 Es

 ,

ãäå s ≥ 1, îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó íåðàçëîæèìûõ ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ
ïðåäñòàâëåíèé ïîñòîÿííîãî ðàíãà.

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, â êàæäîé ðàçìåðíîñòè ÷èñ-
ëî íåðàçëîæèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîñòîÿííîãî ðàíãà êîíå÷íî (â ÷àñòíîñòè, ìî-
æåò áûòü íóëåâûì).

2. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà. Â ýòîé ñòàòüå ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äèýäðàëüíîé ãðóïïû G8 = ⟨a, b | a2 = 1, b2 = 1, (ab)4 = 1⟩
ïîðÿäêà 8 íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè 2. Ïî àíàëîãèè ñ ÷åòâåðíîé
ãðóïïîé Êëåéíà, ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå T ãðóïïû G8 íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèåì ïîñòîÿííîãî ðàíãà (îòíîñèòåëüíî a, b), åñëè ðàíã ìàòðèöû α(E + Ta) +
β(E+Tb), ãäå α, β ∈ k, (α, β) ̸= (0, 0), íå çàâèñèò îò âûáîðà α è β (E îáîçíà÷àåò
åäèíè÷íóþ ìàòðèöó).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü k � áåñêîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2 è n � íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 4. Òîãäà íàä ïîëåì k ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî
íåðàçëîæèìûõ ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé ðàçìåðíîñòè n, êî-
òîðûå èìåþò ïîñòîÿííûé ðàíã.

Ïîä÷åðêíåì (ñì. ï. 1), ÷òî äëÿ ÷åòâåðíîé ãðóïïû Êëåéíà (äèýäðàëüíîé ãðóï-
ïû ïîðÿäêà 4) òàêèõ ðàçìåðíîñòåé íå ñóùåñòâóåò.

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü n = 4m. Äëÿ íåíóëåâîãî ýëåìåí-
òà λ ∈ k ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå T = T (n, λ) (ðàçìåðíîñòè n)
ãðóïïû D8:

a→ Ta =


Em Em 0 0
0 Em 0 0
0 0 Em 0
0 0 Em Em

 ,
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b→ Tb =


Em 0 0 Jm(λ)
0 Em Em 0
0 0 Em 0
0 0 0 Em

 ,

ãäå Jm(λ) � êëåòêà Æîðäàíà ðàçìåðíîñòè m ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì λ. Òî, ÷òî
T ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû D8, ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

(TaTb)
4 =



Em Em 0 0
0 Em 0 0
0 0 Em 0
0 0 Em Em



Em 0 0 Jm(λ)
0 Em Em 0
0 0 Em 0
0 0 0 Em




4

=

=


Em Em Em Jm(λ)
0 Em Em 0
0 0 Em 0
0 0 Em Em


4

=


Em 0 Em + Jm(λ) 0
0 Em 0 0
0 0 Em 0
0 0 0 Em


2

= En.

Ëåììà 1. Ïðåäñòàâëåíèå T = T (n, λ) íåðàçëîæèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà ñëåäóåò èç îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû [5]. Ïðè-
âåäåì ÿâíîå äîêàçàòåëüñòâî, à èìåííî ïîêàæåì, ÷òî àëãåáðà End(T ) ýíäîìîð-
ôèçìîâ ïðåäñòàâëåíèÿ T ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé. Àëãåáðà End(T ) ñîñòîèò èç âñåõ
ìàòðèö

X =


X11 X12 X13 X14

X21 X22 X23 X24

X31 X32 X33 X34

X41 X42 X43 X44


òàêèõ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà TaX = XTa è TbX = XTb èëè, ÷òî ýêâèâà-
ëåíòíî, ðàâåíñòâà (En + Ta)X = X(En + Ta) è (En + Tb)X = X(En + Tb). Âñå
áëîêè ìàòðèöû X èìåþò ðàçìåðíîñòü m.

Èòàê, èìååì ðàâåíñòâà
0 Em 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 Em 0



X11 X12 X13 X14

X21 X22 X23 X24

X31 X32 X33 X34

X41 X42 X43 X44

 =

=


X11 X12 X13 X14

X21 X22 X23 X24

X31 X32 X33 X34

X41 X42 X43 X44



0 Em 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 Em 0

 ,


0 0 0 Jm(λ)
0 0 Em 0
0 0 0 0
0 0 0 0



X11 X12 X13 X14

X21 X22 X23 X24

X31 X32 X33 X34

X41 X42 X43 X44

 =

=


X11 X12 X13 X14

X21 X22 X23 X24

X31 X32 X33 X34

X41 X42 X43 X44



0 0 0 Jm(λ)
0 0 Em 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .
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Ïåðåìíîæèâ ìàòðèöû, ïîëó÷àåì:
X21 X22 X23 X24

0 0 0 0
0 0 0 0
X31 X32 X33 X34

 =


0 X11 X14 0
0 X21 X24 0
0 X31 X34 0
0 X41 X44 0

 ,


JX41 JX42 JX43 JX44

X31 X32 X33 X34

0 0 0 0
0 0 0 0

 =


0 0 X12 X11J
0 0 X22 X21J
0 0 X32 X31J
0 0 X42 X41J

 ,

ãäå J = Jm(λ). Èç ýòèõ ìàòðè÷íûõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà X èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

X =


X11 ∗ ∗ ∗
0 X11 ∗ ∗
0 0 X11 0
0 0 ∗ X11


è ïðè ýòîì X11Jm(λ) = Jm(λ)X11. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà X îäèíàêîâîé ïåðåñòà-
íîâêîé ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ ïîëîñ ïðèâîäèòñÿ ê âåðõíåìó áëî÷íî-
òðåóãîëüíîìó âèäó, à ìíîæåñòâî ìàòðèö, êîòîðûå êîììóòèðóþò ñ êëåòêîéÆîð-
äàíà èìåþò âåðõíèé òðåóãîëüíûé âèä ñ ðàâíûìè ýëåìåíòàìè íà ãëàâíîé äèà-
ãîíàëè, òî àëãåáðà ýíäîìîðôèçìîâ ïðåäñòàâëåíèÿ T ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé.

Ëåììà äîêàçàíà.
×òîáû çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî, óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå T =

T (n, λ) èìååò ïîñòîÿííûé ðàíã. Ìàòðèöà α(E + Ta) + β(E + Tb) ðàâíà ìàòðèöå

α


0 Em 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 Em 0

+ β


0 0 0 Jm(λ)
0 0 Em 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 =


0 αEm 0 βJm(λ)
0 0 βEm 0
0 0 0 0
0 0 αEm 0

 ,

ðàíã êîòîðîé ðàâåí 2m íåçàâèñèìî îò α è β (ó÷èòûâàÿ, ÷òî α ̸= 0 èëè β ̸= 0, à
òàêæå λ ̸= 0).
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