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IÑÍÓÂÀÍÍß ÍÅÒÐÈÂIÀËÜÍÎÃÎ ÀÒÐÀÊÒÎÐÓ ÄËß ÎÄÍI��
ÏÀÐÀÁÎËI×ÍÎ� IÌÏÓËÜÑÍÎ� ÑÈÑÒÅÌÈ

In this paper was proved existence of nontrivial global attractor for impulsive dynamical system,
generated by the two-dimensional parabolic system. Solutions of this system have multi-valued
impulsive perturbations at the moments of intersection with given subset of the phase space.

Ó ðîáîòi äîâåäåíî iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíîãî ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðó äëÿ iìïóëüñíî¨ äèíàìi-
÷íî¨ ñèñòåìè, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ äâîâèìiðíîþ ïàðàáîëi÷íîþ ñèñòåìîþ, ðîçâ'ÿçêè ÿêî¨ çàçíà-
þòü ìíîãîçíà÷íîãî iìïóëüñíîãî çáóðåííÿ ïðè äîñÿãíåííi ôiêñîâàíî¨ ïiäìíîæèíè ôàçîâîãî
ïðîñòîðó.

1. Âñòóï. Îäíèì ç îñíîâíèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ äè-
ñèïàòèâíèõ åâîëþöiéíèõ ñèñòåì ¹ òåîðiÿ ãëîáàëüíèõ àòðàêòîðiâ [1]. Õàðàêòåð
ïîâåäiíêè ðîçïîäiëåíèõ ñèñòåì iç çáóðåííÿìè ó ôiêñîâàíi ìîìåíòè ÷àñó [2]
äîñëiäæóâàâñÿ ó ðîáîòàõ [3�5]. Çîêðåìà, áóëè âñòàíîâëåíi êðèòåði¨ iñíóâàííÿ
òà âëàñòèâîñòi ãëîáàëüíèõ àòðàêòîðiâ. Âàæëèâèì êëàñîì ñèñòåì ç iìïóëüñíèì
âïëèâîì ó íåôiêñîâàíi ìîìåíòè ÷àñó ¹ iìïóëüñíi äèíàìi÷íi ñèñòåìè [2,6]. Ó ðî-
áîòàõ [7�10] ó âèïàäêó ñêií÷åííîâèìiðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòîðó äîñëiäæóâàëàñü
ÿêiñíà ïîâåäiíêà òàêèõ ñèñòåì. Ó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó âèïàäêó äëÿ êëàñó iì-
ïóëüñíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì iç ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ñòðèáêiâ âçäîâæ òðà¹-
êòîði¨, îñíîâíèì îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ ¹ ãëîáàëüíi àòðàêòîðè [11, 12]. Áiëüø çà-
ãàëüíèé ïiäõiä ùîäî äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ ñèñòåì áóëî ðîç-
ðîáëåíî â [13, 14]. Éîãî ðåàëiçàöiÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç
ìíîãîçíà÷íèì iìïóëüñíèì çáóðåííÿì çäiéñíåíà â [15]. Ó äàíié ðîáîòi öåé ïiä-
õiä çàñòîñîâó¹òüñÿ äî iìïóëüñíî¨ äâîâèìiðíî¨ ïàðàáîëi÷íî¨ ñèñòåìè, ðîçâ'ÿçêè
ÿêî¨ çàçíàþòü ìíîãîçíà÷íîãî iìïóëüñíîãî çáóðåííÿ ïðè äîñÿãíåííi ôiêñîâàíî¨
ïiäìíîæèíè ôàçîâîãî ïðîñòîðó.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé Ω ⊂ Rn, n ≥ 1 � îáìåæåíà îáëàñòü. Âiäíî-
ñíî íåâiäîìèõ ôóíêöié u(t, x), v(t, x) â (0,+∞) × Ω ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïàðàáîëi÷íà
ñèñòåìà: 

∂u
∂t

= a∆u,
∂v
∂t

= a∆v + 2b∆u,
u|∂Ω = v|∂Ω = 0,

(1)

äå
a > 0, |b| < a. (2)

Ôàçîâèì ïðîñòîðîì çàäà÷i (1) ¹ ïðîñòið H = L2(Ω)×L2(Ω) ç íîðìîþ ∥z∥H =√
∥u∥2 + ∥v∥2, äå òóò i íàäàëi ∥ · ∥ òà (·, ·) � öå íîðìà òà ñêàëÿðíèé äîáóòîê â

L2(Ω).
Ñèñòåìà (1) ïîðîäæó¹ íàïiâãðóïó V : R+ ×H → H, äëÿ ÿêî¨ â ñèëó (2)

∃δ > 0, ∀t ≥ 0, ∀z0 ∈ H ∥V (t, z0)∥H ≤ e−δt∥z0∥H (3)

òà ñïðàâåäëèâà òàêà ôîðìóëà:

∀t ≥ 0, ∀z0 =
(
u0
v0

)
∈ H V (t, z0) =

∞∑
i=1

( (u0, ψi)
(v0, ψi)− 2bλi(u0, ψi)t

)
e−aλitψi,

(4)
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äå {λi}∞i=1 ⊂ (0,+∞), {ψi}∞i=1 ⊂ H1
0 (Ω) � ðîçâ'ÿçêè ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i{
∆ψ = −λψ,
ψ|∂Ω = 0.

(5)

Çà ôóíêöiþ ψ, âûäïîâûäíî äî [14], âûçüìåìî ðîçâ'ÿçîê (5):

ψ := ψ1, λ := λ1.

Î÷åâèäíî, ùî â ñèëó îöiíêè (3) íàïiâãðóïà V ìà¹ òðèâiàëüíèé ãëîáàëüíèé

àòðàêòîð A =

{
0
0

}
.

Äëÿ ôiêñîâàíèõ α > 0, β > 0, γ > 0, µ > 0 íà ðîçâ'ÿçêàõ (1) ðîçãëÿäà¹òüñÿ
íàñòóïíà iìïóëüñíà çàäà÷à:
êîëè ôàçîâà òî÷êà z(t) äîñÿãà¹ iìïóëüñíî¨ ìíîæèíè

M =
{
z =

(
u
v

)
∈ H

∣∣∣∣ |(u, ψ1)| ≤ γ, αu+ βv = 1
}
, (6)

iìïóëüñíå ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ I :M 7→M ′ ïåðåâîäèòü ¨¨ â íîâå ïîëîæå-
ííÿ z+ ∈ Iz ⊂M

′
, äå

M
′
=
{
z =

(
u
v

)
∈ H

∣∣∣∣ |(u, ψ)| ≤ γ, αu+ βv = 1 + µ
}
. (7)

Ó ðîáîòi äëÿ ïåâíîãî êëàñó âiäîáðàæåíü I äîâåäåíî, ùî iìïóëüñíà çàäà÷à
(1), (6), (7) ïîðîäæó¹ iìïóëüñíó ìíîãîçíà÷íó äèíàìi÷íó ñèñòåìó, äëÿ ÿêî¨ â
ôàçîâîìó ïðîñòîði H iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ãëîáàëüíèé àòðàêòîð i âñòàíîâëåíî
éîãî ÿâíó ôîðìóëó.

3. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Çà ïîáóäîâîþ

M ∩M ′ = ∅,

∀z0 =
(
u0
v0

)
∈M äëÿ z(t) =

(
u(t)
v(t)

)
= V (t, z0) â ñèëó (4)

∀t ≥ 0 α(u(t), ψ) + β(v(t), ψ) = e−αλt(1− 2bλtβ(u0, ψ)).

Îòæå, ∃τ = τ(z0) > 0, ∀t ∈ (0, τ) V (t, z0) /∈M.
Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

∀z ∈ H M+(z) =

(∪
t>0

V (t, z)

)
∩M.

Òîäi, ÿêùî M+(x) ̸= ∅, òî iñíó¹ ìîìåíò ÷àñó s = ϕ(z) òàêèé, ùî

∀ t ∈ (0, s) V (t, z) ̸∈M òà V (s, z) ∈M.

Òàêèì ÷èíîì, ïîáóäó¹ìî iìïóëüñíó òðà¹êòîðiþ φ : R+ → H, ÿêà ñòàðòó¹ ç òî÷êè
z ∈ H.

ßêùî M+(z) = ∅, òîäi φ(t) = V (t, z) ∀t ≥ 0.
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ßêùî M+(z) ̸= ∅, òî äëÿ s0 = ϕ(z), z1 = V (s0, z) òà z
+
1 ∈ Iz1 âèçíà÷èìî φ

íà [0, s0] çà íàñòóïíèì ïðàâèëîì:

φ(t) =

{
V (t, z), t ∈ [0, s0),

z+1 , t = s0.

ßêùî M+(z+1 ) = ∅, òîäi φ(t) = V (t− s0, z
+
1 ) ∀t ≥ s0.

ßêùî M+(z+1 ) ̸= ∅, òî äëÿ s1 = ϕ(z+1 ), z2 = V (s1, z
+
1 ) òà z

+
2 ∈ Iz2 âèçíà÷èìî

φ íà [s0, s0 + s1] çà íàñòóïíèì ïðàâèëîì:

φ(t) =

{
V (t− s0, z

+
1 ), t ∈ [s0, s0 + s1),

z+2 , t = s0 + s1.

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî, îòðèìà¹ìî iìïóëüñíó òðà¹êòîðiþ çi ñêií÷åííîþ àáî
íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ iìïóëüñíèõ òî÷îê {z+n }n≥1 òà âiäïîâiäíèõ ìîìåíòiâ ÷àñó
{sn}n≥0. Ïîêëàäåìî t0 = 0, tn+1 :=

∑n
k=0 sk, n ≥ 0.

ßêùî φ̃ ìà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü iìïóëüñíèõ çáóðåíü, òîäi òðà¹êòîðiÿ îïè-
ñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

∀n ≥ 0, ∀t ∈ [tn, tn+1] φ(t) =

{
V (t− tn, z

+
n ), t ∈ [tn, tn+1),

z+n+1, t = tn+1.
(8)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Kz ìíîæèíó âñiõ iìïóëüñíèõ òðà¹êòîðié, ùî ïî÷èíàþòü
ðóõ ç òî÷êè z òà äîâåäåìî, ùî âîíè âèçíà÷åíi íà [0,+∞).

Äëÿ öüîãî, â ñèëó (3), äàíå òâåðäæåííÿ äîñòàòíüî äîâåñòè äëÿ z0 ∈M ′.

Äëÿ z(t) =

(
u(t)
v(t)

)
= V (t, z0) ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

g(t) = α(u(t), ψ) + β(v(t), ψ) = e−aλt(1 + µ− 2βbλt(u0, ψ)).

Â ñèëó (4) ∀t ≥ 0 |(u(t), ψ)| ≤ γ. Êðiì òîãî, g(0) = 1 + µ, lim
t→∞

g(t) = 0.

Îòæå, ∃s0 > 0 � ìîìåíò ïåðøîãî ïîòðàïëÿííÿ ôàçîâî¨ òî÷êè íà ìíîæèíó
M , òîáòî

∀s0 > 0 : |(u(s0), ψ)| ≤ γ, g(s0) = 1.

Çi íàñòóïíèõ ñïiââiäíîøåíü{
eaλs0 = 1 + µ− 2βbλs0(u0, ψ),
|(u0, ψ)| ≤ γ,

îäåðæó¹ìî, ùî
s0 ≥ s, (9)

äå s > 0 ¹ êîðåíåì ðiâíÿííÿ eaλs = 1+ µ− 2β|b|λγs. Çîêðåìà, s íå çàëåæèòü âiä
z0.

Îòæå, êîæíà iìïóëüñíà òðà¹êòîðiÿ, ùî ñòàðòó¹ ç ìíîæèíè M ′, ìà¹ íåñêií-
÷åíó êiëüêiñòü iìïóëüñíèõ òî÷îê i

∑∞
k=0 sk = ∞. Îòæå, φ âèçíà÷åíà íà [0,+∞).

Òàêèì ÷èíîì, êîðåêòíî âèçíà÷åíà iìïóëüñíà ìíîãîçíà÷íà äèíàìi÷íà ñèñòå-
ìà G : R+ ×H → 2H :

∀t ≥ 0, ∀z ∈ H G(t, z) = {φ(t)| φ ∈ Kz} . (10)
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Îçíà÷åííÿ 1 ( [14]). Ïiäìíîæèíà A ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ ãëîáàëüíèì àòðà-
êòîðîì ìíîãîçíà÷íî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè G, ÿêùî

1) A � êîìïàêòíà ìíîæèíà,

2) A � ðiâíîìiðíî ïðèòÿãóþ÷à, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêî¨ îáìåæåíî¨ B ⊂ H

dist(G(t, B), A) → 0, t→ ∞;

3) A � ìiíiìàëüíà â êëàñi çàìêíåíèõ ìíîæèí, ùî çàäîâîëüíÿþòü 2).

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ðîáîòè ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé iìïóëüñíå âiäîáðàæåííÿ I ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

äëÿ z =
∞∑
i=1

(
ci
di

)
ψi ∈M

Iz =
{( c

′
1

d
′
1

)
ψ1 +

∞∑
i=2

(
ci
di

)
ψi | |c

′

1| ≤ γ, αc
′

1 + βd
′

1 = 1 + µ
}
. (11)

Òîäi ìíîãîçíà÷íà äèíàìi÷íà ñèñòåìà G, çàäàíà ôîðìóëîþ (10), ìà¹ â ôà-
çîâîìó ïðîñòîði H ãëîáàëüíèé àòðàêòîð A, ïðè÷îìó

A =
∪

t∈[0,τ ], |c1|≤γ

{(
c1

d1 − 2bλc1t

)
e−aλtψ1

∣∣∣∣ αc1 + βd1 = 1 + µ
(1 + µ− 2bβλc1τ)e

−aλτ = 1

}
∪
{( 0

0

)}
.

(12)

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî [4], [5] äëÿ iñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðó íåîáõiäíî
ïåðåâiðèòè íàñòóïíi óìîâè:

1) äèñèïàòèâíiñòü:

∃R0 > 0, forallR > 0 ∃T = T (R), ∀t ≥ T, ∀z0 ∈ H, ∥z0∥H ≤ R,

∀φ ∈ Kz0 , ∥φ(t)∥H ≤ R0, (13)

2) àñèìïòîòè÷íó êîìïàêòíiñòü:

∀tn → ∞ áóäü-ÿêà îáìåæåíà {z0n} ⊂ H ∀ξn ∈ G(tn, z
0
n) (14)

ïîñëiäîâíiñòü {ξn} ïåðåäêîìïàêòíà â H.

Äîâåäåìî (13). Íåõàé ∥z0∥H ≤ R, äå R > 0 äîñòàòíüî âåëèêå. ßêùî òðà¹êòî-
ðiÿ φ ∈ Kz0 íå çàçíà¹ iìïóëüñíèõ çáóðåíü, òî â ñèëó (3)

∀t ≥ 1

δ
lnR∥φ(t)∥H ≤ 1. (15)

Iíàêøå äëÿ ìîìåíòó s0 > 0 ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

e−aλs0(α(u0, ψ) + β(v0, ψ)− 2βbλs0(u0, ψ)) = 1.
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Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî s0 ≤ s(R), äå s(R) > 0 � êîðiíü íàñòóïíîãî ðiâíÿííÿ

eaλs =
√
α2 + β2R + 2β|b|λsR.

Ïiñëÿ öüîãî ôàçîâà òî÷êà îïèíÿ¹òüñÿ â ïîëîæåííi z+1 ∈ I(V (s0, z0)). Ç (11)
âèâîäèìî îöiíêó:

∀z ∈ H, ∀z+ ∈ I(z) ∥z+∥2H ≤ ζ2 + ∥z∥2H , (16)

äå ζ2 := γ2 + (1+µ+αγ
β

)2.
Çîêðåìà

∥z+1 ∥2H ≤ ζ2 + ∥V (s0, z0)∥2H ≤ ζ2 +R2.

Òàêèì ÷èíîì, âëàñòèâiñòü äèñèïàòèâíîñòi äîñòàòíüî äîâåñòè äëÿ

z0 ∈M
′
, ∥z0∥H ≤ R.

Íåõàé φ ∈ Kz0 ìà¹ ñòðèáêè â ìîìåíòè {s0, s0 + s1, ...} ç iìïóëüñíèìè òî÷êàìè
{z+i }∞i=1. Ç (9) îòðèìó¹ìî ∀i ≥ 0 si ≥ s.
Òîäi ç (3), (16) îäåðæó¹ìî:

∥φ(s0)∥2H ≤ e−2δsR2 + ζ2,

∥φ(s0 + s1)∥2H ≤ e−4δsR2 + e−2δsζ2 + ζ2.

Ïiñëÿ k ≥ 1 îäåðæó¹ìî∥∥∥∥∥φ
(

k∑
i=0

si

)∥∥∥∥∥
2

H

≤ e−2δ(k+1)s̄R2 +
ζ2

1− e−2δs̄
. (17)

Òàêèì ÷èíîì ç (3), (17) îäåðæó¹ìî øóêàíó äèñèïàòèâíiñòü.
Äîâåäåìî àñèìïòîòè÷íó êîìïàêòíiñòü (14).

Håõàé z0n =
∑∞

i=1

(
c
(n)
i

d
(n)
i

)
· ψi, ∥z0n∥H ≤ R � äîâiëüíà îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü

ïî÷àòêîâèõ äàíèõ i tn ↗ +∞.
ßêùî äëÿ íåñêií÷åííî áàãàòüîõ n ≥ 1M+(z0n) = ∅, òî â ñèëó (3)

G(tn, z
0
n) = V (tn, z

0
n) → 0, n→ ∞.

Iíàêøå, äëÿ ìîìåíòiâ iìïóëüñiâ {s(n)i }∞i=0 òà iìïóëüñíèõ òî÷îê {z(n)+i }∞i=1 ìà¹ìî:

∀i ≥ 0 t
(n)
i+1 :=

i∑
k=0

s
(n)
k ≥ (i+ 1)s, (18)

z
(n)+
i =

(
c̄1

(n)

d̄1
(n)

)
· ψ1 +

∞∑
j=2

(
c
(n)
j

d
(n)
j − 2bc

(n)
j λjt

(n)
j+1

)
· e−aλjt

(n)
j+1 , (19)

äå |c̄1(n)| ≤ γ, αc̄1
(n) + βd̄1

(n)
= 1 + µ.
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Òàê ÿê ∀n ≥ 1 ∃k(n) ≥ n òàêå, ùî t(n)k(n)−1 ≤ tn < t
(n)
k(n), òî äëÿ ξn = G(tn, z

0
n)

ìà¹ìî:
ξn = V (τn, ηn), (20)

äå ηn = z
(n)+
k(n) , τn = tn − tnk(n)−1 ∈ [0, s̄].

Îòæå, ç (19) ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi

ηn → η =

(
c̄1
d̄1

)
ψ1, n→ ∞, (21)

äå |c̄1| ≤ γ, αc̄1 + βd̄1 = 1 + µ.
Îñêiëüêè ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi τn → τ , òî ç (20) òà âëàñòèâîñòåé íàïiâãðó-

ïè V âèâîäèìî ïðåäêîìïàêòíiñòü {ξn}, ùî i äîâîäèòü iñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî
àòðàêòîðà A.

Îñêiëüêè çà ïîáóäîâîþ [4] A ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü âñiõ ïîñëiäîâ-

íîñòåé âèäó ξn ∈ G(tn, BR0), äå tn ↗ ∞, BR0 =
{
z | ∥z∥H ≤ R0

}
, òî àáî ξn → 0,

àáî ç (20) òà (21)
ξn = V (τn, ηn) → ξ = V (τ, η),

äå τ ∈ [0, τ̄ ], τ̄ > 0 îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíîñòi

e−aλτ̄ (1 + µ− 2βbc̄1τ̄) = 1,

äå |c̄1| ≤ γ, αc̄1 + βd̄1 = 1 + µ. Çâiäñè âèâîäèìî (12).
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 1. Àíàëîãi÷íî ìiðêóâàííÿì ðîáîòè [15] ìîæíà ïîêàçàòè âè-
êîíàííÿ íàñòóïíî¨ âëàñòèâîñòi:

∀t ≥ 0 G(t, A \M) = A \M.
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