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ËÅÊÑÈÊÎÃÐÀÔI×ÍÎ� ÇÀÄÀ×I ÏÐÎ ÐÀÍÅÖÜ Ç
ÀËÜÒÅÐÍÀÒÈÂÍÈÌÈ ÊÐÈÒÅÐIßÌÈ

The method of finding of attainable optimum solutions of lexicographic knapsack problem with
alternative criteria by reducing it to the problem of onecriterion optimization with a scalar objective
function is considered.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìåòîä çíàõîäæåííÿ äîñÿæíèõ îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i ëåêñèêîãðàôi÷íî¨
îïòèìiçàöi¨ ïðî ðàíåöü ç àëüòåðíàòèâíèìè êðèòåðiÿìè øëÿõîì çâåäåííÿ ¨¨ äî îäíîêðèòåði-
àëüíî¨ çàäà÷i ç ñêàëÿðíîþ öiëüîâîþ ôóíêöi¹þ.

Âñòóï. Ïðèêëàäíi çàäà÷i ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ ïðî ðàíåöü âèíèêàþòü
ó âèïàäêó, êîëè îïòèìàëüíèé íàáið ó êëàñè÷íié çàäà÷i ïðî ðàíåöü íåîáõiäíî
çíàéòè íà îñíîâi áàãàòüîõ êðèòåði¨â, ÿêi ñòðîãî ðàíæèðîâàíi çà âàæëèâiñòþ.
Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i â [1, 4] çàïðîïîíîâàíî ïiäõiä, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà
âèêîðèñòàííi ñõåìè ñêàëÿðèçàöi¨. Òàêèé ïiäõiä äëÿ çàäà÷i ïðî ðàíåöü ìà¹ ñóò-
ò¹âèé íåäîëiê, îñêiëüêè íà ïåðøîìó êðîöi ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ êëàñè÷íà çàäà÷à ïðî
ðàíåöü ç îäíèì (ïåðøèì) êðèòåði¹ì, àëå íà óñiõ íàñòóïíèõ íà ìíîæèíó äîïóñòè-
ìèõ ðîçâ'ÿçêiâ íàêëàäà¹òüñÿ äîäàòêîâå îáìåæåííÿ, ÿêå íå äîçâîëÿ¹ çàñòîñóâà-
òè íà öèõ êðîêàõ êëàñè÷íi ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî ðàíåöü. Çíàõîäæåííÿ
äîñÿæíèõ îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ çàäà÷i ïðî ðàíåöü øëÿõîì
ïîáóäîâè ôóíêöiîíàëó, ùî ïðåäñòàâëÿ¹ ëåêñèêîãðàôi÷íèé ïîðÿäîê âiääà÷i ïå-
ðåâàãè íà ìíîæèíi äîïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðîçãëÿíóòî ó [2, 5].

Ó äàíié ñòàòòi ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ äîñÿæíèõ îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿç-
êiâ ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ çàäà÷i ïðî ðàíåöü, ó ÿêié íà äåÿêi iç êðèòåði¨â íàêëàäåíî
óìîâè äîïóñòèìîñòi [3]. ßêùî äëÿ äåÿêîãî iç òàêèõ êðèòåði¨â óìîâè äîïóñòèìî-
ñòi íå âèêîíóþòüñÿ, òî öåé êðèòåðié ïîâèíåí áóòè âèêëþ÷åíèé iç ïîäàëüøîãî
ðîçãëÿäó. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i çàïðîïîíîâàíî ïiäõiä, ùî äîçâîëÿ¹ çâåñòè
äàíó çàäà÷ó äî çàäà÷i îäíîêðèòåðiàëüíî¨ îïòèìiçàöi¨.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ òàêîæ çàäà÷à ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ ç àëüòåðíàòèâíè-
ìè çàëåæíèìè êðèòåðiÿìè. Òàêi çàäà÷i âèíèêàþòü ó âèïàäêó, êîëè äîïóñòèìiñòü
îäíîãî iç êðèòåði¨â çàëåæèòü âiä äîïóñòèìîñòi iíøèõ, ïîâ'ÿçàíèõ iç äàíèì êðè-
òåði¹ì.

1. Çíàõîäæåííÿ äîñÿæíèõ îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ëåêñèêîãðàôi-
÷íî¨ çàäà÷i ïðî ðàíåöü ç àëüòåðíàòèâíèìè êðèòåðiÿìè. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ
çàäà÷à

maxLc̄ (x) , x ∈ X, (1)

äå ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ X çàäà¹òüñÿ îáìåæåííÿìè

n∑
j=1

wjxj ≤ C,

xj ∈ Z, j = 1, n.
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Öiëüîâà ôóíêöiÿ c̄ (x) = (c1 (x) , c2 (x) , ....., cq (x)), çà ÿêîþ ïîðiâíþþòüñÿ
äîïóñòèìi àëüòåðíàòèâè, ¹ âåêòîðíîþ çãîðòêîþ êðèòåði¨â ck (x) , k = 1, 2, ..., q ó
ñóáîðäèíàöi¨ ñòðîãîãî ðàíæèðóâàííÿ Rg (1, 2, ..., q), à êîæåí ç êðèòåði¨â ck (x)�
ëiíiéíà ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ n çìiííèõ:

ck (x) =
n∑
j=1

ckjxj, 1 ≤ k ≤ q.

Öÿ ôóíêöiÿ ¹ îäíi¹þ iç ÷èñëîâèõ îöiíîê äîïóñòèìèõ àëüòåðíàòèâ.
Íåõàé αq > 0 � äåÿêå äîäàòíå ÷èñëî, à iíøi äîäàòíi ÷èñëà αq−1, αq−2, ..., α1

ïîñòóïîâî çíàõîäÿòüñÿ ç óìîâè

αr >
1

µr

q∑
k=r+1

αkMk, r = q − 1, q − 2, ..., 1,

äå 0 < µr ≤ min
i,j∈{1,2,...,n},cri ̸=crj

|cri − crj| ,

Mk ≥
(
max
j
ckj

) C

min
j
wj

−
(
min
j
ckj

) C

max
j
wj

 ,
( [ ] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà).

Ó [2] ïîêàçàíî, ùî îäåðæàíi òàêèì ÷èíîì êîåôiöi¹íòè ìîæóòü áóòè âèêîðè-
ñòàíi äëÿ çíàõîäæåííÿ äîñÿæíèõ îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ øëÿõîì ðîçâ'ÿçàííÿ
çàäà÷i

max L (x) =

q∑
k=1

αkck (x), x ∈ X. (2)

Íà îñíîâi çàäà÷ (1), (2) ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó, â ÿêié îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
íåîáõiäíî çíàéòè, âðàõîâóþ÷è òiëüêè îäèí êðèòåðié ÿêíàéâèùîãî ðàíãó ç ãðóïè
êðèòåði¨â ÿêíàéâèùîãî ðàíãó, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

ck (x) ≥ mk, mk ∈ R, k ∈ {1, 2, ..., q} . (3)

Òàêèé êðèòåðié ¹ äîïóñòèìèì, à äàíà çàäà÷à ¹ çàäà÷åþ ëåêñèêîãðàôi÷íî¨
îïòèìiçàöi¨ ç àëüòåðíàòèâíèìè êðèòåðiÿìè.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó ôóíêöiîíàëó

L (x) =

q∑
k=1

ᾱkck (x) (4)

íà äîïóñòèìié ìíîæèíi, ùî çàäà¹òüñÿ îáìåæåííÿìè

n∑
j=1

wjxj ≤ C, (5)

xj ∈ Z, j = 1, n, (6)

ck (x) ≥ mkyk, k = 1, 2, ..., q, (7)
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ᾱk = αkyk, k = 1, 2, ..., q, (8)

q∑
k=1

yk = 1, (9)

yk ∈ {0, 1} , k = 1, 2, ..., q. (10)

Íåõàé
(
⌢
x,

⌢
y,

⌢
α
)
=
(
⌢
x1,

⌢
x2, ...,

⌢
xn,

⌢
y1,

⌢
y2, ...,

⌢
yq,

⌢
α1,

⌢
α2, ...,

⌢
αq
)
¹ îïòèìàëüíèì ðîç-

â'ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i .

Òåîðåìà 1. Âåêòîð ⌢
x ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ ïðî

ðàíåöü ç àëüòåðíàòèâíèìè êðèòåðiÿìè.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ëåãêî îòðèìàòè, âðàõîâóþ÷è âèáið êîåôiöi¹íòiâ αk.
Î÷åâèäíî, ÿêùî îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê íåîáõiäíî çíàéòè â çàëåæíîñòi âiä

âèáîðó d, d ≥ 1 äîïóñòèìèõ êðèòåði¨â, òî îáìåæåííÿ (9) íåîáõiäíî çàìiíèòè
îáìåæåííÿì

q∑
k=1

yk = d.

2. Çíàõîäæåííÿ äîñÿæíèõ îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ëåêñèêîãðàôi-
÷íî¨ çàäà÷i ïðî ðàíåöü ç àëüòåðíàòèâíèìè çàëåæíèìè êðèòåðiÿìè.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ó çàäà÷i ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ ïðî ðàíåöü
ç àëüòåðíàòèâíèìè êðèòåðiÿìè äëÿ äîïóñòèìîñòi êðèòåðiþ ck (x) , k ∈ D ⊂
{1, 2, ..., q}, êðiì âèêîíàííÿ óìîâè (3), äîäàòêîâî âèìàãà¹òüñÿ, ùîá òàêà óìîâà
âèêîíóâàëàñü õî÷à á äëÿ îäíîãî iç êðèòåði¨â ci (x) , i ∈ Ik ⊂ {1, 2, ..., q}. Çàäà÷à
çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó â çàëåæíîñòi âiä âèáîðó p(p > 1) äîïóñòè-
ìèõ êðèòåði¨â ÿêíàéâèùîãî ðàíãó ¹ çàäà÷åþ ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ ïðî
ðàíåöü ç àëüòåðíàòèâíèìè çàëåæíèìè êðèòåðiÿìè.

Íåõàé (x̃, ỹ, α̃) = (x̃1, x̃2, ..., x̃n, ỹ1, ỹ2, ..., ỹq, α̃1, α̃2, ..., α̃q) ¹ îïòèìàëüíèì ðîç-
â'ÿçêîì çàäà÷i

L (x) =

q∑
k=1

ᾱkck (x)

íà äîïóñòèìié ìíîæèíi, ùî çàäà¹òüñÿ îáìåæåííÿìè

n∑
j=1

wjxj ≤ C,

xj ∈ Z, j = 1, n,

ck (x) ≥ mkyk, k = 1, 2, ..., q,

ᾱk = αkyk, k = 1, 2, ..., q,
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q∑
k=1

yk = p,

∑
j∈Ik

yj ≥ yk, k ∈ D,

yk ∈ {0, 1} , k = 1, 2, ..., q.

Òåîðåìà 2. Âåêòîð x̃ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ çàäà÷i ïðî ðàíåöü ç
àëüòåðíàòèâíèìè çàëåæíèìè êðèòåðiÿìè.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ëåãêî îòðèìàòè, âðàõîâóþ÷è âèáið êîåôiöi¹íòiâ αk.
Âèñíîâêè. Ðîçãëÿíóòi ó ðîáîòi ïiäõîäè äîçâîëÿþòü çâåñòè çàäà÷i ëåêñèêî-

ãðàôi÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ ïðî ðàíåöü ç àëüòåðíàòèâíèìè i àëüòåðíàòèâíèìè çàëå-
æíèìè êðèòåðiÿìè äî çàäà÷ îäíîêðèòåðiàëüíî¨ îïòèìiçàöi¨. Â öüîìó i ¹ ïåðåâàãà
çàïðîïîíîâàíèõ ïiäõîäiâ, îñêiëüêè âîíè äîçâîëÿþòü äëÿ çíàõîäæåííÿ äîñÿæíèõ
îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàñòîñóâàòè êëàñè÷íi ìåòîäè îäíîêðèòåðiàëüíî¨ îïòè-
ìiçàöi¨.
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