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ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÐÀÍÃÓ

Let K be a field of characteristic zero, A an integral domain over K and R = Frac(A), the fraction
field of the algebra A. The Lie algebra DerKA of all K-derivations of A can be isomorphically
embedded in the Lie algebra W (A) := RDerKA ⊆ DerKR. The rank of a subalgebra L ⊆ W (A) is
defined as the dimension of the vector space dimR RL. We study subalgebras L ⊆ W (A) of rank n
over R containing an abelian ideal of rank n over R. It is proved that if L contains an element D
such that the linear operator adD acts nonsingularly on the vector space FI, then the Lie algebra
FL is isomorphic to a subalgebra of the general affine Lie algebra gan(F ), where F is the field
of constants of the Lie algebra L. In case of subalgebras of rank 2 over R the above mentioned
restriction on adD can be omitted.

Íåõàé K � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü, A � îáëàñòü öiëiñíîñòi íàä K i R = Frac(A) � ïîëå
÷àñòîê äëÿ A. Àëãåáðà Ëi DerKA âñiõ K-äèôåðåíöiþâàíü A içîìîðôíî âêëàäà¹òüñÿ â àëãåáðó
Ëi W (A) := RDerKA ⊆ DerKR. Ðàíã äîâiëüíî¨ ïiäàëãåáðè L ⊆ W (A) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ðîç-
ìiðíiñòü âåêòîðíîãî ïðîñòîðó dimR RL. Â ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ ïiäàëãåáðè L ⊆ W (A) ðàíãó n
íàä R, ÿêi ìiñòÿòü àáåëåâèé iäåàë ðàíãó n. Äîâåäåíî, ùî ÿêùî L ìiñòèòü åëåìåíò D òàêèé,
ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð adD äi¹ íåâèðîäæåíî íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði FI, òî àëãåáðà Ëi FL
içîìîðôíà ïiäàëãåáði ïîâíî¨ àôiííî¨ àëãåáðè Ëi gan(F ), äå F � ïîëå êîíñòàíò äëÿ àëãåáðè Ëi
L. Ó âèïàäêó ïiäàëãåáð ðàíãó 2 íàä ïîëåì R îáìåæåííÿ íà adD ìîæå áóòè âiäêèíóòå.

Íåõàé K � äîâiëüíå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü i A � îáëàñòü öiëiñíîñòi íàä
K. Íàãàäà¹ìî, ùî K-äèôåðåíöiþâàííÿì àëãåáðè A íàçèâà¹òüñÿ òàêå K-ëiíiéíå
âiäîáðàæåííÿ D : A → A, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ïðàâèëî Ëåéáíiöà D(ab) =
D(a)b+aD(b),∀a, b ∈ A. Êîæíå K-äèôåðåíöiþâàííÿ àëãåáðè A îäíîçíà÷íî ïðî-
äîâæó¹òüñÿ äî K-äèôåðåíöiþâàííÿ ïîëÿ ÷àñòîê R = Frac(A). Âñi K-äèôåðåíöi-
þâàííÿ ïîëÿ R óòâîðþþòü àëãåáðó Ëi DerKR âiäíîñíî îïåðàöi¨ êîìóòóâàííÿ
[D1, D2] = D1D2 − D2D1. Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà r ∈ R i D ∈ DerKR
âèçíà÷åíî äèôåðåíöiþâàííÿ r ·D ïîëÿ R, òî DerKR ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì R (àëå íå àëãåáðîþ Ëi íàä ïîëåì R â çàãàëüíîìó âèïàäêó). Â àëãåáði Ëi
DerKR âèçíà÷åíà ïiäàëãåáðà RDerKA, ÿêó ìè äëÿ çðó÷íîñòi áóäåìî ïîçíà÷àòè
÷åðåç W (A).

Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäàëãåáðè L ⊆ W (A) (òóò àëãåáðà Ëi L ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàä
ïîëåì K) âèçíà÷åíèé ðàíã rkRL = dimRRL. Â ðîáîòi [3] âèâ÷àëèñÿ íiëüïîòåí-
òíi i ðîçâ'ÿçíi ïiäàëãåáðè iç àëãåáðè Ëi W (A) ñêií÷åííîãî ðàíãó íàä ïîëåì R.
Áóäîâà ïiäàëãåáð àëãåáðè Ëi W (A) ïðåäñòàâëÿ¹ âåëèêèé iíòåðåñ ó çâ'ÿçêó ç
òèì, ùî ó âèïàäêó, êîëè A = K[x1, . . . , xn] � êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ âiä n çìiííèõ i
R = K(x1, . . . , xn) � ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié, òî ïiäàëãåáðà L ⊆ W (A) ìîæå
ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê àëãåáðà Ëi âåêòîðíèõ ïîëiâ ç ç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè.
Òàêi àëãåáðè Ëi ç ïîëiíîìiàëüíèìè, ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÷è êîåôiöi-
¹íòàìè iç êiëüöÿ ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ âèâ÷àëèñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè
(äèâ., íàïðèêëàä, [1�3]).

Â äàíié ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ ïiäàëãåáðè ðàíãó n içW (A), ÿêi ìiñòÿòü àáåëåâèé
iäåàë I ðàíãó n íàä R (òîáòî ìàêñèìàëüíîãî ìîæëèâîãî ðàíãó). Ïðè óìîâi, ùî
â L ¹ åëåìåíò D òàêèé ùî ïðè¹äíàíå äèôåðåíöiþâàííÿ adD ¹ íåâèðîäæåíèì
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ëiíiéíèì îïåðàòîðîì íà FI (F � ïîëå êîíñòàíò àëãåáðè Ëi L) äîâåäåíî, ùî
àëãåáðà Ëi FL içîìîðôíà äåÿêié ïiäàëãåáði iç ïîâíî¨ àôiííî¨ àëãåáðè Ëi gan(F )
(Òåîðåìà 1). Ó âèïàäêó, êîëè àëãåáðà Ëi L ìà¹ ðàíã 2 íàä ïîëåì R âiä îáìåæå-
ííÿ íà ïðè¹äíàíå äèôåðåíöiþâàííÿ ìîæíà âiäìîâèòèñÿ, ÿê ïîêàçó¹ òåîðåìà 2
ðîáîòè.

Ïîçíà÷åííÿ â ðîáîòi ñòàíäàðòíi. Îñíîâíå ïîëå K äîâiëüíå õàðàêòåðèñòèêè
íóëü. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi äèôåðåíöiþâàíü êîìóòàòèâíèõ êiëåöü ìîæíà çíàéòè
â [4]. ßêùî L � ïiäàëãåáðà àëãåáðè Ëi W (A), òî ïiäïîëå F = F (L) ⊂ R, ÿêå
ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ åëåìåíòiâ iç R, ÿêi ëåæàòü â ïåðåòèíi ∩KerD,D ∈ L íàçèâà-
¹òüñÿ ïîëåì êîíñòàíò äëÿ àëãåáðè Ëi L. ßêùî K � ïîëå, òî àëãåáðà Ëi L, ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ iç óñiõ K-äèôåðåíöiþâàíü êiëüöÿ ìíîãî÷ëåíiâ K[x1, . . . , xn] âèãëÿäó

D = f1
∂

∂x1
+ . . .+ fn

∂

∂x(n)
,

äå fi ∈ F [x1, . . . , xn], degfi ≤ 1 içîìîðôíà ïîâíié àôiííié àëãåáði Ëi gan(K).

Äiéñíî, àëãåáðà Ëi L ìiñòèòü àáåëåâèé iäåàë V = K⟨ ∂

∂x1
. . .

∂

∂xn
⟩ ðîçìiðíîñòi n

íàä K, òàêèé, ùî L/V ≃ gln(K), äå gln(K) � ïîâíà ìàòðè÷íà àëãåáðà Ëi íàä
ïîëåì K. Òîìó L ≃ gan(K) = gln(K) i V � íàïiâïðÿìèé äîáóòîê äâîõ àëãåáð
Ëi.

Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè ïðî àëãåáðè Ëi äèôåðåíöiþâàíü îáëàñòåé
öiëiñíîñòi. Äëÿ çðó÷íîñòi â íàñòóïíèõ ëåìàõ çiáðàíi äåÿêi äîïîìiæíi ôàêòè,
íåîáõiäíi äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíèõ òåîðåì ðîáîòè.

Ëåìà 1 (äèâ, íàïðèêëàä, [3]). Íåõàé D1, D2 ∈ W (A) i a, b � åëåìåíòè ïîëÿ
R. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

[aD1, bD2] = ab[D1, D2] + aD1(b)D2 − bD2(a)D1.

Çîêðåìà, ÿêùî D1, D2 êîìóòóþòü, òî

[aD1, bD2] = aD1(b)D2 − bD2(a)D1.

Ëåìà 2 ([3]). Íåõàé L � ïiäàëãåáðà iç àëãåáðè Ëi W (A) i F � ïîëå êîí-
ñòàíò äëÿ àëãåáðè L. Òîäi FL � àëãåáðà Ëi íàä ïîëåì F i ÿêùî L àáåëåâà,
íiëüïîòåíòíà àáî ðîçâ'ÿçíà, òî òàêîþ æ áóäå i àëãåáðà Ëi FL.

Ëåìà 3. Íåõàé L � àáåëåâà ïiäàëãåáðà ðàíãó n íàä R iç àëãåáðè Ëi W (A) i
F � ïîëå êîíñòàíò äëÿ L. Òîäi FL � àáåëåâà àëãåáðà Ëi íàä ïîëåì F ðîçìið-
íîñòi n íàä F .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé D1, . . . , Dn � ÿêèé-íåáóäü áàçèñ FL íàä ïîëåì R i

D = r1D1 + . . .+ rnDn, ri ∈ R

� ÿêèé-íåáóäü åëåìåíò ç àëãåáðè FL. Òîäi iç ðiâíîñòi

[Di, D] = Di(r1)D1 + . . .+Di(rn)Dn = 0, äå i = 1, . . . , n,

âèïëèâà¹, ùî Di(rj) = 0 i, j = 1, . . . , n. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî r1, . . . , rn ∈ F i
òîìó FL � àáåëåâà àëãåáðà Ëi ðîçìiðíîñòi n íàä ïîëåì F .
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Ëåìà 4. Íåõàé D1, . . . , Dn � ëiíiéíî íåçàëåæíi íàä R åëåìåíòè àëãåáðè
Ëi W (A) i F =

∩n
i=1KerDi. ßêùî iñíóþòü åëåìåíòè a1, . . . , an ∈ R òàêi, ùî

Di(aj) = δij, i, j = 1, . . . , n,

òî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà b ∈ R, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Di(b) ∈ F, i =
1, . . . , n, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü b = λ1a1 + . . . + λnan + λn+1 äëÿ äåÿêèõ λ1, . . . ,
λn+1 ∈ F .

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî λi = Di(b), i = 1, . . . , n. Òîäi, ÿê íåâàæêî ïåðåêî-
íàòèñÿ, Di(b −

∑n
i=1 λiai) = 0, i = 1, . . . , n. Òîìó b −

∑n
i=n λiai ∈ F. Ïîçíà÷èìî

öþ ðiçíèöþ äëÿ çðó÷íîñòi ÷åðåç λn+1. Àëå òîäi åëåìåíò b çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi
b =

∑n
i=1 λiai + λn+1, äå åëåìåíòè λ1, . . . , λn, λn+1 íàëåæàòü ïîëþ F.

Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî L � ïiäàëãåáðà iç àëãåáðè ËiW (A) ðàíãó n íàä ïîëåì
R i I � àáåëåâèé iäåàë àëãåáðè L ç rkRI = n, òî, ÿê íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ,
FI � ìàêñèìàëüíèé àáåëåâèé iäåàë àëãåáðè FL, äå F � ïîëå êîíñòàíò äëÿ
àëãåáðè Ëi L.

Çàóâàæåííÿ 2. Íåõàé r1, . . . , rn � ëiíiéíî íåçàëåæíi íàä ïîëåì F åëåìåí-
òè ïîëÿ R. ßêùî D1, . . . , Dn � òàêi åëåìåíòè àëãåáðè Ëi W (A), äëÿ ÿêèõ
âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

Di(rj) = δij, i, j = 1, . . . , 1, . . . , n,

òî åëåìåíòè D1, . . . , Dn, ÿê íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ëiíiéíî íåçàëåæíi íàä
ïîëåì F.

Îñíîâíà òåîðåìà.

Ëåìà 5. Íåõàé L � ïiäàëãåáðà ðàíãó n íàä R iç W (A), ÿêà ìiñòèòü àáåëå-
âèé iäåàë I ðàíãó n íàä R i F � ïîëå êîíñòàíò äëÿ L. ßêùî L ìiñòèòü åëå-
ìåíò D, òàêèé, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð adD äi¹ íåâèðîäæåíî íà âåêòîðíîìó
ïðîñòîði FI íàä ïîëåì F , òî iñíóþòü åëåìåíòè D1, . . . , Dn ∈ I, r1, . . . , rn ∈ R
òàêi, ùî Di(rj) = δi,j, i, j = 1, . . . , n i êîæåí åëåìåíò S iç L ìîæå áóòè çàïè-
ñàíèé ó âèãëÿäi

S = f1(r1, . . . , rn)D1 + . . .+ fn(r1, . . . , rn)Dn

äëÿ äåÿêèõ ëiíiéíèõ ìíîãî÷ëåíiâ fi ∈ F [x1, . . . , xn].

Äîâåäåííÿ. Íåõàé T1, . . . , Tn � ÿêèé-íåáóäü áàçèñ iäåàëó I íàä ïîëåì R.
Òîäi çà ëåìîþ 3 dimF FI = n i T1, . . . , Tn � áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó FI íàä
ïîëåì F . Çàïèøåìî åëåìåíò D iç óìîâè òåîðåìè ó âèãëÿäi

D = r1T1 + . . .+ rnTn, ri ∈ R, i = 1, . . . , n.

Îñêiëüêè [Ti, D] = Ti(r1)T1 + . . .+ Ti(rn)Tn ∈ I, òî, î÷åâèäíî,

Ti(rj) ∈ F , i, j = 1, . . . , n.

Çà óìîâîþ òåîðåìè ëiíiéíèé îïåðàòîð adD íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði FI äi¹ íåâè-
ðîäæåíî i òîìó åëåìåíòè [T1, D], . . . , [Tn, D] óòâîðþþòü áàçèñ ïðîñòîðó FI íàä
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ïîëåì F . Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ

B =

T1(r1) · · · T1(rn)
...

. . .
...

Tn(r1) · · · Tn(rn)


íåâèðîäæåíà. Àëå òîäi ðÿäîê

(1, 0, . . . , 0) ∈ F n

¹ äåÿêîþ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ðÿäêiâ ìàòðèöi B

(1, 0, . . . , 0) = γ11(T1(r1), . . . , T1(rn)) + . . .+ γ1n(Tn(r1), . . . , Tn(rn))

äëÿ äåÿêèõ γ11, . . . , γ1n ∈ F . Ïîçíà÷èìî

D1 = γ11T1 + . . .+ γ1nTn ∈ FI.

Òîäi, çà ïîáóäîâîþ, ìà¹ìî

[D1, D] = 1 · T1 + 0 · T2 + . . .+ 0 · Tn

i, ç óðàõóâàííÿì ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi åëåìåíòiâ T1, . . . , Tn íàä ïîëåì F, îòðè-
ìà¹ìî

D1(r1) = 1, D1(r2) = 0, . . . , D1(rn) = 0.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà çíàéòè åëåìåíò D2 ∈ FI òàêèé, ùî

D2(r1) = 0, D2(r2) = 1, . . . , Dn(rn) = 0.

Ïîâòîðþþ÷è öi ìiðêóâàííÿ ìè çíàéäåìî åëåìåíòè D1, . . . , Dn âåêòîðíîãî ïðî-
ñòîðó FI òàêi, ùî Di(rj) = δij, i, j = 1, . . . , n. Çà Çàóâàæåííÿì 2 åëåìåíòè
D1, . . . , Dn ëiíiéíî íåçàëåæíi íàä ïîëåì F i òîìó óòâîðþþòü áàçèñ âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó FI íàä ïîëåì F . Âiçüìåìî òåïåð äîâiëüíèé åëåìåíò S = s1D1 + . . .+
snDn iç ïiäàëãåáðè FL, si ∈ R. Òîäi

[Di, S] = Di(s1)D1 + . . .+Di(sn)Dn ∈ FI

i òîìó Di(sj) ∈ F , i, j = 1, . . . , n. Çà ëåìîþ 4 âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

si =
n∑
i=1

βijrj + βi,n+1

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ βi,j ∈ F . Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî si ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ
÷åðåç åëåìåíòè r1, . . . , rn ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ F , òîáòî si = fi(r1, . . . , rn), äå
fi � ëiíiéíèé ìíîãî÷ëåí ç F [x1, . . . , xn].

Òåîðåìà 1. Íåõàé L � ïiäàëãåáðà iç àëãåáðè Ëi W (A)) ðàíãó n íàä ïîëåì
R, ÿêà ìiñòèòü àáåëåâèé iäåàë I ðàíãó n íàä R i F � ïîëå êîíñòàíò äëÿ
àëãåáðè Ëi L. ßêùî L ìiñòèòü åëåìåíò D òàêèé, ùî adD � íåâèðîäæåíèé
ëiíiéíèé îïåðàòîð ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði FI íàä ïîëåì F, òî àëãåáðà Ëi FL
içîìîðôíà äåÿêié ïiäàëãåáði ïîâíî¨ àôiííî¨ àëãåáðè Ëi gan(F ). Çîêðåìà, àëãåáðà
Ëi FL ñêií÷åííîâèìiðíà íàä ïîëåì F.
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Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 5 iñíóþòü åëåìåíòè D1, . . . , Dn ∈ FI, r1, . . . , rn ∈ R
òàêi, ùîDi(rj) = δi,j, i, j = 1, . . . , n i êîæåí åëåìåíò S iç FL ìîæå áóòè çàïèñàíèé
ó âèãëÿäi

S = f1(r1, . . . , rn)D1 + . . .+ fn(r1, . . . , rn)Dn

äëÿ äåÿêèõ ëiíiéíèõ ìíîãî÷ëåíiâ fi ∈ F [x1, . . . , xn]. Ðîçãëÿíåìî â FL âåêòîðíèé
ïiäïðîñòið V íàä ïîëåì F ç áàçèñîì D1, . . . , Dn (öå ïiäìíîæèíà åëåìåíòiâ

D = f1(r1, . . . , rn)D1 + · · ·+ fn(r1, . . . , rn)Dn

iç FL, â ÿêié âñi ìíîãî÷ëåíè fi(x1, . . . , xn) ¹ ñòàëèìè ìíîãî÷ëåíàìè). Ëåãêî áà÷è-
òè, ùî V � àáåëåâèé iäåàë àëãåáðè Ëi L ðîçìiðíîñòi n íàä ïîëåì F. Âåêòîðíèé
ïiäïðîñòiðW iç àëãåáðè Ëi FL, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ iç åëåìåíòiâD, ó ÿêèõ êîåôiöi-
¹íòè fi(r1, . . . , rn) ¹ îäíîðiäíèìè ëiíiéíèìè ìíîãî÷ëåíàìè âiä r1, . . . , rn óòâîðþ¹
ïiäàëãåáðó W iç L i, ÿê íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, FL = W + V � ïðÿìà ñóìà
âåêòîðíèõ ïiäïðîñòîðiâ. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ïiäàëãåáðà W içîìîðôíà äåÿêié
ïiäàëãåáði ïîâíî¨ ëiíiéíî¨ àëãåáðè Ëi gln(F ). Äiéñíî, ñïiâñòàâèìî åëåìåíòó

D = (
n∑
j=1

a1jrj)D1 + . . .+ (
n∑
j=1

anjrj)Dn, aij ∈ F

ìàòðèöþ A = (aij) ∈Mn(F ) i åëåìåíòó

D1 = (
n∑
j=1

b1jrj)D1 + . . .+ (
n∑
j=1

bnjrj)DnF

ìàòðèöþ B = (bij), bij ∈ F. Òîäi áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî êîìóòàòîðó
[D,D1] äèôåðåíöiþâàíü âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ [A,B] = AB − BA, ÿêà ¹ êîìóòà-
òîðîì ìàòðèöü A i B â àëãåáði Ëi gln(F ). Òàêèì ÷èíîì ïiäàëãåáðà W iç FL
içîìîðôíà äåÿêié ïiäàëãåáði àëãåáðè Ëi gln(F ). Íåâàæêî òàêîæ ïåðåêîíàòèñÿ,
ùî àëãåáðà Ëi FL, ÿêà ¹ íàïiâïðÿìîþ ñóìîþ ïiäàëãåáðè W i àáåëåâîãî iäåàëó
V içîìîðôíà äåÿêié ïiäàëãåáði ïîâíî¨ àôiííî¨ àëãåáðè Ëi gan(F ).

Ïiäàëãåáðè ðàíãó 2 â àëãåáði Ëi W(A). Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ iíøó
äîñòàòíþ óìîâó (ïîðiâíÿíî ç òåîðåìîþ 1) içîìîðôiçìó ïiäàëãåáð ðàíãó 2 iç
W (A), ÿêi ìàþòü àáåëåâi iäåàëè ðàíãó 2 íàä R, i äåÿêèõ ïiäàëãåáð ïîâíî¨ àôiííî¨
àëãåáðè Ëi ga2(F ),

Ëåìà 6. Íåõàé L � ïiäàëãåáðà ðàíãó 2 íàä R iç W (A), ÿêà ìiñòèòü àáå-
ëåâèé iäåàë ðàíãó 2 íàä R i F � ïîëå êîíñòàíò äëÿ àëãåáðè L. ßêùî öåíòð
àëãåáðè L íóëüîâèé, òî iñíóþòü åëåìåíòè D1, D2 ∈ FI i r1, r2 ∈ R òàêi, ùî
Di(rj) = δij, i, j = 1, 2.

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 3, ìà¹ìî dimF FI = 2. Âèáåðåìî ÿêèé-íåáóäü áàçèñ
{D1, D2} iäåàëó FI. Âiçüìåìî äîâiëüíèé åëåìåíò D ∈ FL \ FI. Òîäi

D = r1D1 + r2D2 äëÿ äåÿêèõ r1, r2 ∈ R,

ïðè öüîìó õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ r1, r2 íå ëåæèòü â ïîëi F . Îñêiëüêè

[Di, D] = Di(r1)D1 +Di(r2)D2 ∈ FI,
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òî Di(rj) ∈ F , i, j = 1, 2. ßêùî ìàòðèöÿ

B =

(
D1(r1) D2(r1)
D1(r2) D2(r2)

)
íåâèðîäæåíà, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð adD äi¹ íåâèðîäæåíî íà FI i òîìó çà òåî-
ðåìîþ 1 åëåìåíòè r1, r2 ∈ R ìîæíà âèáðàòè òàêèìè, ùîá âèêîíóâàëèñÿ ðiâíîñòi
Di(aj) = δij, i, j = 1, 2.

Íåõàé òåïåð ìàòðèöÿ B âèðîäæåíà. Îñêiëüêè D ∈ FL \ FI, òî õî÷à á îäèí
iç ðÿäêiâ ìàòðèöi B íåíóëüîâèé, íåõàé öå áóäå ïåðøèé ðÿäîê. Íå âòðà÷àþ÷è
çàãàëüíîñòi ìîæíî ââàæàòè, ùî D1(r1) = 1, D2(r1) = γ äëÿ äåÿêîãî γ ∈ F .
Îñêiëüêè äðóãèé ðÿäîê ìàòðèöi B ïðîïîðöiéíèé ïåðøîìó ðÿäêó, òî r2 = αr1+β
äëÿ äåÿêèõ α, β ∈ F . Òîäi, î÷åâèäíî, D = r1D1 + (αr1 + β)D2.

Âèïàäîê 1. γ = 0. Òîäi

D1(r1) = 1, D2(r1) = 0,

i òîìó, ÿê íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü [D,D2] = 0. Îñêiëüêè
D2 /∈ Z(L), òî â L iñíó¹ åëåìåíò S = s1D1 + s2D2, si ∈ R òàêèé, ùî

[D2, S] = D2(s1)D1 +D2(s2)D2 ̸= 0.

Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ D2(s1), D2(s2) íåíóëüîâèé.
Íåõàé, íàïðèêëàä, D2(s1) ̸= 0. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíî ââàæàòè, ùî
D2(s1) = 1. Òîäi äëÿ åëåìåíòà s1 = s1 −D1(s1)r1 ìà¹ìî

D2(s1) = 1 , D1(s1) = D1(s1)−D1(s1) = 0

Ïîçíà÷èâøè r2 = s1 îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi Di(rj) = δij, i, j = 1, 2.
Âèïàäîê 2. γ ̸= 0. Ïîêëàäåìî

D′
1 = D1, D′

2 = D1 − γ−1D2.

Òîäi îòðèìà¹ìî D′
1(r1) = 1, D′

2(r1) = 0. Îñêiëüêè D′
2 /∈ Z(L), òî iñíó¹ åëåìåíò

T = t1D1+ t2D2 òàêèé, ùî [D′
2, T ] ̸= 0 (çîêðåìà, õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ t1, t2

íå íàëåæèòü ïîëþ F ). Ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ ç âèïàäêó 1, íåâàæêî ïåðåêî-
íàòèñÿ, ùî iñíóþòü åëåìåíòè r1, r2 ∈ R òàêi, ùî D′

i(rj) = δij.

Çàóâàæåííÿ 3. Íåõàé L � ïiäàëãåáðà ðàíãó n íàä ïîëåì R iç àëãåáðè Ëi
W (A) i I � ¨¨ àáåëåâèé iäåàë ðàíãó n íàä R. Òîäi öåíòð àëãåáðè Ëi FL ëåæèòü
â iäåàëi FI àëãåáðè FL. Äiéñíî, íåõàé D ∈ Z(FL) i D1, . . . , Dn � ÿêèé-íåáóäü
áàçèñ iäåàëó I íàä ïîëåì R. Òîäi

D = r1D1 + · · · ,+rnDn, äëÿ äåÿêèõ r1, . . . , rn ∈ R

i
[Di, D] = Di(r1)D1 + · · ·+Di(rn)Dn = 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi Di(rj) = 0, i, j = 1, . . . , n. Àëå òîäi,
î÷åâèäíî, ri ∈ F, i = 1, . . . , n i òîìó D ∈ Z(F (I)).
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Òåîðåìà 2. Íåõàé L � ïiäàëãåáðà ðàíãó 2 íàä R iç àëãåáðè Ëi W (A), ÿêà
ìiñòèòü àáåëåâèé iäåàë I ðàíãó 2 íàä R i F � ïîëå êîíñòàíò äëÿ àëãåáðè Ëi
L. Òîäi àëãåáðà Ëi FL içîìîðôíà äåÿêié ïiäàëãåáði ïîâíî¨ àôiííî¨ àëãåáðè Ëi
ga2(F ).

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, àëãåáðó Ëi L ìîæíà ââàæàòè íåàáåëåâîþ. ßêùî
Z(FL) = 0, òî çà ëåìîþ 6 â iäåàëi FI iñíó¹ áàçèñ D1, D2, à â ïîëi R iñíóþòü
åëåìåíòè r1, r2 òàêi, ùî Di(rj) = δij, i, j = 1, 2. Çâiäñè, ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ
iç äîâåäåííÿ òåîðåìè 1, ëåãêî âèâåñòè, ùî êîæåí åëåìåíò iç L ìà¹ âèãëÿä

S = f1(r1, r2)D1 + f2(r1, r2)D2

äëÿ äåÿêèõ ëiíiéíèõ ìíîãî÷ëåíiâ f1, f2 ∈ F [t1, t2]. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî àëãåáðà
Ëi FL içîìîðôíà äåÿêié ïiäàëãåáði ïîâíî¨ àôiííî¨ àëãåáðè Ëi ga2(F ).

Íåõàé òåïåð Z(FL) ̸= 0. Òîäi, ÿê íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, âðàõîâóþ÷è Çàóâà-
æåííÿ 3, ùî Z(FI) ̸= 0. Âèáåðåìî áàçèñ D1, D2 âåêòîðíîãî ïðîñòîðó FI íàä
ïîëåì F òàê, ùîá D2 ∈ Z(FI). Âèáåðåìî äîâiëüíèé åëåìåíò D ∈ FL \ FI. Òîäi
âðàõîâóþ÷è Çàóâàæåííÿ 3 ìà¹ìî

D ̸∈ Z(FL), D = r1D1 + r2D2

äëÿ äåÿêèõ r1, r2 ∈ R. Iç ñïiââiäíîøåííÿ

[D1, D] = D1(r1)D1 +D1(r2)D2 ̸= 0

âèïëèâà¹, ùî õî÷à á îäèí iç åëåìåíòiâ D1(r1), D1(r2) íåíóëüîâèé. Íåõàé, íàïðè-
êëàä, D1(r1) ̸= 0. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî D1(r1) = 1.
Êðiì òîãî, D2(r1) = 0, áî D2 ∈ Z(FL). ßêùî D1(r2) = γ ̸= 0, òî ç óìîâè
γ ∈ F ëåãêî âèïëèâà¹, ùî r2 = γr1 + δ äëÿ äåÿêîãî δ ∈ F . Òîäi äëÿ åëåìåíòà
D ìà¹ìî çàïèñ D = r1D1 + (γr1 + δ)D2. Âèêîðèñòîâóþ÷è äîâåäåíi âèùå ñïiâ-
âiäíîøåííÿ ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíèé åëåìåíò D ∈ FL \ FI, ìà¹ âèãëÿä
D = f1(r1)D1 + f2(r1)D2, äå f1, f2 � äåÿêi ëiíiéíi ìíîãî÷ëåíè iç F [t]. Àëå òîäi
ïiäàëãåáðà L, î÷åâèäíî, içîìîðôíà äåÿêié ïiäàëãåáði (ðîçìiðíîñòi ≤ 4) iç ïîâíî¨
àôiííî¨ àëãåáðè Ëi ga2(F ).
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